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یاضیاتی  1تحلیل مفهومی اثبات ر

 2حسین بیات
 ی علم، دانشگاه زنجان، زنجان، ایران دکتری فلسفه

 
 چکیده 

های مختلفى به این پرسش ارائه شده  های ریاضیاتى کدامند؟ تاکنون پاسخ وجه یا وجوه اشتراک اثبات
قائل به دوگانگى یا  کنند، برخى دیگر اما ها را انکار مى ر نوع اشتراک مفهومى بین اثباتهاست. برخى 

ها را در ذیل دو یا چند هسته مفهومى اساساً  های ریاضى هستند. یعنى اثبات چندگانگى مفهومى اثبات
ی  های ریاضى و غیر ریاضى از یک مقوله دهم که اولًا اثبات دهند. در این مقاله نشان مىمتمایز قرار مى

هایى که از این افراد  های ریاضیاتى و در همه تلقى اً در همه اثباتهستند؛ ثانیاستدلال موفق واحد یعنى 
پذیر، دقیق و اعتمادپذیر  ستدلال ارائه شده باید درست باشد؛ یعنى متضمن الگویى وارسىابیان شده، 

تواند متصف به صفت  برقرار باشند استدلال مذکور مى پذیر و دقت ارسىو. اگر دو شرط باشد
تواند متصف به  برقرار باشد استدلال ریاضى مذکور مى عتمادپذیریاشود؛ و اگر شرط « ریاضیاتى»

های ریاضى چهار  ها از اثبات های ریاضى و در همه تلقى شود. بنابراین در همه اثبات« درست»صفت 
نظرها درباره  . ثالثاً اختلافعتمادپذیریا و دقت ،پذیری وارسىمؤلفه مفهومى مشترک هستند: استدلال، 

 ها دارد. دانان از این مؤلفه رها و تفسیرهای مختلف فیلسوفان و ریاضىمفهوم اثبات ریاضى ریشه در تعبی
 

 پذیری.  سىکنندگى، مقبولیت نهادی، دقت، واراستدلال، درستى، اجماع، قانع: واژگان کلیدی
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 ثبات ریاضىاهای مختلفى از مفهوم اثبات ریاضى وجود دارد. برخى مثل هیلبرت  تلقى
هر نوع اشتراک یا قرابت  نکرمدانند و بنابراین  شناختى معین، مىرا نوعى ساختار نشانه

. اما دستنه( قىقوحهای علمى، فلسفى، و  های غیرریاضى )مثل اثبات مفهومى با اثبات
های ریاضى هسته  کنند نشان دهند که اثباتگرایان، تلاش مى طقای دیگر، مثل من عده

ها  ها از سایر انواع اثبات ها دارند و فصل ممیّز آن مفهومى یکسانى با سایر انواع اثبات
برخى دیگر، مثل لاکاتوش، با تمایز دو  9.ها است مندی خالص آنصوری بودن یا نظام

های صوری را فاقد اشتراک  ات، اثباتهای صوری و غیر صوری در ریاضی نوع اثبات
ها ها را با سایر انواع اثبات دانند اما نوع غیرصوری اثبات مفهومى با سایر انواع اثبات مى

های  دسته چهارم، یعنى شهودگرایان، اصرار دارند که اساساً اثبات 2.شمارندهم جنس مى
ان شوند و بنابراین با د ریاضى باید منجر به یک ساختمان ذهنى معینى در ذهن ریاضى

این افراد نیز مانند دسته نخست،  3.های غیر ریاضى قابل قیاس نیستند سایر انواع اثبات
مشترک لفظى است و ما « اثبات غیر ریاضى»و « اثبات ریاضى»در « اثبات»معتقدند 

 ها باشیم. اما آب خود این دو گروه به یک جو نباید به دنبال قدر مشترک مفهومى بین آن
های ریاضى لازم  های مفهومى خاصى را برای اثبات ریزد و هر کدام مؤلفه نمى
 شمارند.  مى

شود که آیا همه چیزهایى که به عنوان جا این پرسش اساسى مطرح مى در این
توانند در ذیل یک مفهوم واحد قرار گیرند؟ شود، مىگفته یا شناخته مى« اثبات ریاضى»

توان ر واقع پیش فرض فلسفى ما خواهد بود: بله، مىپاسخ به این پرسش آیایى، د
ی دفاع از  ها را در ذیل یک مفهوم قرار داد. اما معقولیت این پاسخ بستگى به نحوه اثبات

استلزامات فلسفى آن دارد. بخصوص به نحوه پاسخ به این پرسش دارد که کدام 
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اند؟ چرا با  ها مشترک اتها از اثب ها و در همه تلقى های مفهومى در همه اثبات مؤلفه
 های مختلفى از اثبات وجود دارد؟ ها و تعریف وجود اشتراک مفهومى، تلقى

های ریاضى و غیر ریاضى از یک  شود که اولًا اثبات در این مقاله نشان داده مى
ها از  های ریاضى و همه تلقى های موفق. ثانیاً در همه اثبات اند: استدلال مقوله
 و دقت پذیری، وارسىچهار مؤلفه مفهومى مشترک هستند: استدلال، های ریاضى  اثبات

نظرها درباره مفهوم اثبات ریاضى ریشه در تعبیرها و  . ثالثاً اختلافعتمادپذیریا
دانان و  ها دارد. یعنى ریاضى دانان از این مؤلفه تفسیرهای مختلف فیلسوفان و ریاضى

ها(، درباره  ها )ارزش یى( و گرایشها )باورهای مبنا فیلسوفان، به دلیل اختلاف در نگرش
 اند. ها و معیارهای مختلفى را معرفى کرده هر کدام از این چهار مؤلفه اساسى تلقى

برای دفاع از مدعیاتم نیز از روش تحلیل مفهومى استفاده خواهم کرد. تحلیل هر 
 ، به بیان دقیق عبارت است از:Fمفهومى، مثل 

های مشترک و  ها چیزی جز ویژگى ؛ این مؤلفهF 9های مفهومىکشف و تمییز مؤلفه
ناپذیری( قابل  نیستند و بر اساس قاعده تصورناپذیری )یا بیان Fناپذیر مصادیق  اجتناب

ناپذیر است اگر و تنها اگر همه  اجتناب Fبرای اعضای  Gکشف و تمییزند: ویژگى 
 رد.باشند و نتوان خلاف آن را تصور یا بیان ک Gواجد ویژگى  Fمصادیق 

چه که ما قاعده تصورناپذیری یا بیان ناپذیری نامیدیم در  این فرآیند و بخصوص آن
  2آثار فیلسوفان و نویسندگان تحلیلى به تعابیر مختلف توصیف شده است.

توان به انواع مختلف تقسیم کرد.  ها را به جهات مختلف مى اثباتانواع اثبات: 
های مستقیم و غیرمستقیم، و به  ی اثبات وع عمدهها  به جهت روش منطقى به دو ن مثلًا آن

______________________________________________________ 
های معنایى  توانیم مترادف با مؤلفه های مفهومى را مى صورت مؤلفه اند. در این . گاهى معنا و مفهوم مترادف هم9

meaning components برد قراردادی یک نشانه نیست. بگیریم. روشن است که در این صورت معنا صرفاً کار
صورت ما  توان ترکیب کرد. در این خواهى نمى ل های آن را به هر نحو د بلکه هویت نسبتاً مستقلى است که مؤلفه

 ای هم داریم. معنا را صرفاً بلد نیستیم بلکه به آن معرفت گزاره
 .91ص ،ش9317،  نو، ترجمه موسى اکرمى، طرح درآمدی بر تحليل فلسفىهاسپرس، جان،  .رک. 2
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ی قیاسى و استقرایى قابل تقسیم هستند. در هر  جهت روش ریاضیاتى، به دو نوع عمده
های غیر  تر را از هم متمایز کرد. مثلًا اثبات توان انواع فرعى کدام از این انواع نیز مى

های  هستند؛ اثبات 9ضمستقیم گاهى از نوع برهان خلف و گاهى از نوع عکس نقی
ها گاهى  اند. به همین ترتیب، اثبات استقرایى نیز گاهى از نوع ناقص و گاهى از نوع تام

ای دیگراند. اما در هر  گاه حذفى و گاه به گونه 2اند، گاه تقلیلى ساختى و گاه غیرساختى
سه، ها از هر نوعى که باشند و در هر قلمروی ریاضیاتى، مثل حسابان، هند حال، آن

تردید متضمن یک مجموعه از مقدمات )یا جبر، منطق، و غیره، به کار روند بى
معلومات(، یک نتیجه )یا مجهول( و یک فرآیند گذر از مقدمات )یا معلومات( به نتیجه 
)یا مجهول( هستند. این فرآیند گذر از مقدمات به نتیجه، یا تحصیل نتیجه از مقدمات، 

یک استنتاج عبارت است از عمل به »ویند. به تعبیر دیگر، گ مى 3را اصطلاحاً استنتاج
که در  جایى از آن 9«.دست آوردن نتیجه از یک مجموعه از مقدمات، اطلاعات یا شواهد

توان  شوند، مى ها بیان مى ها یا ناظر به گزاره مقدمات و نتیجه در قالب جمله 9اغلب موارد
ای از  زنجیره»بندی کرد:  گر نیز صورتای دی رابطه بین مقدمات و نتیجه را به گونه

هایى که از  ها نتیجه و مابقى مقدمات هستند، یا گام هایى که دقیقاً یکى از آن گزاره
معمولًا این تلقى از رابطه بین مقدمات و نتیجه را  1«.شوند مقدمات به نتیجه منتهى مى

رود و افزون بر  به کار مى تری نامند. گاهى نیز البته استدلال به معنای وسیع مى 7استدلال
شود. اگرچه در کاربرد استدلال  فرآورده، یعنى دنباله جملات، فرآیند گذر را نیز شامل مى

تر به  و استنتاج وحدت رویه کاملى در کار نیست اما معمولًا این تمایزها در متون دقیق
______________________________________________________ 

1. Proof by contraposition 

2. Proof by exhaustion 

3. Inference 

4. Williamson, J., Federica Russo (eds), Key Terms in Logic, Continuum 

Press, 2010, p.37. 
 های تصویری. ی غیرنمادی، مثل استنتاجها . به جز استنتاج9

6. Ibid, p.5. 

7. Argument  
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اثبات ترجیح اگر بخواهیم یکى از این معانى را به عنوان مؤلفه اساسى خورد.  چشم مى
گرایان و  دهیم باید ملاحظات فلسفى خاصى داشته باشیم. مثلًا از نظر صورت

ای که بین مقدمات و نتیجه برقرار است مهم است تا فرآیند گذر از  دنبالهگرایان  منطق
ارجح خواهد بود. اما برای « استدلال به معنای خاص»مقدمات به نتیجه و بنابراین شاید 

گرایانى مثل لاکاتوش بیشتر فرآیند استنتاج مهم است تا فرآورده  ه تجربهشهودگرایان و شب
: فرآیند گیریم در نظر مى 9را به معنای اعم« استدلال»جا  آن یعنى استدلال. ما در این

شود. در شناختى یا منطقى یا زبانى گذر از مقدمات به نتیجه که با هدف معینى انجام مى
درستى یا ها نشان دادن  هدف مشترک در همه استدلال توان گفت که یک بیان کلى مى

بودن(  9بودن، یا درست ساخت 9یا صادق 3)یعنى، کارایى، یا مقبولیت، 2مطلوبیت
بلکه در هر اثباتى  وهای ریاضیاتى  اثباتاساسى در مفهومى  ی مؤلفه ودهمین جا است. 

 .(یا مطلوبیتشود: استدلال و درستى ) ما آشکار مى بر
ست. یک مؤلفه اساسى برای اثبات ا استدلال: طبق قاعده تصورناپذیری، استدلال

توان اثباتى را تصور کرد که در آن هیچ استدلالى به کار نرفته باشد. در واقع همه زیرا نمى
های ریاضیاتى متضمن یک مدعا و یک تلاش با هدف نشان دادن مطلوبیت آن  اثبات

 های استدلال نیست.مدعا هستند و  این تلاش چیزی جز گام
کنیم زیرا اگر بخواهیم  بسنده مىجا به همین توصیف کلى از استدلال  ما در این

های آن،  توضیح بیشتری درباره ماهیت استدلال، یعنى کارکردها یا اهداف یا ویژگى
های دیگر خواهد بدهیم پای سایر ملاحظات به میان خواهد آمد و ما را درگیر مناقشه

و فرگه،  دانانى مثل لیتلوود، هاردی، گودل گرایان، یعنى ریاضى کرد. مثلًا از نظر واقع

______________________________________________________ 
 .توان نامید (، نیز مىreasoning« )تعقل»را استدلال ی عام . این معنا9

2. favorability 

3. admissibility 

4. true 

5. Well form 
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ترین کارکرد استدلال ریاضیاتى تضمین صدق مدعیات ریاضیاتى است، و از این  مهم
نظر تنها فرق استدلال ریاضیاتى و غیر ریاضیاتى در نوع مدعیات و نوع توجیه است. در 

گرایان، مثل هیلبرت، براوئر، ویتگنشتاین و دیگران، توقع چنین  حالى که از نظر ناواقع
گر، از نظر  تفاهم است. هدف استدلال دلال ریاضیاتى نتیجه یک سوءکارکردی از است

گرایان، به ترتیب، نشان دادن صدق یا درست ساختى نتیجه است.  گرایان و ناواقع واقع
که فرگه تلقى  طوری ههیچ اجماعى بر سر این اهداف و کارکردها وجود ندارد ب

گرایانه از  و در مقابل، ویتگنشتاین تلقى واقع 9گیرد گرایانه هیلبرت را به باد انتقاد مى ناواقع
به همین ترتیب، اگر بخواهیم به ویژگى مقدمات و نتیجه  3.شمارد مى 2استدلال را مهلک

رسیم؛ اما در  تری از استدلال مىها تصریح کنیم به معنای مشخص و ویژگى خود این گام
کند که هم  ، کوپى تصریح مىشود. به عنوان مثالجا نیز اختلافات بیشتر آشکار مى این

شود، از جنس  هایى که برای گذر از مقدمه به نتیجه برداشته مى مقدمه و نتیجه و هم گام
گرایان  مطمئناً به مذاق صورتای از استدلال ای یا گزارهتلقى جمله 9هستند.« جملات»

در توصیف گرایان خوش خواهد آمد. اما شهودگرایان نظر دیگری دارند. فان آتن  و منطق
گرا، اثبات عبارت  برای شهود»گوید:  ها و تفاوت تلقى شهودگرایان با دیگران مى این گام

دان کلاسیک،  کند؛ ]اما[ برای ریاضى پذیری را حفظ مى هایى که ساختمان است از گام
در هر حال،  9«.کند هایى که حقیقت مستقل از ذهن را حفظ مى اثبات عبارتست از گام

به معنای « گذر»است، حال چه این  1ضمن یک یا چند گذر استدلالىهر اثباتى مت
______________________________________________________ 

 Shapiro, S., The Oxford Handbook of Philosophy of Mathematicsنقل قول از .9

and Logic, Oxford University Press, 2005, p.302. 
2. fatal 

3. Frascolla, P., Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics, Routledge, 

New York, 2006, p.72. 

4. Copi, I. M., and Carl Cohn, Introduction to Logic, Macmillan 

Publishing Company, 1990, p.16. 
 .91ص  ،محمد اردشیره ، ترجمبراوئر هفلسف، آتن فان .9

6. argumentative passage 
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گرایانه(، یا از یک  ی دیگر تعبیر شود )یعنى، تعبیر صورت گذشتن از یک نشانه به نشانه
گرایانه( یا از یک عمل ذهنى به عمل ذهنى دیگر  گزاره به گزاره دیگر )یعنى، تعبیر منطق

ترتیب، هر گذر استدلالى با هدف نیل به یک امر  )یعنى، تعبیر شهودگرایانه(. به همین
، یا باشد 9ها شود، حال، این امر مطلوب، چه تبدیل درست نشانهمطلوب انجام مى

 .تضمین صدق نتیجه، یا ساختن یک ساختمان ریاضیاتى در ذهن
روشن است که هر گذر گرچه هر اثباتى متضمن یک گذر استدلالى است، اما 

شود. مثلًا گذرهای نیست، یعنى لزوماً به امر مطلوب منجر نمى تدرساستدلالى لزوماً 
 استدلالى در دو استدلال زیر را با هم مقایسه کنید:

 ، زوج است.bو a: جمع دو عدد زوج، مثل (1مدعا )
 k2و  k1دو عدد زوج باشند آنگاه دو عدد طبیعى مثل  bو  a: اگر (1استدلال )

ی  ، که بنابر قاعده= 2k1+2k2 a+b. بنابراین b=2k2و  a=2k1وجود دارند به نحوی که 
زوج است و  a+bعدد  ؛ یعنى a+b= 2k1+ 2k2 = 2(k1+k2)= 2k3پذیری داریم:  توزیع

 این همان نتیجه مطلوب است. 
مجموعه همه اعداد زوج باشد. حال زوج بودن  E: فرض کنیم (2استدلال )

، آزمایش b  و a، مثل Eوعه حاصل جمع دو عدد زوجرا بر روی اعضای مختلف مجم
 کنیم: مى

(a=2 , b= 2)  a+b= 4 

(a=2 , b= 4)  a+b= 6 

(a=4 , b= 6)  a+b= 10 
. 
. 
. 

(aϵ E , bϵ E)  a+b ϵ E 
 بنابراین به حکم استقراء تجربى، جمع دو عدد زوج زوج است.

______________________________________________________ 
1. Correct transformation of signs 
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-مى کند که در زندگى روزمره و حتى علوم تجربى از الگویى پیروی مى 2استدلال 

چنین نیست.  دانان تواند به عنوان الگوی درستى پذیرفته شود. اما مطمئناً برای ریاضى
شود. با تأمل در این  یعنى در ریاضیات به عنوان یک گذر صحیح یا معتبر پذیرفته نمى

توان  هستند و نمى« های ریاضیاتى درست استدلال»ها  شود که اثبات مثال روشن مى
نما برای بنابراین مفهوم درستى را نیز باید به عنوان یک خصیصه خلاف آن را تصور کرد.

 اثبات ریاضیاتى به حساب آورد. 
( طبق تعریف 9یا معتبر 3یا صحیح 2استدلال درست )یعنى، مشروع 1درستى:

تصریحى ما از استدلال و توضیحى که درباره هدف استدلال گفتیم، عبارتست از فرآیند 
که مطلوبیت نتیجه را نشان دهد. مطلوبیت نیز در  طوری هبگذر از مقدمات به نتیجه 

رویکردهای مختلف تعابیر مختلف یافته است: معقولیت، درست اجرایى، مقبولیت، 
ها مورد توجه برخى از  پذیری. هر کدام از این صدق، درست ساختى و ساختمان

رایان، استدلال درست گ گرایان و شبه تجربه فیلسوفان قرار گرفته است. مثلًا از نظر منطق
استدلالى است که صحیح باشد؛ یعنى، صدق مقدمات، صدق نتیجه را تضمین کند. 

گرایان و شهودگرایان  صورت 9بنابراین درستى استدلال از نظر آنان یعنى صدق نگهداری.
پذیری، مفهوم درستى استدلال ریاضیاتى  نیز، به ترتیب، با اعتبار نحوی و حفظ ساختمان

شناختى نیز درستى با مقبولیت  خواهند داد. در رویکرد نهادگرایانه یا جامعه را توضیح
که به  1جا به دو تعبیر معقولیت و درست اجرایى، نهادی یا اجماع مساوق است. در این

 پردازیم. اند، مى وسیله جاناتان کوهن و ویتگنشتاین ارائه شده هترتیب ب
 

______________________________________________________ 
1. correctness 

2. legitimate 

3. sound 

4. valid 

5. truth preservation 

6. performance correctness 
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یاضیاتی به یاضی درستی ر  اتیمثابه معقولیت ر
 6داند، او  های عقلانیت مى ها را تابع معیارها و نظریه جاناتان کوهن مشروعیت استدلال

کند و درستى یک  را بطور مشخص متمایز مى« قاعده برای قوه تعقل»نوع معیار یا 
دهد. مثلًا عقلانیت قیاسى نوعى عقلانیت  ها توضیح مى استدلال را در مطابقت با آن

 6دلال با قواعد قیاسى استوار است. بر این اساس استدلال است که بر انطباق است
مطابق با قواعد منطق قیاسى  6، درستى قیاسى دارد چون گذر استدلالى در 2برخلاف 

چنین نیست. البته درستى ریاضیاتى فراتر از درستى قیاسى  2است اما در استدلال 
معقول و « x11»و  «عدد اول است x»از دو مقدمه « x12»است. مثلًا استنتاج 

توان گفت که درستى اثبات ریاضیاتى، در این تعبیر، عبارتست  بنابراین درست است. مى
 شوند. از مطابقت با معیارها یا قواعدی که نتایج ریاضیاتى معقولى را موجب مى

 
یاضیاتی به  مثابه درستی اجرا درستی ر

رستى اثبات ریاضیاتى مداقه کرده شاید پیشتر و بیشتر از همه ویتگنشتاین درباره مفهوم د
ها درباره مبانى ریاضیات، تحلیل  است. او در سخنرانى سوم، از مجموعه سخنرانى

گرایانه از درستى  دهد و یک تعبیر شبه صورت بدیعى از مفهوم اثبات ریاضیاتى ارائه مى
یلات کند: درستى اثبات ریاضیاتى یعنى درستى انجام تبداثبات ریاضیاتى پیشنهاد مى

پرسد: وقتى کسى از تو  وگو با تورینگ مى علائم معین. او در طى این سخنرانى و گفت
 ى؟ آیا جز این است که برای اثباتکن چه مى  26 39=759خواهد اثبات کنى که  مى

 (3استدلال ) (:figureاین مدعای ریاضیاتى ترکیبى از نمادها را به این شکل )
26 
39 

629 
93 

759 
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او مطابق با نظریه « گوییم؟ اما چرا به چنین شکلى یک اثبات مى»هى؟ د نشان مى
ایم  گرفته کلاس درس یاداز دهد: چون ما  گونه پاسخ مى های زبانى خودش این بازی
گونه به کار ببریم و لزومى ندارد که  و غیره را این« بیشتر»، «تساوی»، «اثبات»های  واژه

به کار برد. او در توضیح این پاسخ از یک آزمایش فکری  گونه ها را این بدانیم چرا باید آن
دهیم تا یک کاغذ دیواری  ای از نوآموزان را آموزش مى کند. فرض کنید ما عده استفاده مى

چه که در بالا  هایى شبیه به آن های ریاضیاتى، یعنى شکل بسازند و روی آن را با اثبات
ثابت کن فلان و »گوییم که  ها مى ادن اثباتآوردیم، پر کنند. برای این کار هنگام یاد د

های ریاضیاتى باشد. و  که منظور ما از فلان و فلان در واقع همان جمله طوری هب« فلان
قدر باهوش نباشند که بتواند در  ها این روندها را یاد بگیرند اما آن فرض کنید که آن

لًا نتوانند به این پرسش پاسخ ها استفاده کنند. یعنى مث ترین مسائل عملى نیز از آن ساده
آلوچه چقدر است؟ حال آیا  9گاه قیمت  دهند که اگر قیمت یک آلوچه فلان قدر باشد آن

دهد  ها ریاضیات را یاد گرفته اند؟ خود ویتگنشتاین جواب مثبت مى توان گفت که آن نمى
را به کار گیرند.  که بتوانند آن اند بدون آن ها حسابان را یاد گرفته دهد که آن و توضیح مى

معنای اثبات ریاضیاتى چیزی بیش از همین تبدیل صحیح علائم نیست. فرسکولا تلقى 
کند: اجرای درست تبدیلات  بندی مى گونه صورت ویتگنشتاین از اثبات ریاضیات را این

خواهد که آن را با  از ما مى« اثبات»ویتگنشتاین برای درک بهتر این معنا از  9علائم معین.
دهیم مقایسه کنیم.  در بازی زبانى دیگری که در زندگى روزمره انجام مى« اثبات»برد کار

که  صحنه جرم در حالى جاناتان قاتل است چون او را در»گوید  مثلًا وقتى کسى مى
مثابه راستى آزمایى یک مدعا به کار  را به« اثبات»جا  در این«. اند دستش تپانچه بود دیده

را هم به معنای راستى « اثبات ریاضیاتى»گنشتاین اگر ما معنای ایم. از نظر ویت برده
برای فهم فلسفى هیچ چیز »ایم:  ترین خطاها شده آزمایى بگیریم مرتکب یکى از مهلک

______________________________________________________ 
1. Frascolla, Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics, p.138. 
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ها را به عنوان دو  تر از این تلقى درباره اثبات ریاضیاتى و آزمایش نیست که آن کشنده
  9«.ستى آزمایى بدانیمپذیری از را روش متفاوت و در عین حال قیاس

ای از استدلال و اثبات ریاضیاتى  گرایانه ویتگنشتاین گرچه برداشت شبه صورت
 2ها را نه اصول نظام بخش گرایان منبع درستى اثبات دارد اما برخلاف صورت

داند. یعنى اگر از  فراریاضیاتى مثل تمامیت و سازگاری بلکه بازی زبانى آموخته شده مى
کند؟ او خواهد گفت: قواعدی  چه چیزی درستى این تبدیلات را تعیین مىاو بپرسیم که 

اند. مثلًا ما قبلًا نحوه نوشتن شکل بالا را برای اثبات  که قبلًا آموزش داده شده
759=3926 ها را به درستى پیاده کنیم  ایم و اگر آن آموخته در کلاس حساب یادگرفته

  3تبدیلات ما درست خواهند بود.
نون برای ما روشن شد که اثبات ریاضیاتى یعنى استدلال ریاضیاتى پس تاک

اجرای تبدیل »درست. توجه کنید که استدلال در معنای عامى که ما گرفتیم شامل تعبیر 
فرآیند گذر از مقدمات به »شود. چون ما نیز استدلال را  ویتگنشتاین هم مى« علائم
ای از علائم هم  توانند مجموعه یج مىتعریف کردیم و گفتیم که مقدمات و نتا« نتیجه

چنین این نکته نیز روشن شد که درستى، در هر تعبیری، بر تبعیت از قواعد و  باشند. هم
اند استوار است. تبعیت از قواعد و معیارها در واقع  روندهای معینى که از پیش معین شده

کند به  آن را، تضمین مى نیل به امر مطلوب در استدلال، یعنى توجیه یا معقولیت یا نظایر
ها از قواعد و روندهای معین( را با  همین دلیل است که آن )یعنى، تبعیت استدلال

 گیریم. ها هم معنا مى درستى استدلال
کند که خود این روندها و معیارها اعتبارشان را از  حال این پرسش خودنمایى مى

پرسش داد: اجماع )یا مقبولیت  توان به این گیرند؟ همواره دو پاسخ نهایى مى کجا مى

______________________________________________________ 
1. Frascolla, Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics, p.72. 

2. regulative 

3. Diamond, C., Wittgenstein's Lectures on the Foundations of 

Mathematics, Cornell University Press, Ithaca, NewYork, 1976, p.38. 
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گرایان گرچه منبع درستى را اصول نظام بخش  نهادی( و قانع کنندگى. مثلًا صورت
کنند اما اگر از آنان بخواهیم توضیح دهند که چرا مصداق این  فراریاضیاتى معرفى مى

کى از این ها نیز با توسل به ی اصول باید مثلًا سازگاری و نه ناسازگاری نظام باشد، حتى آن
های فراریاضیاتى، به  دو مؤلفه یا هر دو، به عنوان منبع درستى یا مشروعیت استدلال

 پرسش ما پاسخ خواهند داد.
 

 2یا اجماع 1مقبولیت
فرض کنید مریم ادعا کند که حدس گلدباخ را اثبات کرده است. با بررسى ادعای مریم 

لگوهایى استفاده کرده است که شویم که او در استدلال خود از قواعد و ا متوجه مى
ها را به کار نبرده است. آیا او واقعاً حدس گلدباخ  تاکنون هیچ گروه یا جامعه ریاضیاتى آن

دانان  را اثبات کرده است؟ به تعبیر دیگر، آیا در چنین شرایطى ممکن است ریاضى
ر واقع ؟ پاسخ مسلماً منفى است. د«مریم حدس گلدباخ را اثبات کرده است»بگویند: 

او ممکن است از قواعد و معیارهای خصوصى خود تبعیت کرده باشد، و از این جهت 
باشد، اما چنین تبعیتى برای دیگران قابل « درستى خصوصى»استدلال او واجد نوعى 
حتى اگر با معنا « حدس گلدباخ دارای درستى خصوصى است»اعتناء نیست. زیرا جمله 

نى نیست و بنابراین توقع قبول آن نامعقول است. دوباره باشد، قابل بررسى و داوری همگا
دانان در حوزه نظریه اعداد، مدعای مریم را قابل اعتناء  ای از ریاضى تصور کنید که عده

بیابند و معنای علائم و قواعد به کار رفته در اثبات او را یاد بگیرند اما باز هم استدلال او 
مریم حدس گلدباخ را اثبات کرده »گفت که توان  را درست تشخیص ندهند، آیا مى

توان گفت که فهم و پذیرش اجتماعى یکى  جا نیز پاسخ منفى است. پس مى این« است؟
 های اثبات است. دیگر از مؤلفه

______________________________________________________ 
1. acceptability 

2. consensus 



 19/ ىاتیاضیاثبات ر ىمفهوم لیتحل
 

شناختى اثبات، نه تنها شرط  اجماع، از نظر نهادگرایان، یعنى طرفداران تبیین جامعه
ها ما هر چه در دلایل  . یعنى از نظر آنلازم بلکه شرط کافى درستى ریاضیاتى است

کند و کاو کنیم در نهایت به یک توجیه  2و نادرستى استدلال  6درستى استدلال 
شناختى خواهیم رسید: یک ارزش یا احساس یا باور یا قرارداد جمعى بین اعضای  جامعه

بفهمیم  که برای این»دهد. بنابراین  یک جامعه ریاضیاتى به یک استدلال مشروعیت مى
پذیرد،  پذیرد یا نمى دانان راه حلى را به عنوان یک اثبات ریاضى مى چرا جامعه ریاضى

گفتیم که  9«.نهند دانان بدان ارج مى هایى برویم که ریاضى باید به سراغ فهم ارزش
ویتگنشتاین درستى اثبات را بر اساس بازی زبانى آموخته شده در جامعه ریاضیاتى 

از نظر او جامعه ریاضیاتى در تعیین درستى استدلال یک نقش تام و  دهد، اگر توضیح مى
توان او را نیز در زمره قائلین به نظریه اجماعى اثبات در نظر  کند مىفیصله بخش ایفاء مى

گرفت. برخى چنین تلقى از ویتگنشتاین دارند اما در همین جا خواهیم دید که دیدگاه 
 ع و صریح نیست.  ویتگنشتاین در این باره چندان قاط

ها معرفى  در هر حال، برای کسانى که اجماع را منبع اصلى مشروعیت اثبات
دانان رسیده باشد  کنند، اثبات یعنى استدلال ریاضیاتى که به اجماع ریاضى مى

)نهادگرایى قوی( یا استدلالى که بر اساس الگوها یا قواعد متفق فیه ارائه شده باشد 
دان، چه در مقام ارائه اثبات و چه در مقام داوری درباره  ریاضى )نهادگرایى ضعیف(. اما

یک اثبات، به چیزی بیش از اجماع نیاز دارد. زیرا اولًا اجماع همیشه بر سر موضوعى 
توان بر سر هیچ به توافق رسید. درباره اثبات یا  است که از قبل محقق است و نمى

ها و کارکردهای معین در کار باشند تا  گىالگوهای اثبات نیز باید از پیش اموری با ویژ
دهد که مفهوم و الگوی  ها  به اجماع  برسند. ثانیاً تاریخ اثبات نشان مى ای بر سر آن عده

ی آن چیزی باشد که به یک اثبات  اثبات بارها دگرگون شده است. اگر اجماع همه
ه بخشد، پس چگونه این تحول مجال تحقق یافته است؟ چگون مشروعیت مى

______________________________________________________ 
 .999ص، ش6337 ،انتشارات سمت ،، تهرانجامعه شناسى ریاضىی، غلامحسین، مقدم حیدر .9
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اند الگوها، قواعد و مفاهیم متفاوتى از اثبات را خلق و  دانان پیشگام موفق شده ریاضى
دان به چیزی بیش از اجماع نیاز دارد و آن عبارتست از  نامزد اجماع کنند؟ پس ریاضى

تواند باشد؟ یک پاسخ  معیار یا دلیل رسیدن به یک اجماع. اما این معیار یا دلیل چه مى
، 2، بر خلاف استدلال 6ها باشد: استدلال  کنندگى استدلال قدرت قانعتواند  ساده مى

ها دارد. این ارتباط  ها ارتباط وثیقى با مشروعیت آن کنندگى اثبات کننده است. قانع قانع
چه برای یک جامعه، یا در  در واقع یک ارتباط دوسویه و تبیینى است. یعنى اولًا آن

کننده است، مشروع است و برعکس. ثانیاً  ، قانعها و اهداف یک جامعه راستای ارزش
کنندگى آن است. بنابراین  علت اجماع بر سر یک اثبات یا الگوی استدلالى قدرت قانع

ها را صرفاً بر اساس مقبولیت جمعى  شوند تا درستى اثبات باید از کسانى که وسوسه مى
کنیم تا کسى را  رعایت نمىیا اجماع توضیح دهند بپرسیم: آیا ما قواعد تبدیل علائم را 

 9دهد پرسد و او جواب مثبت مى قانع کنیم؟ اتفاقاً تورینگ این سؤال را از ویتگنشتاین مى
)همین پاسخ ویتگنشتاین است که ما را در مورد اجماع محوری و نهادگرا بودن او مردد 

لائم و قواعد دانانى که معنای ع کند(. در مثال مریم نیز دلیل به اجماع نرسیدن ریاضى مى
او حدس گلدباخ را اثبات کرده »مریم را یاد گرفته بودند اما حاضر نبودند بگویند 

 ، در واقع، قانع نشدن آنان بود.«است
 

 2کنندگی قانع
چه تاکنون گفتیم، یک اثبات هر چه باشد باید اسباب اقناع جامعه ریاضیاتى، اعمّ  طبق آن

کنندگى نیز مانند  ها، را فراهم آورد. قانع دهکننده یا سایر وارسى کنن از شخص اثبات
بر  2اجماع یک ویژگى تشکیکى و وابسته به هدف یا ارزش است. یعنى مثلًا استدلال 

اساس الگویى ارائه شده است که در اقناع مخاطبان ریاضیاتى ناتوان است اما ممکن 
______________________________________________________ 

1. Diamond, Wittgenstein's Lectures on the Foundations of Mathematics, 

p.127. 

2. persuasive effect 
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گاه یا دانشمند تجربى کافى باشد. حتى همه های قانع  لالاستد ی است برای یک کارآ
هایى که در  کننده نیست. مثلًا استدلال دانان قانع ریاضى ی کننده در ریاضیات برای همه

کننده نیست، چون  ها از اصل طرد شق ثالث استفاده شده است برای شهودگرایان قانع آن
ها را نپذیریم، اما بر اساس  دانند. شاید ما دلیل آن آن را ضامن ساختنى بودن نتیجه نمى

هایى چه حس و رأیى  ها نسبت به چنین استدلال فهمیم که آن کنندگى مى مولّفه قانع
داریم. ما بر اساس  2ها همان حس و رأیى را دارند که ما درباره استدلال  دارند. آن

های غیرساختى  پذیرند استدلال فهمیم که شهودگرایان چرا نمى کنندگى مى قانع ی مؤلفه
است. ما با « کنندگى قانع»ما مدیون قدرت فراتبیینى مفهوم یک اثبات نیست. این فهم 

ها یا الگوهای استدلالى نوظهور نیز تصمیم  توانیم درباره مشروعیت اثبات این مؤلفه مى
 ای اتخاذ کنیم. عقلانى و نقادانه

ها است که  کنندگى نیز مانند اجماع متضمّن یک جنبه مهمى از اثباتچنین قانع هم
ها  اثبات 9شناختى اند. تیموچکو آن را جنبه انسان سوفان ما را به آن توجه دادهبسیاری از فیل

ها  است. اثبات 2این واقعیت کلید فهم ریاضیات به عنوان یک فعالیت انسانى»داند:  مى
توانند نقش خودشان را  کننده هستند که مى خواه قانع دان دل به این دلیل برای یک ریاضى

تر، مشروعیت و  به بیان مشخص 3«.عه ریاضیاتى ایفا کنندبه عنوان قاضى در جام
 ها هستند. شناختى اثبات شناختى و روان های جامعه ترتیب، مؤلفه کنندگى، به قانع

اند. مثلًا اولسکر،  های اثبات کرده فیلسوفان در نیم قرن اخیر توجه خاصى به این مؤلفه
 1ط روبن هرشکه توس 9عملىو  9ضمن پذیرش تمایز دو معنای متفاوت اثبات صوری

______________________________________________________ 
1. Anthropologic feature 

2. Human activity 

3. Tymoczko, Th., “The Four-Color Problem and Its Philosophical 

Significance”, The Journal of Philosophy, vol.76, no.2, 1979. 

4. formal 

5. practical 

6. Ruben Hersh 
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 داند: اثبات مى 9انجام گرفته است، معنای عملى را متضمّن جنبه ذهنى
ها مستلزم این است که اثبات یک جنبه ذهنى داشته باشد.  معنای عملى اثبات

دانان به صدق یک قضیه. یعنى  هدف یک اثبات عبارتست از متقاعد کردن جامعه ریاضى
شوند خوانده  ها توسط انسان نوشته مى است، چون اثبات 2ریاضیات یک تلاش انسانى

  3شوند. شوند و به کار گرفته مى شوند تصویب مى شوند فهمیده مى مى
دانند، برخى فیلسوفان نیز  که نهادگرایان، اجماع را نقطه پایان تحلیل مى چنان هم

یموچکو معتقد دانند که برای یک اثبات لازم است. ت ی آن چیزی مى کنندگى را همه قانع
اما درباره هرش و دیویس با قاطعیت  9است که ویتگنشتاین به چنین دیدگاهى باور دارد.

ها معتقدند که این رأی، یعنى کافى بودن قدرت اقناعى  توان سخن گفت. آن بیشتری مى
های ریاضیاتى، یعنى همان  برای اثبات شمردن یک استدلال، درباره نوعى از اثبات

طور که  ها اشاره شد، کاملًا صادق است. اما اولًا همان ى که در بالا به آنهای عمل اثبات
تواند توصیف کاملى از ماهیت  کند این تلقّى از اثبات نمى تیموچکو نیز اشاره مى

اند و معتقدند  اغلب فیلسوفان از این تلقّى ناراضى»ها به دست دهند؛ از این رو  اثبات
ای تبیین  کم تا اندازه اثبات در کار باشند که بتوانند دستتری برای  های عمیق باید ویژگى

رسد که اگر ما در این ایستگاه  ثانیاً به نظر مى 9«.اند ها اقناع کننده کنند که چرا اثبات
ها بدانیم و دلیل  را درستى آن 3یا  6توقف کنیم، یعنى اگر دلیل اثبات بودن استدلال 

تدلالى به کار رفته در آن بدانیم و دلیل اجماع را درستى را نوعى اجماع بر سر الگوی اس
های ریاضیاتى را به یک امر  کننده بودن این الگو بدانیم، در این صورت ما اثبات نیز قانع

______________________________________________________ 
1. subjective side 

2. The human race 

3. Olsker, T. C., “What Do We Mean by Mathematical Proof?” Journal of 

Humanistic Mathematics, vol.1, no.1, 2011, p.34. 

4. Tymoczko, “The Four-Color Problem and Its Philosophical 

Significance”, The Journal of Philosophy, p.60. 

5. Ibid. 
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ایم و این آشکارا بر خلاف شرط عینیت و عقلانیت است. توقف  شناختى فروکاسته روان
بودن، قابل دفاع نیست. ترکیب فصلى کنندگى به یکدیگر نیز، به دلیل دوری  اجماع و قانع

ساز نیست. یعنى اگر بگوییم اثبات ریاضیاتى عبارت است از  اجماع و اقناع نیز چاره
استدلالى که به دلیل اجماع یا اقناع یا هر دو درست باشد، باز ایرادها پابرجاست. 

این ایرادها برطرف ای ادامه دهیم که  مان را تا نقطه رسد که باید تحلیل بنابراین به نظر مى
جا باید پاسخ دهیم این است: چرا یک استدلال ریاضیاتى  شود. پرسشى که در این

ها را به نحو قابل  کنندگى اثبات توان قانع تر، چگونه مى شود؟ به عبارت دقیقکننده مى قانع
 توان این کار را انجامدفاعى توضیح داد؟ تیموچکو معتقد است با توسل به دو ویژگى مى

 پذیری. پذیری و صوری داد: وارسى
 

 1پذیریوارسی
های قیاسى است و آن را نباید با  ممکن برای استدلال 2پذیری یک ویژگى قابلیّتى وارسى
پذیری را معمولًا درباره  ها است خلط کنیم. وارسى که ویژگى قابلیتى گزاره 3پذیری آزمون

تر،  برند و در حالت کلى به کار مىطور کلى پیشینى  ههای ریاضى و قیاسى یا ب استدلال
پذیری استفاده  ها مثل بررسى های پیشینى و پسینى، از سایر واژه یعنى برای استدلال

های براهینى عقلى، اعمّ از  ترین ویژگى ى یکى از مهمطور کل هپذیری ب کنند. بررسى مى
کید کرده یازدهم از قواعد  مثلًا قاعده 9اند. قیاسى و استقرایى است که بسیاری به آن تأ

پردازد  مى« مرور پیوسته مقدّمات برای توجیه یقینى نتیجه»هدایت ذهن دکارت به شرط 
______________________________________________________ 

1. surveyability  

2. dispositional features 

3. testability 
 ،یالهد ىالملل نیانتشارات ب ،تهران ،یدیدره ب ى، ترجمه منوچهر صانعاصول فلسفه، دکارت، رنه. کر. 9

 ،سید حسین کمالى، انتشارات علمى و فرهنگى ه، ترجممنطق اکتشاف علمىکارل، پوپر، ؛ 631ص، ش6379
فلسفه به  ؛محمد کاظم علوی و دیگران ه، ترجم«داوری هفلسفه به مثاب» ،بدجینى، جولیان؛ 627ص ش، 6331

 .215ص، ش9311، مطالعات فرهنگى و اجتماعى هکدپژوهش ،، کارل، هاوی و دیگران، تهرانروش همثاب
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پذیری را به طور مستقیم به عنوان یک ویژگى به استدلال عقلى نسبت  که گرچه بررسى
احراز »نداده اما لازمه تحقق این قاعده فرض چنین قابلیتى است. به عقیده پوپر نیز 

های منطقى، یک راه بیشتر ندارد، و آن بیان استدلال به صورتى  از اعتبار حجت اطمینان
  9«.ترین وجه میسر باشد است که آزمودنش به آسان

مسئله چهار »را تیموچکو، در مقاله « پذیری وارسى»رسد که اصطلاح  به نظر مى
کرد. از نظر ، به عنوان یک ویژگى برای اثبات ریاضیاتى باب «رنگ و اهمیّت فلسفى آن

و  2توان آن را به نحو معین مى»پذیر است یعنى  گوییم که یک اثبات وارسى او وقتى مى
پذیری  اما این تنها تعریف از وارسى«. کرد 3اعضای جامعه ریاضى بررسى ی وسیله هب

پذیری را  های مختلف وارسى ( انواع و تلفى2003( و کُلمن )2009نیست. باسلر )
های دکارتى و  ن در تحلیل خود، افزون بر تلقى تیموچکو، تلقىکلم 9اند. برشمرده

 کند: ویتگنشتاینى از این مفهوم را نیز از هم متمایز مى
پذیر است یعنى همه جزئیات آن در  پذیری دکارتى: یک اثبات وارسى وارسى

گاهى یک شخص حاضر است.  آ
تمانى در کار پذیر است یعنى ساخ پذیری ویتگنشتاینى: یک اثبات وارسى وارسى
 توان با اطمینان آن را بازتولید کرد، چیزی شبیه به تکثیرپذیری تصاویر.  است که مى

ها، به نقش عامل انسانى یا عقلانى و نیز به  روشن است که در همه این تلقى
ها، برای تمایز  ها توجه شده است. اما افزون بر این قابلیت بررسى یا تولید مجدد گام

پذیری، باید به نقش مفاهیمى که پیشینى بودن این  تر بررسى مفهوم کلى پذیری از وارسى
کنند نیز توجه و تصریح کرد. این نقش را، در دو تعریف  پذیری را تضمین مى بررسى

گاهى عامل « ها حضور همه گام» دکارتى و ویتگنشتاینى، به ترتیب، مفهوم در ساحت آ

______________________________________________________ 
 .627ص، سید حسین کمالى ه، ترجممنطق اکتشاف علمىپوپر، . 9

2. definitively 

3. check 

4. Bassler, Coleman 
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علائم « ساختارمندی»در سطرها یا  های معین «وجود ساختمان»انسانى، و مفهوم 
پذیری یک استدلال به  کنند. بنابراین شاید بتوان گفت که وارسى ها ایفاء مى موجود در گام

که در نهایت  طوری ههای یک استدلال ب طور خلاصه عبارتست از: قابلیت بررسى گام
این عنصر، ها داوری کرد.  بتوان به موجب یک عنصر معین درباره درستى کلیت آن گام

گاهى، و  گرایان، به ترتیب، حضور همه گام گرایان و ناواقع برای واقع ها در ساحت آ
 ها، تعریف شده است.  ساختارمندی کلیت گام

ها و نتایج  ها، لم دانان با تدابیر خاصى، از جمله شکستن اثبات به تعریف ریاضى
اندازه  ند. هر گاه یک اثبات بهها افزایش ده کنند این قابلیت را در اثبات قبلى، تلاش مى

گویند. فهم  مى 9دانان اصطلاحاً به آن اثبات سلیس و روان پذیر باشد ریاضى کافى وارسى
تر این ویژگى تنها از راه تلاش برای وارسى چند اثبات ممکن است. به  تر و عمیق دقیق

 در نظر بگیرید: همین دلیل اجازه دهید چند نمونه را مرور کنیم. مدعا و استدلال زیر را
 226+256=130(: 3مدعا )

، و باز هم عدد خط، مثل 226(: یک راه اثبات عبارتست از کشیدن 1استدلال )
 ها  است.  عدد از آن خطوط و سپس شمردن همه آن 256کشیدن 

ثانیه طول بکشد کل فرآیند اثبات حدود  6اما اگر کشیدن و شمردن هر خط حدود 
(. بنابراین استدلال فوق، گذشته از روش د )هشت دقیقه طول خواهد کشی

تجربى آن، سلیس و روان نیست به همین دلیل نه تنها جذاب نیست بلکه احتمال خطا 
 5استدلال  نیز در آن فراوان است. حال آن را با استدلال زیر مقایسه کنید:

                    256(+6+220=)256+226 
(256+6+)220= 

290+220= 
130= 

______________________________________________________ 
1. perspicuous 
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تر از همه، اطمینان بخش  ، سلیس، جذاب و، مهم1را، بر خلاف  5چه استدلال  آن
گرایانه  پذیری در تعبیر منطق پذیری آن است. وارسى کرده است وارسى« اثبات»و بنابراین 

گرایانه  گرایانه و ناواقع پذیری پیشینى است و در تعبیر صورت گرایانه همان توجیه و واقع
ساختار  5پذیری است. مثلًا یکى از ساختارهای معین در استدلال  لهمان تبدی

(a+b)+c=a+(b+c) پذیری عملگر  یت شرکتخاص»آن را ما معمولًا با عنوان  است که
را به  226نامیم. البته برای آشکار شدن این ساختار، ابتدا با یک ابتکار باید مى+« 

ها نیز چیزی جز کشف همین  ( بازنویسى کنیم و خلاقیت اثبات220+6صورت )
توان در  پذیری را مى های ابتکاری نیست. نقش الگوهای خلاقانه در تحقق وارسى گام

 ی ریاضیات، گاوس، ارائه داده است، به وضوح مشاهده کرد: اثبات زیر که نابغه
است. )یعنى  5050: مجموع صد عدد طبیعى نخست برابر با 9گزاره 

5050=600+66+ ... +2+6) 
 نویسم:ستونى مى 50: برای اثبات، اعداد مذکور را در دو سطر 9دلال است

50      16      13       .   .   .1        3        2        6 
56      52      53     .   .   .67     63     66     600 

است و ثانیاً درست  606شود که اولًا مجموع اعداد در هر ستون عدد  مشاهده مى
عدد طبیعى  600توان نتیجه گرفت که مجموع  ستون در کار است. بنابراین مى 50

است. اگر کسى تلاش کند همین اعداد را با انگشتان  606×50=5050نخست عدد 
شود ما خواهیم گفت که او مطمئناً در  5052ها مثلًا  دستش جمع کند و بعد مجموع آن

شده باشد جایى برای شک و تردید جمع دچار خطا شده است. ساختمانى که وارسى 
جا نیز اثبات بودن  ها هستیم. در آن نیز ما شاهد این ویژگى 6گذارد. در استدلال  باقى نمى

پذیر  پذیری نیز خود به دلیل وجود الگوهای بررسى پذیری است و وارسى مرهون وارسى
 این استنتاج است: 6تام ممکن شده است. قلب استدلال 
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a+b  = 2k1+ 2k2 

                  = 2(k1+k2)       
     =2k3  

ها  در  های آن به نحوی نیستند که بتوانیم بگوییم همه گام 1و  2در مقابل، استدلال 
گاهى حاضرند یا واجد یک ساختار معینى هستند، بنابراین وارسى پذیر نیستند.  ساحت آ

مشروط به حضور همه  پذیری نیز پذیری است و وارسى پس اثبات بودن مرهون وارسى
گاهى است یا مشروط به وجود ساختارهای معینى است. گام  ها در ساحت آ

پذیری یک شرط اساسى در اقناع و  پذیر هستند و وارسى ها وارسى گرچه همه اثبات
اجماع ما برای پذیرش یک مدعا است، اما احراز این شرط هم برای اثبات نامیدن یک 

چنان به نوعى منبع یا عامل اقناع یا اجماع نیاز داریم. مثلًا  استدلال کافى نیست و ما هم
 های زیرا را در نظر بگیرید: استدلال

a=b                                  a=b 
a2=ab                             a+b=2b 

             a2-b2=ab-b2                           (a+b)(a-b)=2b(a-b) 
 (a+b)(a-b)=b(a-b)          a2-b2=2b(a-a) 

a+b=b                             a2-b2=0 
b+b=b                               a2=b2 
2b=b                                             
2=1                                             

  7استدلال                                3ل استدلا                                     
برقرار  2=6پذیر است، اما آیا این کافى است تا ما قانع شویم که وارسى 7استدلال 

قانع شویم که  5شود که ما بعد از وارسى مثلًا استدلال  است؟ چه چیزی موجب مى
رچه تناقض ؟ گ6=2قانع نشویم که  7، اما بعد از وارسى استدلال 256+226=130
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تواند  باشد اما نمى 7تواند دلیل خوبى بر احتمال خطا در استدلال  مى 2=6بدیهى در 
ها تعیین  کنندگى آن باشد، زیرا اولًا اگر قرار است تنها اثبات دلیل کافى برای عدم قانع

یید یا داوری أکننده باشند و اقناع بعد از وارسى استدلال تحقق یابد، ما نباید منتظر ت
هایى که نتایج عجیب و حتى شهوداً نامقبول دارند اما در  ودی باشیم. چه بسیار اثباتشه

نیز قانع کننده  3اند. ثانیاً استدلال  دانان قرار گرفته عین حال مورد اقناع و اجماع ریاضى
 پذیر است و هم نتیجه آشکارا درستى دارد. که هم وارسى نیست در حالى

اقناع خودمان را توضیح دهیم خواهیم گفت: طرفین  اگر بخواهیم علت و دلیل عدم
، در صفر 3استدلال  3به صفر تقسیم شده است، و در گام  7استدلال  1تساوی، در گام 

ضرب شده است و هر دو عمل نادرست است. به تعبیر ویتگنشتاین تبدیل علائم در این 
ای استدلالى مذکور بر گرایان، گذره ها به درستى انجام نشده است. به تعبیر صورت گام

اساس هیچ قاعده نحوشناختى معینى انجام نپذیرفته است. پس استدلال گرچه 
گاهى ما حاضرند یا ساختارمند هستند،  پذیر است یعنى همه گام وارسى ها در ساحت آ

کدام منجر به اقناع مخاطب برای پذیرش مدعا و  اما نه حضور و نه ساختارمندی، هیچ
ای  کم یک مؤلفه مهم اثبات باقى مانده  است. مؤلفه گویا هنوز دستشود، استدلال نمى

که وجود آن بعد از وارسى و قبل از اقناع باید احراز شود، و اقناع در واقع معلول آن 
دانان و فیلسوفان، این مؤلفه چیزی جز  محسوب شود. به باور بسیاری از ریاضى

استدلال ریاضى تنها در درون یک نظام  ها یک ها نیست. به عقیده آن پذیری اثبات صوری
صوری معین قابل بیان است و یک مدعا یا جمله یا گزاره ریاضى در واقع بخشى از این 

کنیم در واقع یک گام به مطلوبیت نتیجه،  نظام صوری است و با هر گامى که وارسى مى
یى آن، یعنى درست ساختى آن، یا یک گام به مطلوبیت گام نهایى، یعنى درست اجرا

جا، درست اجرایى یا  شویم، اتمام وارسى همان و تحصیل مطلوبیت )در این نزدیک مى
سازد، افزون بر  چه که درستى یک استدلال را میسر مى درست ساختى( نیز همان. پس آن

پذیری، وجود یک نظام صوری است و در حقیقت وارسى کردن چیزی جز وارسى  وارسى
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های ریاضیاتى کاملًا  توان گفت که همه اثبات چه نمىبخشى از همین نظام نیست. گر
جاست که  پذیرند. این ها صوری صوری هستند اما شاید بتوان مدعى شد که همه آن

 یابد.پذیری به عنوان یک مؤلفه اساسى اهمیت مى صوری
 

 1پذیری صوری
نمادی نیست؛ پذیری یک اثبات صرفاً به معنای قابلیت بازنویسى آن در یک زبان صوری

دستگاه صوری سازگار است. زیرا صوری   بندی در یک بلکه به معنای قابلیت صورت
، به این معنا است که یک زبان صوری pشدن یک اثبات غیرصوری اما مقبول، مثل 

شود و به صورت یک  2در آن بتواند نشانده )=تعبیه( pمناسب و یک نظریه در کار باشد تا 
به همین دلیل نویسندگان در تعریف  9گردد.« 9میلتک» 3اثبات صوری دقیق

دهند. مثلًا  پذیری همواره آن را در نسبت با یک نظریه یا نظام صوری توضیح مى صوری
پذیر است هرگاه بتوان آن را به صورت یک اثبات صوری، یک اثبات»گوید:  مولر هیل مى

وری سازگار تبدیل به صوری تبدیل کرد یعنى بتوان آن را در یک نظام اصل موضوعى ص
  1«.یک استنتاج صوری نمود

طبق این تعریف، اگر یک استدلال به اندازه کافى صوری شود در واقع در یک نظام 
اصل موضوعى سازگار نشانده شده است و با این حساب کافى است که ما چنین 

گام  استدلالى را وارسى کنیم، در این صورت، هر گام از وارسى استدلال در واقع یک
ها به این جهت است که  صوری پذیر بودن اثبات»بسوی اقناع خواهد بود. چرا که اساساً 

______________________________________________________ 
1. formalizability 

2. embedded 

3. rigorous formal proof 

4. filled out  

5. Tymoczko “The Four-Color Problem and Its Philosophical 

Significance”, The Journal of Philosophy, p.60. 

6. Eva Müller-Hill., “Formalizability and Knowledge Aascriptions in 

Mathematical Practice”, Philosophia Scientiae, 2009, p.2. 
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کنند چرا  ها است که تبیین مى های ساختاری معینى دارند و همین خاصیت ها خاصیت آن
  9«.اند کننده ها قانع آن

ی پذیری یک ویژگى قابلیتى برا پذیری نیز مانند وارسى باید توجه کرد که صوری
تواند شدت و ضعف داشته باشد. و بسیاری از نویسندگان  های صوری است و مى اثبات

کید کرده اند. مثلًا مولر هیل در ادامه تعریفى که در بالا از ایشان نقل قول  به این نکته تأ
 کند: کردیم اضافه مى

در یک « پذیر اثبات صوری»های مختلفى را برای عبارت  توانیم معناشناسى ما مى
 pتوان یک قرائت ضعیف ارائه داد: اثبات  یف انتخاب کنیم. در یک سر طیف مىط

پذیر است اگر و تنها اگر یک قضیه ریاضیاتى را به نحو غیر صوری اثبات کرده  صوری
باشد و نیز به نحو صوری از یک نظام اصل موضوعى صوری قابل استنتاج باشد. در سر 

پذیر است اگر و تنها  صوری pن است: اثبات دیگر طیف قرائت قوی وجود دارد که چنی
 2اگر بتوان گام به گام آن را تبدیل به یک اثبات صوری کرد.

را در نظر بگیرید که همه سطرهای آن یا یکى از اصول موضوعه یک  pمثلًا اثبات 
، است و یا حاصل به کارگیری قواعد استنتاج بر روی سطرهای sسیستم صوری، مثل 

اما این « هر عددی با خود برابر است»که حاوی این ادعا است:  nطر قبلى است؛ مگر س
سطر نه اصل موضوعه است و نه مستنتج از سطرهای پیشین بلکه صرفاً به دلیل بدیهى 

 pگوییم اثبات  بودن پذیرفته شده و به کار رفته است. وقتى به معنای ضعیف کلمه مى
و قواعد منطقى  sتوان از اصول  را مى (a=aالاصول مدّعای )پذیر است یعنى على صوری

( به a=aآن به دست آورد. اما در معنای قوی یعنى بالفعل لمى را سراغ داریم که در آن )
 نحو صوری اثبات شده است. 

______________________________________________________ 
1. Tymoczko, “The Four-Color Problem and Its Philosophical 

Significance”, The Journal of Philosophy, p.60. 

2. Eva Müller-Hill, “Formalizability and Knowledge Ascriptions in 

Mathematical Practice”, Philosophia Scientiae, p.2. 
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ها توجه به یک نکته بسیار مهم است. بسیاری از  پذیری اثبات درباره صوری
های  اند که برخى از اثبات لال کردهفیلسوفان با ارائه دلایل و شواهد قابل تأمل استد

های  ها قائل به دو نوع عمده اثبات توان به هیچ عنوان صوری نامید. آن ریاضیاتى را نمى
کید مى ی  کند که امروزه در جامعه ریاضیاتى هستند: صوری و غیر صوری. مثلًا هرش تأ

صوری و اثبات دو نوع موازی اثبات ریاضى در جریان است: اثبات »ریاضیاتى در واقع 
دهیم تا همدیگر را درباره   ، اثبات به معنای اخیر همان کاری است که ما انجام مى9عملى

های غیرصوری  لاکاتوش نیز قائل به اثبات 2«.یک ادعای ریاضیاتى متقاعد کنیم
ها درستى یک مدعای ترکیبى از راه  )پیشاصوری یا پساصوری( است: در این اثبات

که حدس یا مدعای اصلى  طوری هشود. بفکری درست نشان داده مىی یک آزمایش  ارائه
های نقض آشکار  کم مثال که کم شود تا جایىتر تجزیه مىتر و بدیهىبه مدعیات فرعى

شوند و یک نظریه ریاضیاتى غیرصوری، شامل  تر مى ها دقیق شوند و مفاهیم و تعریف مى
یه اویلر را با یک روش غیرصوری گیرد. او خود عملًا قض آن مدعای اصلى، شکل مى

ها به  گام مثلث به بندی و حذف گام کند. در این اثبات، او با فرآیند برش و مثلث اثبات مى
دهد. لاکاتوش این مثال را برای  را توضیح مى V-E+F=2خوبى چرایى نتیجه یعنى 

ما به آن کند ا های صوری مطرح مى ها از اثبات های غیرصوری و تمایز آن توضیح اثبات
آورد. بخصوص فرآیند کند و چند نمونه واقعى را نیز شاهد مدعای خود مى بسنده نمى

را بر اساس این  3گرایى یکنواخت گیری مفهوم هم ی قضیه کوشى و شکل اثبات فرایابانه
هایى در  روشن است که این دیدگاه مستلزم قبول اثبات 9دهد. ها توضیح مى تلقى از اثبات

______________________________________________________ 
1. Practical. 

2. Hersh, R., What Is Mathematics, Really?, Oxford University Press, 

New York, 1997, p.49. 

3. Uniform convergence 

4. Lakatos, I., Proofs and Refutations: the Logic of Mathematical 

Discovery, John Worrall, Elie Zahar(eds.), Cambridge University Press, 

1976, p.144. 
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که در واقع توجیه معرفتى و راستى آزمایى مدعیات ریاضیاتى به شمار ریاضیات است 
اشتباه مهلک برای »آیند و قبلًا گفتیم که چنین فهمى از اثبات، به نظر ویتگنشتاین یک  مى

 «.  فهم فلسفى است
بنابراین برخى فیلسوفان مثل هرش و لاکاتوش ناگزیرند درستى استدلال را با توسل 

گرایانه.  گرایانه و ناواقع وت از مطلوبیت توضیح دهند: مطلوبیت واقعبه دو معنای متفا
زیرا اگر مطلوبیت استدلال را به معنای صدق نگهدار بودن یا صحیح بودن بدانیم در 

ایم و اگر آن را به معنای معتبر بودن بگیریم از درِ  گرایانه اتخاذ کرده واقع یک موضع واقع
قدر اصیل هستند که  های غیرصوری همان ر این دیدگاه اثباتایم. د گرایى وارد شده ناواقع
آید، چون متضمن قبول مبانى چنین موضعى به نظر التقاطى مى 9.های صوری اثبات

 گرایى است.  گرایى و ناواقعمتعارض واقع
تری  جا نیز مفهوم کلى ها، در این شاید بهتر باشد، به جای یک تلقى دوگانه از اثبات

تر پذیری و آن مفهوم کلى کنندگى را بر اساس وارسى رفى کنیم که اولًا قانعرا کشف و مع
پذیری )تضمین صدق( در  پذیری و صدق تبیین کنیم و ثانیاً نشان دهیم که مفاهیم صوری

واقع تعبیرهایى از آن مفهوم کلى هستند. این مفهوم را خوشبختانه پیش از این معرفى 
تر آن را تحلیل کنیم و قدرت تبیینى آن را  است کمى دقیقایم: مطلوبیت. تنها کافى  کرده

ها بسته به این که در مقام  ها نشان دهیم. استدلال کنندگى اثبات پذیر ساختن قانع در فهم
اند یا در مقام تبیین، باید واجد مطلوبیت توجیهى یا تبیینى باشند تا  توجیه به کار رفته

 ها اثبات گفت. بتوان به آن
های ریاضى، باید  ز پرداختن به معنای دقیق مطلوبیت یا درستى استدلالاما پیش ا

را هم واکاوی کنیم. « دقت»های ریاضى یعنى  استدال ی لفهؤآمیزترین مسومین و مناقشه
پذیری را شود ما صوریگرایى موجب مى بخصوص با توجه به این که گاهى غلبه صورت

______________________________________________________ 
1. Bayat, H., “Lakatos and Hersh on Mathematical Proof”, Journal of 

Philosophical Investigations, University of Tabriz, vol.9, no.17, 2015, 

p.80. 
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ه با دقیق بودن ملازم است اما با آن مترادف پذیر بودن گرچ با آن یکسان بگیریم. صوری
پذیری یکى از راهبردهای نیل به تری است و صورینیست. دقت، در واقع ویژگى مبنایى

پذیری، یک ویژگى دقت است نه خود دقت. به بیان دیگر، دقت، بر خلاف صوری
تر  اً قابلیت دقیقتوان اثباتى را تصور کرد که اولًا دقیق باشد و ثانی اساسى است؛ یعنى نمى

 گوییم.پذیری مى شدن نداشته باشد. به چنین ویژگى مهمى دقت
 

 پذیریو دقت 1دقت
، در دیدگاه متعارف، استدلالى است که همه دلایل آن 2اثبات دقیق»به عقیده دتلفسن  

توان گفت که دقت اثبات ریاضیاتى،  بنابراین مى«. صرفاً روابط منطقى بین مفاهیم هستند
دیدگاه »ین دیدگاه، عبارتست از استقلال از تجربه، شهود، زبان طبیعى و فهم عرفى. در ا

عنوان یک ویژگى لازم برای اثبات در نظر  غالب درباره اثبات آن است که دقت را به
دتلفسن برای این ادعای خود نقل  3«.پذیری را به عنوان شرط لازم دقت بگیرند و صوری

 آورد. مثلًا به باور مک لان: هایى از نویسندگان مى قول
و به  L()یک اثبات ریاضیاتى دقیق است هرگاه به زبان محمولات مرتبه اول 

نوشته شود یا بتوان نوشت؛  ZFCهای حاصل از اصول  ای از استنتاج عنوان دنباله
ها باید مطابق با یکى از قواعد مقرر باشد... ]و[ عملًا  که هر کدام از استنتاج طوری هب

در عمل، یک های صوری در کار نباشند.  کدام از مشکلات واقعى در نوشتن اثبات هیچ
ى است البته با جزئیاتى که برای ترجمه سرراست آن به یک اثبات اثبات تنها یک طرح کل

  9صوری کافى باشد.

______________________________________________________ 
1. Rigorous 

2. Rigor proof 

3. Detlefsen, M., “Proof: Its Nature and Significance”, Proof and Other 

Dilemmas, Gold, B., (eds), 2008, p.17. 

4. Mac Lane, 1986, p.377 . نقل قول از دتلفسنترجمه   Detlefsen, 2008. 
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رسد. در دیدگاه متعارف دقیق بودن اثبات با  استدلال دتلفسن درست به نظر مى
ها یکسان است اما  شود )یعنى مجموعه مصادیق آن وق گرفته مىصوری بودن آن مسا

تر باشد  ها متفاوت است(. بنابراین هرچه که یک استدلال صوری های مفهومى آن مؤلفه
جا ممکن است نوعى عدم تقارن بین  تر نیز خواهد بود و بلعکس. اما همین دقیق

 9وان یک ویژگى فعلیتىبه عن« دقیق»عنوان یک ویژگى قابلیتى و  به« پذیر صوری»
احساس شود که به نظر من نباید بى اعتناء از کنار آن گذشت. در دیدگاه متعارف دقت با 

شود و از سوی دیگر در این دیدگاه یک اثبات غیرصوری اگر  پذیری تعریف مى صوری
پذیری یک اثبات به این معنا است که  کننده است؛ زیرا صوری پذیر باشد قانعصوری

ای که مفید اقناع باشد،  ی کافى، یعنى به اندازه اندازه  توان آن را به صول مىالاعلى
رسد که بگوییم یک اثبات غیر دقیق نیز اگر  تر کرد. از این رو، بدیهى به نظر مى صوری

-پذیری یک اثبات نیز به این معنا است که على کننده است. زیرا دقت پذیر باشد قانعدقت

تر کرد.  ای که مفید اقناع باشد، دقیق ی کافى، یعنى به اندازه اندازه به  توان آن را الاصول مى
ها   الاصول آنها به دقت بالقوه یا على در چنین دیدگاهى باید بیش از دقت بالفعل اثبات

کید و توجه گردد. اهمیت تعبیری که در آن دقت پذیری و  پذیری نیز مانند صوری تأ
شود در این است که معیارهای  ى قابلیتى در نظر گرفته مىمثابه یک ویژگ پذیری به وارسى

که  چنان شوند. هم خلط نمى« اثبات ریاضیاتى خوب»با معیارهای « اثبات ریاضیاتى»
پذیری بهتر  تر بودن به فرم ایده آل صوری و وارسى یک اثبات ممکن است به دلیل نزدیک

 باشد یک اثبات به لحاظ دقت بیشتر نیز بهتر است. 
تری توسط افراد مورد توجه قرار  پذیری، با هدف مهم ا این ویژگى، یعنى دقتام

پذیری. البته  دانان است، نه صوری ترین ارزش ریاضى پذیری مهم گرفته است: دقت
پذیری نخواهند بود اما نکته  گرایان در دفاع از خود منکر اهمیت دقت و دقت صورت

پذیری قابل وصول و حصول  جز از راه صوری پذیری ها دقت جا است که به باور آن این 

______________________________________________________ 
1. actual 
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که  پذیری نیست. در حالى پذیری چیزی جز صوری توان گفت که دقت نیست و حتى مى
پذیری است و نه مساوی با آن. دتلفسن  رسد، اخص از دقت پذیری، به نظر مى صوری

اه اند را نتیجه غلبه نگ این دیدگاه متعارف که دقیق بودن و صوری بودن مساوی هم
داند. به  و اوایل قرن بیستم مى 66در اواخر قرن « معیار نحوشناختى»گرایانه و  صورت

 بندی کرد: توان چنین صورت عقیده او استدلال پشتیبان این دیدگاه متعارف را مى
 شوند. هایى هستند که دقیق هستند یا به سادگى دقیق مى های شایسته اثبات . اثبات6
 پذیر هستند. های صوری شوند اثبات ستند یا به سادگى دقیق مىهایى که دقیق ه . اثبات2

 بنابراین
 پذیرند. های شایسته صوری ی اثبات . همه3

دتلفسن مدعى است که هم خود این دیدگاه و هم برهان مربوطه مشکوک به نظر 
 رسند. زیرا: مى

ها عرضه  های ریاضیاتى معمولًا صوری شده نیستند، چه زمانى که آن اثبات
شوند  کدام از این دو حالت به نوعى ارائه نمى ها در هیچ شوند و چه بعد از آن. اثبات ىم

ها امری واضح و متداول  سازی آن های شان لازم است یا صوری سازی که گویا صوری
شوند که باید به وضوح دقیق باشند، اگر نه  ها معمولًا به نوعى ارائه مى است. در عوض آن

طراز  ی بعد که قرار است در میان دانشجویان هم کم در مرحله در ابتدای کار، دست
سازی ملازم هم  دهد که دقت و صوری بچرخد باید دقیق باشد. همین امر نشان مى

  9اند. نیستند و مستقل از هم
های صوری  های صوری نشده تقریباً به همان اندازه اثبات در دیدگاه متداول اثبات

ها واضح است و تنها یک کار  پذیری آن ه گویا صوریک طوری هشده کفایت دارند ب
ی در نقل قولى که از ساندرز أها باقى مانده است. این ر سازی آن سرراست برای صوری

______________________________________________________ 
1. Detlefsen, “Proof: Its Nature and Significance”, Proof and Other 

Dilemmas, p.19. 
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مک لان آوردیم آشکار است. اما در هر حال همه با این دیدگاه متعارف موافق نیستند، و 
ازی هستند. دتلفسن از میان س در میان مخالفین برخى دارای تجربه بزرگى در کار صوری

گر خودکار قضیه  گر حوزه هوش مصنوعى و شخصیت خبره در اثباتها به پژوهش آن
سازی او را به این  تجربه او در خصوص صوری»گوید:  کند و مى جان رابینسون اشاره مى

نتیجه رسانده است که در اغلب موارد "مشکلات غیرمترقبه" در انتظار است و به ندرت 
  9«.باشدع سرراست مىاوضا

کند به جای  او سپس به توصیف متفاوتى از دقت ریاضیاتى دست میزند و تلاش مى
که سرنوشت دقت را به صوری بودن گره بزند از رابطه بین محتوا یا عامل تبیینى و  این

کم  دقت استفاده کند. به عقیده او حتى این رأی در دیدگاه سنتى نیز وجود دارد که دست
گیرند که بیشترین  ترین استدلال در نظر مى ل ریاضیاتى را وقتى به عنوان دقیقاستدلا

های  پتانسیل تبیینى را داشته باشد. در حقیقت ما بیشترین یقین، هنگام اجتناب از شکاف
ممکن در استدلال، را وقتى داریم که مقدمات استدلال بتوانند به خوبى نتایج را تبیین 

 توان یافت: نگاه سنتى را در هیلبرت نیز مى کنند. به عقیده او این
این یک خطا است که باور کنیم دقت در ریاضیات دشمن سادگى است. ما عکس 

ترند و فهم  های دقیق دارند و در عین حال ساده ها روش هایى میابیم که آن آن را با مثال
تر  های ساده روشتر است. تلاش برای رسیدن به دقت بیشتر ما را برای یافتن  ها راحت آن

  2برد. اثبات پیش مى
توان  در هر حال، از نظر دتلفسن دقت با وضوح تبیینى مرتبط است؛ یعنى مى

کند.  اش را تبیین مى مشاهده کرد که با گسترش دقت در یک اثبات مقدمات آن نتیجه
______________________________________________________ 

1. Ibid, p.17. 

2. Hilbert, D., Grundlagen der Geometrie, Unpublished Lectures, 

Mathematisches Institut, Gottingen, 1902, p.441. 
 ترجمه نقل قول از دتلفسن

 Detlefsen, “Proof: Its Nature and Significance”, Proof and Other 

Dilemmas, p.19. 
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ل توانیم اطلاعات مغفو شویم که مى هرچه شفافیت تبیینى بیشتر شود ما بیشتر مطمئن مى
ای را برای برقراری اتصال بین مقدمات و نتیجه به نحوی از انحاء به  به کار گرفته نشده

چنین  یابد و هم بیینى کاهش مىسازی شفافیت ت که با افزایش صوری کار بریم. در حالى
ای که معمولًا بین دقت و  درباره رابطه 9بنابراین یک تجدید نظر»یابد.  ت نیز کاهش مىدق

  2«.رسد شود لازم به نظر مى سلم پنداشته مىسازی م صوری
پذیری نیز تعمیم دهیم،  پذیری را درباره دقت اگر تدقیق مولر هیل درباره صوری

در یک طیف تصوّر « پذیر تاثبات دق»مختلفى را برای عبارت  های یعنى معناشناسى
سر قوی  گاه معنای دتلفسن در سر ضعیف طیف قرار دارد و معنای مک لان در کنیم، آن

آن. آشکار است که مفهوم دقت در تلقى دتلفسن، به جهت استفاده از مؤلفه نسبیتى 
تری، در مقایسه با مفهوم دقت در تلقى  ، یک مفهوم نسبى و ضعیف«شفافیت تبیینى»

 مک لان، است.
استدلال، حال که مفهوم استدلال ریاضى را با فروکاستن به سه مفهوم بنیادیِ 

 عتمادپذیریات تبیین کردیم به سراغ تحلیل آخرین ویژگى یعنى پذیری و دقوارسى
 کنیم.بررسى مى عتمادپذیری پیشینى و پسینىاو آن را در ذیل دو نوع  رویم مى

 
  پیشینیعتمادپذیری ا

است اگر با یک الگوی توجیهى پیشینى مطابق  عتمادپذیری پیشینىایک استدلال دارای 
 ایز کرد: توان از هم متم باشد. دو نوع الگوی پیشینى را مى

پذیری( مقدمات، صدق )یا،  الگوی معناشناختى: صدق )یا، ساختمان
 پذیری( نتیجه را لازم آورد.  ساختمان

 الگوی نحوشناختى: نتیجه، حاصل بکارگیری قواعد معین بر روی مقدمات باشد.
______________________________________________________ 

1. reexamination 

2. Detlefsen, “Proof: Its Nature and Significance”, Proof and Other 

Dilemmas, p.19. 
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دارد.  عتمادپذیری پیشینىااستدلالى که با یکى از این دو الگو مطابق باشد، 
عتمادپذیر ابه دلیل مطابقت با الگوی معناشناختى و نحوشناختى  هایى که استدلال

گری هستند. این دو گری و تبدیل، به ترتیب، دارای خاصیت یا کارکرد تضمینشوند مى
گرایان مورد توجه است اما کسانى که به  گرایان و ناواقع کارکرد، به ترتیب، از جانب واقع

کنندگى  ارکرد را، به ترتیب، به عنوان عامل قانعاند این دو ک تلقى دوگانه از اثبات قائل
توان گفت مطلوبیت منطقى  برند. در واقع مى های غیرصوری و صوری به کار مى اثبات

پذیری بستگى به نظریه ما درباره منطق  های ریاضیاتى و حتى معنای وارسى استدلال
ها را  که آن طوری هب گرایانه درباره اصول منطقى داشته باشیم دارد. اگر یک تلقى واقع

های انتزاعى بدانیم و شهود  های بدیهى و ضروری و پیشینى ترکیبى ناظر به واقعیت گزاره
ها را بر اساس الگوی معناشناختى توضیح  ها بدانیم، مطلوبیت استدلال را راه درک آن

که  طوری هگراریانه درباره اصول منطقى داشته باشیم ب خواهیم داد. اما اگر یک تلقى ناواقع
ها و  بدانیم و دانستن آن Sها را جملات صوری تحلیلى در درون یک نظام صوری مثل  آن

ها بدانیم،  قضایای ریاضیاتى را صرفاً به معنای بلد بودن برخى قواعد دستکاری نشانه
چنین در  ها را براساس الگوی نحوشناختى توضیح خواهیم داد. هم مطلوبیت استدلال

پذیری، به ترتیب، عبارت خواهد بود از حضور  ترتیب، منظور از وارسىاین دو تلقى، به 
گاهى، و ساختمان همه گام  . Sپذیری در یک نظام معین  ها در ساحت آ

مقایسه  3و  7های  را با استدلال 9و  5های  در هر حال، یک بار دیگر استدلال
اند  ىعتمادپذیری پیشینااند که دارای  کننده کنید. دو استدلال اول، از آن رو، قانع

شود. یعنى مثلًا در  ها نیز احراز مى ها، مطلوبیت توجیهى آن که با وارسى آن طوری هب
گرایان یا  کنیم و صدق )به تعبیر منطق وقتى سطرهای اول تا سوم را وارسى مى 5استدلال 

حو ها را تأیید یا به ن پذیری )به تعبیر شهودگرایان( آن گرایان( یا ساختمان شبه تجربه
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ای نداریم که صدق سطر چهارم را نیز باید بپذیریم، یا  کنیم، چاره مى 9شهودگرایانه تجربه
گرایانه نیز، سطر  پذیری آن را به نحو شهودگرایانه تجربه کنیم. به تعبیر صورت ساختمان

چهارم صرفاً حاصل اعمال قواعد معین بر سطرهای قبلى است و بنابراین توجیه نحو 
، به ترتیب، وقتى به وارسى سطر چهارم و 3و  7که در استدلال  در حالىشناختى دارد. 

پذیری( آن را صرفاً بر اساس صدق )یا  توانیم صدق )یا ساختمان رسیم نمى سوم مى
پذیری( سطرهای قبلى بپذیریم )یا به نحو شهودگرایانه تجربه کنیم(؛ یا به تعبیر  ساختمان

ل هیچ قاعده معینى بر روی سطرهای قبلى گرایانه، این دو سطر حاصل اعما صورت
کدام از دو  ، با هیچ9و  5، بر خلاف دو استدلال 3و  7نیست. به اختصار، دو استدلال 

اند. یعنى دلیلى بر  الگوی پیشینى توجیه مطابق نیستند و بنابراین فاقد مطلوبیت توجیهى
را  2یم نادرستى استدلال توان پذیرش استدلال و نتیجه نداریم. با توسل به این مفهوم مى

 نیز توضیح دهیم. 
جا بین مطلوبیت توجیهى نحوشناختى و معناشناختى یک تفاوت مهم به  در این

گوییم یک استدلال مطلوبیت توجیهى نحوشناختى دارد یا  خورد. وقتى مى چشم مى
یک  گوییم مطابق است یا نیست. اما وقتى مى Sندارد، یعنى با قواعد معین یک نظام مثل 

استدلال مطلوبیت توجیهى معناشناختى دارد یا ندارد دقیقاً منظورمان چیست؟ پاسخ 
اولیه روشن است: یعنى ممکن نیست که مقدمات صادق و نتیجه کاذب باشد. یا اگر 
کسى مقدمات را بپذیرد ناگزیر باید نتیجه را نیز بپذیرد. اما این پاسخ متضمن مفهوم 

است و هنوز معلوم نیست که « پذیرش»شناختى  م روانو مفهو« ممکن نیست»موجهاتى 

______________________________________________________ 
ها در توصیف این فرآیند اقناع،  دانند و نه مقدم بر آن. بنابراین آن موخر بر ریاضیات مى. شهودگرایان منطق را 9

های استدلال را بر اساس منطق مقدم بر ریاضیات پیش نخواهند برد و سخن از تأیید مطابقت آن با قاعده  گام
ها را تجربه  اختمان آنکنیم و س منطقى به میان نخواهند آورد بلکه خواهند گفت: ما مقدمات را وارسى مى

 شویم. کنیم و ناگزیر به تجربه ساختمان نتیجه مى مى
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ای، بین مقدمات و نتیجه، ضروری و در چه شرایطى  دقیقاً در چه شرایطى چنین رابطه
 پذیریم.  پذیریم یا نمى غیرضروری است؟ و در چه شرایطى ما مقدمات و نتیجه را مى

ی آن  عتمادپذیری پیشینى و، به تبع آن، مطلوبیت توجیهى همهارسد  به نظر مى
و در « درست» پذیر را دانان یک استدلالِ وارسى ىشود ریاض چیزی است که موجب مى

به  «تىدرس»هنوز تحلیل مفهوم ی پایان نیست. چون  ین نقطهابنامند. اما « اثبات»نهایت 
یعنى  بخشى نرسیده است. ی رضایت پیشینى یا مطلوبیت توجهى به نقطه اعتمادپذیری

را  nمن گام »گوید:  کند و مى های یک استدلال را وارسى مى گرا گام مثلًا وقتى یک منطق
هنوز به نحو  ،«( را تأیید کردمn)مدعای مطرح شده در گام  Pnردم و صدق وارسى ک

چیست؟ در توضیح ویژگى  Pnواضح و متمایز به ما نگفته است که منظورش از صدق 
درستى گفتیم که همواره ما برای احراز درستى )صدق، درست ساختى، درست اجرایى، 

درستى را به معنای مطابقت با آن امر پذیری( نیاز به یک امر پیشین داریم تا  ساختمان
تر و  های کوچک لزوماً با مطابقت گام Pnگرا صدق  پیشین تعریف کنیم. از نظر منطق

به طریق  با قواعد و اصول موضوعه نظام منطق محمولات قابل توضیح است. nمساوی 
گرا مثل ویتگنشتاین هم تنها با فرض یک نظام  گرا و شبه صورت مشابه یک صورت

تواند مطلوبیت یک استدلال را توضیح دهد. بنابراین تحلیل ما  وری و زبانى معین مىص
پذیرد که بتوانیم توضیح دهیم آن امر پیشینى که مطلوبیت پیشینى حاصل  زمانى پایان مى

ها یا مقدمات با آن است، خود بر چه اساسى استوار است. به عبارت دیگر،  مطابقت گام
ک نظام صوری یا زبانى مفروض مطلوبیت خودشان را از کجا خود منطق محمولات یا ی

 اند؟ آورده
این همان مسأله مبانى ریاضیات است که بخصوص در نیمه نخست قرن بیستم 

دانان را به خود معطوف کرده بود. فرگه، هیلبرت و براوئر در  ذهن فیلسوفان و ریاضى
 کردند که به همین پرسش پاسخ دهند. حقیقت تلاش مى
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گاهانه یا  ر پیشینى یا مبنایى است که ریاضىریاضیات در واقع همان امبنای م دان آ
گاهانه با لحاظ آن، شرایط لازم برای احراز اعتمادپذیری اس یا مطلوبیت ها ) تدلالناآ

مختلف فلسفه ریاضى  مبنا در مکاتبکند. این  را کشف یا جعل مى (ها توجیهى آن
یا قواعد منطق  اصول ی عبارتست از مجموعه یاناگر از نظر منطقمتفاوت است. مثلًا 

گرا بپرسیم که خود این امر پیشینى مطلوبیت یا الگو بودن  حال اگر از منطق محمولات.
با توسل به مفهوم بداهت پاسخ خواهد داد. البته همه خود را مدیون چیست؟ او 

ای است و راسل بر  توان با این چوب راند. این بیشتر موضع فرگه گرایان را نمى منطق
هایى  دیدگاه دیگری معتقد است: خود این امر پیشینى مطلوب است چون بهترین حدس

استنتاج کرد. براون این  ها توان از آن های ریاضیاتى شناخته شده را مى هستند که صدق
کند.  نامد و راسل و گودل را از طرفداران آن معرفى مى گرایى جدید مى دیدگاه را افلاطون

گرایان، درستىِ یک استدلال به معنای مطابقت یک روندِ تبدیل  در مقابل، برای صورت
ود ، است اما خSعلائم با یک امر پیشینى، یعنى مجموعه اصول یا قواعد نظام صوری 

های فراریاضیاتى مثل استقلال و سازگاری  این امر پیشینى مطلوب است اگر واجد ارزش
 باشد. 

شناختى  گرایانه بیش از حد به عامل روان رسد که مطلوبیت غایى منطق به نظر مى
هایى مثل پارادوکس راسل قرار  بداهت تکیه کرده است و ریاضیات را در کمین پارادوکس

گرایانه نیز با اثبات قضایای ناتمامیت گودل  ه مطلوبیت صورتداده است. دسترسى ب
گرایانه لاکاتوشى اولًا  گرایانه گودلى و شبه تجربه ناممکن شده است. مطلوبیت افلاطون

گرایى  که، در مقایسه با افلاطون کدام از این دو مشکل را ندارد ثانیاً برای آن هیچ
تى را نهایتاً بر فرآیند حدس و ابطال استوار تر باشد پژوهش ریاضیا حداکثری، قابل دفاع

ساخته است و آشکارا این تلقى از ریاضیات مستلزم پذیرش خطاپذیری در معرفت 
ریاضیاتى است. این تلقى از مطلوبیت با نگاه پدیدارشناسانه و با ملاحظات 

 رسد. بینانه به نظر مى خصوص تاریخ ریاضیات، واقع هپیراریاضیاتى و ب
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 پسینیعتمادپذیری ا
شمارند  کسانى که معرفت و فهم ریاضیاتى را ارزش یا غایت قصوای ریاضیات مى 

اصول و قواعدی را برخواهند گزید که بیشترین معرفت یا بهترین فهم را فراهم آورد و 
ها در ظاهر به معنای مطابقت با این امور مفروض، یعنى اصول و  درستى استدلال اساساً 

به معنای توفیق در نزدیک شدن یا رسیدن به معرفت یا فهم قواعد، است و در باطن 
ریاضیاتى است. رسیدن به فهم ریاضیاتى مستلزم انتخاب یا کشف نظامى است که 

ترین اصول و قواعد تبیین کند. و  ترین و ساده های ریاضیاتى را زیر چتر کم بیشترین صدق
است که بیشترین رسیدن به معرفت ریاضیاتى مستلزم انتخاب یا کشف نظامى 

ترین اصول و قواعد توجیه کند.  ترین و بدیهى های ریاضیاتى را با فروکاستن به کم صدق
دانند مبنای انتخاب یا جعل اصول و  اما کسانى که فهم و معرفت ریاضیاتى را ناممکن مى

دانند. از  های فراریاضیاتى، و از جمله تمامیت و سازگاری مى قواعد را نیل به مطلوبیت
زایى و  ها این دو ویژگى برای یک نظام همان جایگاهى را دارند که معرفت نظر آن

 گرایان.  افزایى برای واقع فهم
هایى که  ، یعنى اثبات9های پیشگام این عامل بخصوص در تبیین درستى اثبات

کننده است.  ناپذیر و تعیین کنند، اجتناب کاملًا از یک الگوی متداول پیشینى تبعیت نمى
شود  آن چیزی است که موجب مى ی هپیشینى هم عتمادپذیریاباید بگوییم که  پس

بنامند؛ اما مطمئناً « اثبات»را  2دانان، یک استدلال وارسى پذیر متداول ریاضى
دانان یک استدلال  ی آن چیزی نیست که موجب شود ریاضى پیشینى همه عتمادپذیریا

های پژوهشى در ریاضیات را  ه که برنامهچ بنامند. اتفاقاً آن« اثبات»پذیر پیشگام را  وارسى
که قانع شوند یک استدلال  دانان برای این های پیشگام هستند. ریاضى برد اثبات پیش مى

های پسینى بیابند. در واقع  پذیر پیشگام، اثبات است باید آن را واجد مطلوبیت وارسى

______________________________________________________ 
1. vanguard 

2. routine 
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نه مطابقتشان پسینى خود هستند  عتمادپذیریاهای پیشگام درستى خود را مدیون  اثبات
دانان  با یک امر پیشینى. اهمیت این نوع مطلوبیت بخصوص در اقناع و اجماع ریاضى

وسیله بولتزانو  هبر سر الگوهای عجیب و جدید، مثل الگوی اثبات قضیه مقدار میانى ب
وسیله اپل و هنکین،  ه، یا الگوی اثبات قضیه چهار رنگ ب66دانان قرن  برای ریاضى

توان گفت اعتمادپذیری پسینى به موجب کشف یا  طور خلاصه مى هبت. انکارناپذیر اس
را عملًا آید که کارآمدی خود  مىدست  جعل مفاهیم یا نمادها یا الگوهایى از استدلال به

د نصدق یا سازگاری یک مدعا توانمدان را در توضیح چرایى  ریاضىنشان دهند. یعنى 
توانستند با توسل به مفاهیم جدیدی مثل  66 قرن دانان ضىایچنان که مثلًا ر سازند. هم

همسایگى و اصول جدیدی مثل اصل تمامیت پیوستار و ابزارهای آنالیز صوری جدیدی 
سعى ا، صدق مدعیاتى مثل قضیه مقدار میانى را تبیین کنند. بسیاری دلت-مثل اپسیلن

را روشن کنند، کسانى مثل  (تبیین ریاضیاتى درونىدقیق این نوع تبیین )اند معنای  کرده
و مارک کولیوان  (بخشى نظریه وحدت، فیلیپ کیچر )(ه علّىبنظریه شمارک اشتاینر )

 .(نظریه ربطى)
 

 نتیجه 
اساساً اثبات، چه در ریاضیات و چه غیر ریاضیات، عبارتست از استدلال موفق. یعنى 

را در معنای « اثبات»ها و علم و فلسفه نیز اگر بخواهیم  حتى در زندگى روزمره، دادگاه
است. اما « فقاستدلال مو»کار ببریم مرادمان همان  ه( و نه استعاری بliteralحقیقى )

ها و  چیست، بسته به بافتارها و نیز نگرش« توفیق»و « استدلال»این که معنای خود 
ها مختلف خواهد بود. در بافتار زندگى روزمره هر الگوی  های مختلف افراد پاسخ گرایش

طوری که  استدلالى متعارف و اعتمادپذیری اگر به نحو مؤثر و کارآمد به کارگرفته شود، به
خواهد « اثبات»گویى وادار کند، شایسته نام  را قانع یا ساکت کند یا به تناقض مخاطب
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ها و علم و فلسفه هم به همین منوال است با این تفاوت که معیارهای  بود. در دادگاه
 تر هستند.  گیرانه تر و سخت های زندگى روزمره معین اعتمادپذیری در مقایسه با استدلال

های  توان گفت که همین وضعیت درباره اثبات ى اثبات مىبا توجه به تحلیل مفهوم
های ریاضى هم صادق است. یعنى در همه  های مختلف از اثبات ریاضى و تلقى

کننده اولًا باید استدلالى ارائه دهد و ثانیاً استدلال مذکور باید موفق  ها فرد اثبات اثبات
اند: همه  ر ریاضى از یک مقولههای ریاضى و غی توان گفت که اثبات باشد. بنابراین مى

 های موفق هستند. ها استدلال آن
اما اگر مثلًا از هیلبرت، فرگه، ویتگنشتاین بپرسیم استدلال ریاضى و توفیق در 

 های مختلفى خواهیم شنید: استدلال ریاضى به چه معناست؟ پاسخ
ای از جملات صوری، و توفیق در استدلال  استدلال ریاضى یعنى زنجیره -
 ى مرتب بودن این زنجیره بر اساس قواعد صوری معین.یعن
های ریاضى به  استدلال ریاضى یعنى فرآیند گذر از یک مجموعه از اندیشه -

 اندیشه ریاضى دیگر، و توفیق در استدلال یعنى منطقى بودن این گذر.
استدلال ریاضى عبارت است از بازی تبدیل علائم معین ریاضى، و توفیق در  -

 یعنى درستى انجام این تبدیلات.  استدلال یعنى
 های براوئر، لاکاتوش و هرش هم متفاوت خواهند بود.  چنان که پاسخ هم

هایى که از این افراد بیان  های ریاضیاتى و در همه تلقى با این همه، در همه اثبات
ن پذیرند و ثانیاً ای شده، یک استدلال باید متضمن الگوهایى باشد که اولًا دقیق و وارسى

اعتمادپذیرند. اگر دو شرط اول برقرار باشند استدلال ه نحو پیشین یا پسین بالگوها 
شود؛ و اگر شرط سوم برقرار باشد « ریاضیاتى»تواند متصف به صفت  مذکور مى

شود. )دقت، وارسى پذیری « درست»تواند متصف به صفت  استدلال ریاضى مذکور مى
دانان و فیلسوفان،  های ریاضى ها و نگرش ه گرایشو اعتمادپذیری این الگوها نیز، بسته ب
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کید بر حکم ارزش با درجه ی صوری یا معرفتى یا، اقناع روانى  گذارانه های مختلفى از تأ
 یا اجماع نهادی، قابل احراز است.( 
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