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Abstract  Article Information 
In this paper, first the crystal plasticity notions developed by Taylor are combined with 

the mathematical form of Hill’s yield criterion for the anisotropic materials and a novel 

model is developed for description of mechanical response of grains in a specimen, 

based on their orientation. The advantage of the proposed model compared to other 

crystal plasticity finite element techniques is that in the conventional crystal plasticity 

codes, the deformation taken to be consisted of slip on all slip systems which is not 

valid assumption, yet here, the deformation taken to be consisted of slip on 5 slip 

systems. Using the proposed model which is called combined Hill-Taylor model, 

compression test of specimens with different number of grains are simulated and the 

state of strain in each grain and the condition for elimination of size effect in the final 

geometry of specimen is studied. The results suggest that the state of strain in each 

grain is individual and depends on the orientation of that gain which changes abruptly 

by passing through the grain boundaries. It is also observed that as the number of grains 

increases, the final geometry approaches to the expected ideal geometry. This trend is 

studied in statistical point of view and it became clear that as the number of grains 

increases the average of the state of strain approaches the ideal condition while the 

scatter in the state of strain in grains continue to maintain. 
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 مقدمه -1
امروزه نیاز رو به رشدی در بسیاری از صنایع جهت تولید 

 1990قطعاتی با ابعاد هرچه ریزتر وجود دارد. تا پیش از سال 

های غالب برای تولید این قطعات استفاده از روش

هایی مانند برش لیزر بود که نیازمند صرف هزینه و تکنیک

که  زمان زیادی بودند، اما در این سال این ایده مطرح شد

دهی فلزات های شکلمنظور کاهش هزینه و زمان، از روشبه

ی ی آن زمینهبرای تولید این قطعات استفاده شود که در نتیجه

؛ [1ایجاد شد ]  1دهی مطالعاتی جدیدی تحت عنوان ریز شکل

های کارگیری روشهای اساسی در بهاما از همان ابتدا، چالش

مایان شد. برای مثال ن 2دهی برای تولید ریز قطعاتشکل

مشاهده شد که با کاهش ابعاد نمونه تا جایی که ابعاد نمونه و 

ی آن قابل قیاس باشند، پراکندگی در رفتار های سازندهدانه

ی یکسان های مختلف ساخته شده از یک مادهمکانیکی نمونه

مون های آزی نهایی نمونه[ و یا هندسه3 - 2یابد ]افزایش می

ی [. به مجموعه5 - 4گیرند ]امنظمی به خود میفشار شکل ن

چنین تغییراتی در رفتار ماده که در اثر نزدیک شدن ابعاد نمونه 

گفته  3شود، اثر اندازهی آن ایجاد میهای سازندهو ابعاد دانه

 [.6شود ]می

هایی است که تغییر شکل برای بررسی اثر اندازه نیاز به مدل

های یکی از مدل بررسی قرار دهند.تر مورد نمونه را بنیادی

کریستال ی پلیها در یک مادهموفق در توضیح تغییر شکل دانه

توسط تیلور ارائه شده است. بر اساس این مدل، برای حفظ 

ها در ضمن تغییر شکل، هر سازگاری هندسی و پیوستگی دانه

بیند و در هر دانه ترکیبی از دانه مشابه کل ماده تغییر شکل می

شوند که مجموعاً به کمترین مقدار سیستم لغزش فعال می 5

مطلق کرنش برشی برای ایجاد تغییر شکل مشخص شده نیاز 

سیستم لغزش مجزا  fcc ،12داشته باشند. در یک فلز با ساختار 

گیری مشخص، وجود دارد و در نتیجه برای هر دانه با جهت

است که سیستم لغزش قابل انتخاب  12تایی از  5ترکیب  792

بایست مورد بررسی قرار گیرند تا مشخص شود کدام می

ترکیب با کمترین مجموع مقدار کرنش برشی بر روی 

کند. صفحات لغزش، تغییر شکل اعمال شده را ایجاد می

توان فیزیکی می-هرچند با در نظرگیری برخی شرایط ریاضی

به هایی که لازم است مورد بررسی قرار گیرند را تعداد انتخاب

 [.9-7کاهش داد ] 96

کارگیری تئوری تیلور در فرآیندهایی که با وجود اینکه به

مسیر کرنش در تمام نقاط ماده یکسان است، ساده است اما 

های المان محدود برای بررسی کارگیری این تئوری در مدلبه

ی اثر اندازه در تر و یا مطالعهاثر اندازه در فرآیندهای پیچیده

ی خود را دارد. از های ویژهیی نمونه پیچیدگیی نهاهندسه

هایی از نتایج شود با شیوهها تلاش میاین رو در عمده پژوهش

اند از: ها عبارتتئوری تیلور استفاده شود، برخی از این روش

ها برای بیان استحکام کلی ی قانون مخلوطهای بر پایهمدل

-10ای عمقی ]ههای سطحی و دانهماده برحسب استحکام دانه

های آماری بر اساس بررسی توزیع فاکتور تیلور [، مدل13

[ 15 - 14دار ]گیری تصادفی و بافتبرای ساختارهای با جهت

که در ادامه  4ی کریستالهای المان محدود پلاستیسیتهو مدل

 ها بیشتر توضیح داده خواهد شد.در ارتباط با این مدل

ی کریستال، ابتدا پلاستیستههای رایج المان محدود در مدل

شوند و سپس های الاستیک محاسبه میها از روی کرنشتنش

های لغزش با های تنش برشی بر روی هریک از سیستممؤلفه

ی نرخ آید. برای محاسبهبه دست می 5استفاده از قانون تبدیل

شود که های لغزش، چنین فرض میکرنش بر روی سیستم

ر هر نقطه فعال هستند و نرخ کرنش های لغزش دتمام سیستم

های لغزش متناسب با تنش برشی تجزیه برشی در این سیستم

[. در عمل این 16کند ]شده در آن راستا و صفحه تغییر می

خوبی ( این قاعده به1شرایط بسیار از حقیقت دور است، زیرا 

توسط اشمید نشان داده شده است که صفحات لغزش زمانی 

 ها به مقدار بحرانیه تنش برشی بر روی آنشوند کفعال می

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆  برسد در نتیجه فعال در نظر گرفتن تمامی صفحات

فرض همراه با خطا است، هرچند این صورت پیشلغزش به
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ها با ارائه روابط مناسب تا حدودی شکاف در برخی پژوهش

ها تضمینی ( در این روش2[، 17پوشش داده شده است ]

ای بیشتر ه یک صفحه لغزش تحت تنش برشیوجود ندارد ک

بیشتر از مقاومت ماده به آن،  قرار نگیرد، اعمال تنش 𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆از 

خوبی توسط تیلور ( این امر به3معناست و به لحاظ فیزیکی بی

نظر انرژی، لغزش بر روی نشان داده شده است که از نقطه

یشتری است سیستم لغزش، نیازمند انرژی ب 5ترکیبی بیشتر از 

)در موارد نادری انرژی برای هر دو حالت یکسان خواهد 

بود(، در نتیجه ماده مسیری را برای تغییر شکل انتخاب خواهد 

کرد که کمترین انرژی را لازم داشته باشد یعنی لغزش بر روی 

 12تمام  سیستم لغزش و نه برای مثال فعالیت 5ترکیبی از 

 .fccسیستم لغزش در ساختار 

ین پژوهش مفاهیم ارائه شده توسط تیلور و معیار تسلیم در ا

هیل برای مواد ناهمسانگرد ترکیب شد تا ابتدا به مدل نوینی 

کریستال ی پلیها در یک مادهبرای توصیف سطح تسلیم دانه

، اثر اندازه سازیکارگیری آن در شبیهدست یافت و سپس با به

ی متفاوت را زه دانههایی با اندادر آزمون فشار برای نمونه

مورد بررسی قرار داد. رویکرد مورد استفاده در این پژوهش 

ی های پلاستیسیتهسازیی جدیدی در مدلی خود شیوهنوبهبه

کریستال است و مزیت این روش در قیاس با سایر کدهای 

ی کریستال در آن است که مفهوم تغییر شکل با پلاستیسته

یستم لغزش با مینیمم انرژی لازم س 5لغزش بر روی ترکیبی از 

)از طریق تعیین ضرایب معیار تسلیم هیل با استفاده از فاکتور 

شود. در تیلور برای حالات مختلف تسلیم( در نظر گرفته می

این مقاله همچنین به کمک نتایج حاصل از این پژوهش، اثر 

ی نهایی نمونه و شرایط لازم برای اندازه در هندسه

عددی -صورت تحلیلیی نهایی نمونه بهندسهتکرارپذیری ه

ی پژوهشی به گیرد که تاکنون در سابقهمورد بررسی قرار می

 آن پرداخته نشده است.

 

 تحقیق مواد و روش -2

 ارائه مدل -2-1

 [.7است ] 1ی بیان ریاضی مدل تیلور به شکل رابطه

(1) 𝑀 =
𝜎

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆

=
∑ 𝑑𝛾𝑖|𝑚𝑖𝑛

5
𝑖=1

𝑑𝜀̅
 

تنش مؤثر تسلیم دانه،  𝜎فاکتور تیلور،  Mکه در این رابطه 

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆 ،تنش بحرانی شروع لغزش بر روی صفحات لغزش 𝑑𝜀̅ 

دیفرانسیل کرنش برشی بر روی  𝑑𝛾𝑖دیفرانسیل کرنش مؤثر و 

توان نشان داد ام است. به کمک مدل تیلور میiسیستم لغزش 

کریستال ی پلیمادهکریستال در یک رفتار مکانیکی یک 

یک کریستال در یک  ناهمسانگرد است، برای مثال اگر

 XYZکریستال نسبت به دستگاه مختصات بیرونی و دلخواه پلی

,𝜑1) گیریدارای جهت Φ, 𝜑1) = (54∘, 71.4∘, 186.7∘) 

تحت تنش قرار گیرد  Xکریستال در جهت باشد و پلی

 صورتکه حالت کرنش در کریستال مدنظر بهطوریبه

[𝜀]𝑋𝑌𝑍 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[1, −0.5, باشد، فاکتور تیلور )که با  [0.5−

 1373/3شود( برابر با نامیده می 𝑀𝑋𝑋رنش توجه به حالت ک

توان گفت می 1ی خواهد بود و در نتیجه با استفاده از رابطه

𝜎𝑍 کریستال برابرتنش مؤثر لازم برای تغییر شکل آن 
𝑌 =

3.1373𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆 است. حال اگر نمونه در جهت Z  تحت تنش

𝑋𝑌𝑍[𝜀]صورت که حالت کرنش بهطوریقرار گیرد به =

𝑑𝑖𝑎𝑔[−0.5, تیلور )که با  شود، در نتیجه فاکتور [0.5,1−

برای همان  شود(نامیده می 𝑀𝑍𝑍توجه به حالت کرنش 

خواهد بود و در نتیجه تنش مؤثر لازم  5442/2کریستال برابر 

𝜎𝑍 کریستال برابرشکل آن  برای تغییر
𝑌 = 2.5442𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆 

کریستال خوبی تفاوت خواص مکانیکی یک است. این مثال به

کریستال در جهات مختلف را نشان ی پلیدر یک ماده

دهد. روابط حاکم بر تسلیم و تغییر شکل پلاستیک یک می

 توان با استفاده از معیار تسلیم هیلی ناهمسانگرد را میماده

 2ی [. شکل ریاضی این معیار، در رابطه19و  18فرموله کرد ]

 آورده شده است.
 

(2) 
𝐹(𝜎𝑌𝑌 − 𝜎𝑍𝑍)2 + 𝐺(𝜎𝑍𝑍 − 𝜎𝑋𝑋)2

+ 𝐻(𝜎𝑋𝑋 − 𝜎𝑌𝑌)2 + 2𝐿𝜎𝑌𝑍
2

+ 2𝑀𝜎𝑍𝑋
2 + 2𝑁𝜎𝑋𝑌

2 = 1 
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توان به شکل را می N، ... و F ،Gکه در این معیار، ضرایب 

های تسلیم ماده در راستا ، به تنش3ی نشان داده شده در رابطه

X ،Y  وZ  و تنش تسلیم برشی ماده در صفحاتXY ،XZ  وYZ 

به معنی تنش تسلیم  Yدر این روابط، بالانویس  ؛ کهمرتبط کرد

ی صفحه و جهت مورد بررسی دهندهها نشاناست و زیرنویس

 هستند.
 

(3) 

𝐹 =
1

(𝜎𝑌𝑌
𝑌 )2

+
1

(𝜎𝑍𝑍
𝑌 )2

−
1

(𝜎𝑋𝑋
𝑌 )2

 

𝐺 =
1

(𝜎𝑋𝑋
𝑌 )2

+
1

(𝜎𝑍𝑍
𝑌 )2

−
1

(𝜎𝑌𝑌
𝑌 )2

 

𝐻 =
1

(𝜎𝑋𝑋
𝑌 )2

+
1

(𝜎𝑌𝑌
𝑌 )2

−
1

(𝜎𝑍𝑍
𝑌 )2

 

𝐿 =
1

(𝜎𝑌𝑍
𝑌 )2

 

𝑀 =
1

(𝜎𝑍𝑋
𝑌 )2

 

𝑁 =
1

(𝜎𝑋𝑌
𝑌 )2

 

 

توان تنش تسلیم هر دانه در جهات با استفاده از مدل تیلور، می

خت، و صفحات مختلف را به فاکتور تیلور آن دانه مرتبط سا

را به شکل  3ی توان رابطهمی 1ی بنابراین با استفاده از رابطه

گیری هر نوشت. در نتیجه با مشخص بودن جهت 4ی رابطه

شود، تأیید ، رفتار تغییر شکل آن دانه مشخص می𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆دانه و 

[ مشاهده کرد. 20توان در ]آزمایشگاهی مدل ارائه شده را می

های مجاور، هر دانه توسط دانه به دلیل وارد شدن تنش به

کند بسیار پیچیده است و حالت تنشی که هر دانه تجربه می

صورت تحلیلی وجود ندارد، بنابراین برای امکان حل آن به

کریستال بایستی از ها در یک پلیبررسی رفتار تغییر شکل دانه

 های عددی مانند المان محدود استفاده کرد.روش
 

(4) 

𝐹 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2 (

1

𝑀𝑌𝑌
2 +

1

𝑀𝑍𝑍
2 −

1

𝑀𝑋𝑋
2 ) 

𝐺 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2 (

1

𝑀𝑍𝑍
2 +

1

𝑀𝑋𝑋
2 −

1

𝑀𝑌𝑌
2 ) 

𝐻 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2 (

1

𝑀𝑋𝑋
2 +

1

𝑀𝑌𝑌
2 −

1

𝑀𝑍𝑍
2 ) 

𝐿 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2

1

2𝑀𝑌𝑍
2  

𝑀 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2

1

2𝑀𝑍𝑋
2  

𝑁 =
1

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆
2

1

2𝑀𝑌𝑋
2  

 سازیشبیه -2-2

ای با قطر واحد در برای این منظور، ابتدا یک مقطع دایره

طراحی شده و با استفاده از  MATLAB R2018bافزار نرم

افزار ی نهایی در نرمبندی شد. نقشه سلول 6الگوریتم ورونویی

ABAQUS/CAE 6.11  وارد شده و با تصویر کردن آن بر

ی مینیاتوری به قطر واحد، از آن روی سطح مقطع یک میله

ی مینیاتوری به منشورهایی با سطح میله 7بندیبرای تقسیم

 مقطع ایجاد شده توسط الگوریتم ورونویی استفاده شد.

 

 
ی سازی شده برای الف( نمونههای شبیه(: سطح مقطع نمونه1شکل )

ی متشکل از دانه، پ( نمونه 50ی متشکل از دانه، ب( نمونه 5از متشکل 

 دانه 200ی متشکل از دانه و ت( نمونه 100
 

دانه  200و  100، 50، 5هایی متشکل از به این ترتیب نمونه

های ایجاد شده در بندیایجاد شدند. سپس به هر یک از تقسیم

ضرایب گیری تصادفی نسبت داده شده و نمونه یک جهت

معیار تسلیم هیل برای هرکدام، با استفاده از توضیحات ارائه 

بندی شده محاسبه شد. این تغییر رفتار مکانیکی از یک قسمت

گیری بندی دیگر، متناظر با تعریف یک دانه با جهتبه قسمت
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2، شماره 1400 تابستانمواد،  مهندسی در نوین فرآیندهای  

های ایجاد شده بندیمجزا در ماده است و مرزهای بین قسمت

ر نظر گرفت، هرچند در این صورت مرز دانه دتوان بهرا می

ای در نظر گرفته نشده ها رفتار مکانیکیپژوهش برای مرز دانه

ها در ضمن تغییر نظر حفظ پیوستگی دانهاست و تنها از نقطه

 کنند.آفرینی میشکل، نقش

 صورت:ضریب به 6برای تعریف معیار تسلیم هیل باید 
 

(5) 𝑅11 =
𝜎11

𝜎𝑌
, 𝑅22 =

𝜎22

𝜎𝑌
, … , 𝑅23 =

𝜏23

𝜏𝑌
 

 

تنشی تسلیم ماده  𝜎𝑖𝑗برای هر ناحیه تعریف شوند. در این رابطه 

تحت تنش  jدر جهت  i هنگامی که در صفحه با بردار نرمال

که کاربر  معادل با تنش مؤثر تسلیم ماده 𝜎𝑌قرار بگیرد، است، 

𝜏𝑌 کند وافزار وارد میعنوان خواص ماده در نرم به =

𝜎𝑌 به مباحث صورت گرفته در بخش است. با توجه  ⁄3√

𝑖 کهی مدل، هنگامیارائه = 𝑗 توان نوشت: باشد می𝜎𝑖𝑗 =

𝑀𝑖𝑗𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆که، از طرفی هنگامی 𝑖 ≠ 𝑗 :باشد خواهیم داشت 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 √3 = (𝑀𝑖𝑗 √3⁄ )𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆⁄ حال با مقایسه این .

توان مدل ارائه ، می5ی روابط و ضرایب معرفی شده در رابطه

و  𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆به ترتیب با  𝑅𝑖𝑗و  𝜎𝑌با متناظر در نظر گرفتن  شده را

𝑀𝑖𝑗سازی کرد و بدین ترتیب مدل ارائه شده در این ، مشابه

 سازی خواهد بود.خوبی قابل پیادهپژوهش، به

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆 نمودار − 𝛾  که نمایانگر وابستگی تنش بحرانی لازم(

های لغزش به مجموع کرنش برشی برای لغزش بر روی سیستم

توان با استفاده از های لغزش است( را میبر روی سیستم

فاکتور تیلور میانگین برای ساختار کریستالی مورد نظر، با 

کرنش آزمون کشش و یا فشار نمونه -های تنشاستفاده از داده

 fccطور مثال برای یک ماده با ساختار آورد. به به دست

است، در نتیجه با در نظر  067/3فاکتور تیلور میانگین برابر با 

تقسیم شوند و  067/3، اگر مقادیر تنش بر 1ی گرفتن رابطه

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆ضرب شوند، نمودار 067/3مقادیر کرنش در  − 𝛾  به

 آید.دست می
 

 مواد -2-3

در این پژوهش با در نظر گرفت خواص مکانیکی مس شدیداً  

𝜏𝐶𝑅𝑆𝑆 تغییر شکل یافته رابطه = 104𝑀𝑃𝑎  بدون وابستگی به

عنوان خواص کرنش )در نتیجه اشباع ماده از کار سرد( به

افزار وارد شد، همچنین در محاسبات مکانیکی ماده در نرم

ار کریستالی ماده از فاکتور تیلور، با در نظر گرفتن اینکه ساخت

است، در محاسبات فرض شد که لغزش بر روی  fccنوع 

 گیرد.صورت می 〈11̅0〉[111] هایی از نوعسیستم

های از ها با المانهای ایجاد شده در نمونهتمامی قسمت بندی

مش زده شدند و هر  5برابر با  7با اندازه عمومی M10D3Cنوع 

کاهش ضخامت  %50نمونه با استفاده از دو سندان صلب تا 

تحت فشار قرار گرفت. مختصات اولیه، مختصات نهایی، 

کرنش نهایی عرضی و کرنش نهایی محوری برای تمامی نقاط 

استخراج  ABAQUSافزار ای پس از تغییر شکل، از نرمگره

 وارد شدند. MATLABافزار نرمشده و برای تحلیل بیشتر در 

 

 نتایج و بحث -3
های مورد بررسی آورده شده ، سطح مقطع نمونه1در شکل 

سازی شود، ریزساختار شبیهطور که مشاهده میاست. همان

نظر اندازه دانه، کاملاً همگن و شده در هر نمونه، از نقطه

ر است. ی برابمحور با اندازه دانههای همعموماً متشکل از دانه

 گیریی رنگی زوایای، اویلری نشانگر جهت، نقشه2در شکل 

های مورد بررسی، آورده شده است. در شکل ها در نمونهدانه

 ]111[و  ]100[ها با قطبیت محورهای نمونه 8ی قطبی، نقشه3

توان نتیجه می 3و  2های آورده شده است. با بررسی شکل

و ساختار تماماً  9از بافت گرفت که ریزساختار هر نمونه، عاری

ها پس از تغییر نهایی نمونه ، هندسه4تصادفی است. در شکل 

شود با طور که مشاهده میشکل آورده شده است. همان

آلی که در ی ایدهی نهایی به هندسهافزایش تعداد دانه، هندسه

شود که این امر تر میرود نزدیکضمن آزمون فشار انتظار می

شود، اما [ نیز دیده می21و  5 - 4های ]پژوهشخوبی در به

ی نهایی تماماً شود همچنان در نهایت هندسهمشاهده می

 شود.آل نمیایده
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ها گیری دانهی جهتدهندهی رنگی زوایای اویلری نشاننقشه (:2شکل )

ی و پ( نمونه 100ی متشکل از ، ب( نمونه50ی متشکل از در الف( نمونه

 دانه 200متشکل از 

 

برای بررسی شکل نهایی هر نمونه، ابتدا به بررسی کمی شکل 

، نسبت 5نهایی هر دانه پرداخته شد. برای این کار مطابق شکل 

( تجربه شده 𝜀𝑍𝑍( به کرنش محوری )𝜀𝑌𝑌کرنش عرضی )

انتخاب شده  ′𝛼توسط هر دانه که در اینجا برای این نسبت نام

طور که داده شده است. همانهای مختلف نشان برای نمونه

ها شود، حالت نهایی کرنش با عبور از مرز دانهمشاهده می

کند که این امر در تطابق کامل با صورت ناگهانی تغییر میبه

 [ است.22نتایج به دست آمده در ]

کند، از طرفی برای یک ماده که از معیار تسلیم هیل پیروی می

( به نمو کرنش در 𝑑𝜀𝑌𝑌نسبت نمو کرنش در راستای عرضی )

گذاری شده است را نام 𝛼راستای محوری که در اینجا 

 محاسبه کرد. 6ی توان به شکل رابطهمی
 

 
، 50ی متشکل از الف( ها در نمونهگیری دانهی قطبی جهتنقشه (:3شکل )

 [111]و  [100] دانه با قطبیت محورهای 200و پ(  100ب( 

 

 100، پ( 50، ب( 5های متشکل از الف( ی نهایی نمونههندسه (:4شکل )

 کاهش ارتفاع در ضمن آزمون فشار %50دانه پس از  200و ت( 
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2، شماره 1400 تابستانمواد،  مهندسی در نوین فرآیندهای  

 
( پس 𝜀𝑋𝑋( به کرنش طولی )𝜀𝑌𝑌(: مقدار نسبت کرنش عرضی )5شکل )

 200دانه و پ(  100دانه، ب(  50های متشکل از الف( از تغییر شکل نمونه

 کاهش ارتفاع در آزمون فشار %50دانه پس از 

 

( به دیفرانسیل 𝑑𝜀𝑌𝑌(: مقدار نسبت دیفرانسیل کرنش عرضی )6شکل )

و پ(  100، ب( 50های متشکل از الف( ( برای نمونه𝑑𝜀𝑋𝑋کرنش طولی )

 دانه 200

 

(6) 𝛼 =
𝑑𝜀𝑌𝑌

𝑑𝜀𝑋𝑋

=
𝐹(𝜎𝑌𝑌 − 𝜎𝑍𝑍) + 𝐻(𝜎𝑌𝑌 − 𝜎𝑋𝑋)

𝐺(𝜎𝑍𝑍 − 𝜎𝑋𝑋) + 𝐹(𝜎𝑍𝑍 − 𝜎𝑌𝑌)
 

 

 

ها ( که توسط ابزار به دانه𝜎𝑍𝑍که تنش محوری )در صورتی

ها به یکدیگر وارد های عرضی که دانهشود، از تنشوارد می

,𝜎𝑍𝑍⨆𝜎𝑋𝑋 کنند بسیار بیشتر باشد، یا به عبارت دیگر:می 𝜎𝑌𝑌 ،

 نوشت. 7ی را به شکل رابطه 6ی توان رابطهگاه میآن
 

(7) 𝛼 =
𝑑𝜀𝑌𝑌

𝑑𝜀𝑋𝑋

=
−𝐹

𝐹 + 𝐺
 

 

را به  7ی توان رابطه، برای هر دانه می4ی که بر اساس رابطه

 نوشت. 8ی شکل رابطه
 

(8) 𝛼 =
1

2
{1 + (

𝑀𝑍𝑍

𝑀𝑌𝑌

)
2

− (
𝑀𝑍𝑍

𝑀𝑋𝑋

)
2

} 

 

های وابسته به کمیت 𝑀𝑋𝑋و  𝑀𝑍𝑍 ،𝑀𝑌𝑌که مقادیر 

گیری هر گیری هر دانه هستند و تنها با استفاده از جهتجهت

برای  𝛼، مقدار 6ها را محاسبه کرد. در شکل توان آندانه می

 های مختلف نشان داده شده است.هر دانه در نمونه

 11نواو یک 10از طرفی، در صورتی که یک فرآیند متناسب

 قرار است.بر 9ی گاه رابطهباشد، آن
 

(9) 𝛼 =
𝑑𝜀𝑌𝑌

𝑑𝜀𝑍𝑍

=
𝜀𝑌𝑌

𝜀𝑍𝑍

 

 

و  𝛼شود که مقادیر ، مشاهده می6و  5های ی شکلبا مقایسه

𝛼′ ها، با تقریب خوبی با ها در همگی نمونهبرای تمامی دانه

یکدیگر برابرند. این نتیجه به آن معنا است که تغییر شکل 

توان بنابراین می؛ نوا استها در یک نمونه، متناسب و یکدانه

حالت کرنش در هر نمونه را پیش از تغییر شکل، با دانستن 

توان در تعیین می گیری آن تعیین کرد. از این نتیجهجهت

ی نهایی نمونه پس از شرایط لازم برای یکنواخت شدن هندسه

تغییر شکل استفاده کرد. شرط لازم برای یکنواخت بودن 

 بیان کرد. 10ی صورت رابطهتوان بهی نهایی را میهندسه
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(10) �̃� =
1

𝑅
∫ 𝛼′𝑑𝑟 =

1

𝑅
∫ 𝛼𝑑𝑟 = −0.5

𝑅

0

𝑅

0

 

 

آن است که برای یکنواخت  10ی که تفسیر فیزیکی رابطه

ی نهایی در هر مسیر شعاعی در سطح مقطع بودن هندسه

باشد. از  -5/0باید برابر با  ′𝛼، میانگین Rای به شعاع نمونه

 𝛼را با  ′𝛼توانطرفی، با توجه به نتایج به دست آمده می

تنها  𝛼 جایگزین کرد. مزیت این کار آن است که مقدار

گیری هر دانه دارد و پیش از انجام آزمون وابستگی به جهت

 1000برای  𝛼، توزیع مقدار7فشار نیز مشخص است. در شکل 

طور که مشاهده گیری تصادفی آورده شده است. همانجهت

شود، این کمیت توزیعی بسیار نزدیک به توزیع نرمال دارد. می

ها آورده تعداد دانه برحسب 𝛼، میانگین پارامتر 8در شکل 

شود، مقدار میانگین حول طور که مشاهده میشده است. همان

، انحراف از 9کند. همچنین در شکل نوسان می -5/0مقدار 

ب تعداد دانه نشان داده شده است. برحس 𝛼معیار پارامتر 

ها، انحراف از طور که مشخص است با افزایش تعداد دانههمان

کند. در نتیجه به نوسان می 2/0مقدار  معیار صفر نشده و حول

توان چنین استنباط کرد که یکنواختی در لحاظ آماری می

شود که با افزایش تعداد ی نهایی زمانی حاصل میهندسه

گیری و هایی با جهتها در یک سطح مقطع مشخص، دانهدانه

آمیخته شوند که اگر قدری درهمبه 𝛼در نتیجه مقادیر مختلف

میانگین گرفته شود، مقدار این  𝛼سیر شعاعی از در هر م

، نشان داده 10شود. این مسئله در شکل  -5/0میانگین برابر با 

( برای مسیرهای �̃�) 𝛼شده است. در این شکل مقدار میانگین 

طور که های مختلف محاسبه شده است. همانشعاعی در زاویه

تفاوت  شود با افزایش تعداد دانه در سطح مقطع،دیده می

کاهش  -5/0در مسیرهای شعاعی مختلف نسبت به  �̃�مقدار 

است  4یابد. این امر در تطابق با نتایج ارائه شده در شکل می

ی ها هندسهکه در آن مشخص است که با افزایش تعداد دانه

 تر شده است.آل نزدیکی ایدهنهایی به هندسه

زساختاری، های ریدر انتها لازم به ذکر است علاوه بر جنبه

های فرآیندی نیز با ریز شدن نمونه در حدود برخی از جنبه

دهی ماده در ضمن ابعاد دانه، بر روی نیروی لازم برای شکل

کنند. برای مثال: پستی سزایی پیدا میه دهی اهمیت بریز شکل

های سطحی با اثرگذاری بر روی سطح تماس واقعی و بلندی

دام انداختن روانکار بر روی  بین ابزار و نمونه و همچنین به

دهی اثر ضریب اصطکاک و در نتیجه نیروی لازم برای شکل

[. چنین اثراتی در این پژوهش مورد 23خواهند گذاشت ]

رود در شرایط عملی با بررسی قرار نگرفتند، اما انتظار می

های سطحی و تشدید ی پستی و بلندیافزایش اندازه

جاد شده در سطح تماس اصطکاک، به دلیل تنش برشی ای

ابزار/قالب، حالت کرنش ماده در نواحی سطحی نمونه از نتایج 

طور که در به دست آمده انحراف پیدا کند. از طرفی همان

های های سطحی به دانهمقدمه نیز توضیح داده شد، نسبت دانه

دهی حجمی بر روی استحکام ماده در ضمن ریز شکل

مسئله در این پژوهش اهمیت  تأثیرگذار خواهد بود، اما این

های سطحی به حجمی چندانی نخواهد داشت، زیرا نسبت دانه

دانه اندک است و در  200و  100، 50های متشکل از در نمونه

نتیجه تمهیدات خاصی برای در نظرگیری تفاوت استحکام 

 های سطحی و حجمی مورد بررسی قرار نگرفت.مکانیکی دانه
  

 
 گیری تصادفیجهت 1000برای  𝛼(: توزیع مقدار 7شکل )
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 برحسب تعداد دانه 𝛼(: مقدار متوسط پارامتر 8شکل )

 

 
 برحسب تعداد دانه 𝛼(: انحراف از میانگین پارامتر 9شکل )

 

 
در مسیرهای شعاعی مختلف 𝛼 (�̃� )(: مقدار میانگین پارامتر 10شکل )

و پ(  100ی متشکل از نمونه، ب( 50ی الف( متشکل از برای نمونه

 دانه 200ی متشکل از نمونه
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 گیرینتیجه -4
ها در این مقاله ابتدا یک مدل برای توصیف سطح تسلیم دانه

کارگیری این مدل در کریستال ارائه شد. بهی پلیدر یک ماده

های مختلف سازی آزمون فشار برای مواد با تعداد دانهشبیه

نوا ها در یک ماده متناسب و یکدانهنشان داد که تغییر شکل 

است و حالت کرنش هر دانه در ضمن آزمون فشار با مشخص 

تعیین است. با استفاده از این نتیجه و گیری آن قابلبودن جهت

های مختلف با های آماری مواد با تعداد دانهبررسی

های تصادفی، مشخص شد که یکنواخت شدن گیریجهت

اثر اندازه امری مرکب از هندسه و ی نهایی و حذف هندسه

ی آمار است. به این معنا که برای یکنواخت شدن هندسه

قدری زیاد ها در سطح مقطع بهنهایی، لازم است تعداد دانه

که منجر به کرنش  گیری متفاوتهایی با جهتشوند که دانه

که میانگین طوریآمیخته شده بهگردد، درهمنهایی متفاوت می

( -5/0ر مسیر شعاعی مقداری یکسان )برابر با کرنش در ه

 .باشد
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