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شود. نیروهاي وارد بر سازي میبرنولی شبیه- در تحقیق حاضر محور دوار با استفاده از مدل تیر اویلر

Slenderهاي باریک (ارتعاشات آن از سمت جریان داخلی، با استفاده از تئوري بدنهتیر تحت اثر 
body theoremياز تئور لیمح یربه غ یمحل يانتقال معادلات از فضا يشود. براسازي می) شبیه 

استفاده شده است. سپس با ترکیب معادلات حاکم بر محور دوار با نیروهاي داخلی وارد شده از  ینگنار

شود. سپس با استفاده از ي همگیر سیستم استخراج میسازي شدهف جریان، معادلات خطیطر

هاي دورانی هاي طبیعی ارتعاشات محور و پایداري آن در سرعتهاي تحلیل بردار ویژه، فرکانسروش

ه شود. همچنین اثر پارامترهایی چون سرعت دورانی، نسبت جرمی جریان داخلی بمختلف مطالعه می

بر مرز پایداري بررسی خواهد شد. محور، ضریب لاغري محور  جرم
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In this thesis, using the Euler-Bernoulli beam model and Eringen nonlocal
elasticity theory, also taking into account the effects of Coriolis acceleration,
the equations of the vibration of the rotating nanotubes are governed.
Moreover the forces imposing on the rotating nanotubes under the influence
of vibrations from the internal flow side using the theory of slender body
theorem is simulated and calculated. By combining the governing equations
on the axial axis of nanotube, the equations of internal forces from the
internal flow of the system are extracted. Then, using eigenvalue analysis
methods, the natural frequencies of the vibration is governed and its
stability at Different rotation speeds and axiality are studied. Also, the effects
of parameters such as rotational speed, axial flow velocity, mass ratio of
internal flow to mass axis, slip coefficient, and ... on the study boundary of
stability will be investigated.
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مقدمه -1

دلیلبه،]1[1991سالدرکربنیهايبعد از کشف نانولوله

الکتریکی و حرارتی، بسیار مورد توجه مکانیکی،ویژهخواص

محققان و پژوهشگران قرار گرفت. در حال حاضر با گذشت 

ها، نانوتیوبهاي کربنیتک CNTتقریبا دو دهه از زمان کشف 

) MWCNT) و نانوتیوبهاي کربنیچند لایه (SWCNTلایه (

در قطعات و سیستمهاي با مقیاس نانو نقش مهمی ایفا میکنند 

فی به دلیل کاربرد گسترده این ساختار، علاقه ]. از طر2-5[

درکربنیهاينانولولهرفتاربینیپژوهشگران به شناخت و پیش

سالهايدرلذا. استشدهجلبگوناگونکاربردهايوشرایط

گرفتهصورتحوزهایندرمحققینتوسطزیاديمطالعاتاخیر

ربنی کساختارهاينانورفتارشناختبرايمختلفیروشهايو

]. انجام آزمایشات تجربی در مقیاس نانو 9- 6ارایه شده است[

علاوه بر دشواري زیاد، هزینه گزافی به دنبال دارد. این موضوع 

دانشمندان را به روشهاي محاسباتی براي تحلیل رفتار نانو 

]. تئوري الاستیسیته غیر 10ساختارها متمایل ساخته است[

] ارائه شده است. این 11ط ارینگن [توس1972محلی در سال 

تئوري یک مدل اصلاحی از تئوري کلاسیک الاستیسیته است 

که اثرات اندازه نیروهاي تاثیرگذار در ابعاد نانو لحاظ شده است.

یکی از روشهاي آنالیز دینامیکی نانو ساختارها، روش شبیه 

محاسنرغم) است. این روش علیMDسازي دینامیک مولکولی(

وار بوده و خصوصا در مدلهاي مقیاس بزرگ، دشبسیار،زیاد

]. روش دیگري 9نیازمند سیستمهاي پردازش بسیار قوي است[

که در تحلیل مسایل مربوط به نانو ساختارها مورد استفاده قرار 

میگیرد، روش مکانیک پیوسته است. در این روش با در نظر 

ط کلاسیک گرفتن نانو لوله بصورت یک مدل پیوسته، از رواب

مکانیک محیطهاي پیوسته در تحلیل نانو ساختارها استفاده 

]. یکی دیگر از روشهاي موجود در تحلیل 13- 12-8میشود [

مسایل در مقیاس نانو، روش مکانیک مولکولی است. این روش 

بستري را ایجاد نمود تا دانشمندان بتوانند از انواع روشهاي 

ارها استفاده نانوساختهبمربوطمسایلحلدرايتحلیل سازه

]. یکی از پرکاربردترین روشها در آنالیزهاي 16-14کنند[

باپژوهشگرانروایناز. استمحدودالمانروشاي،سازه

محدود،المانافزارهاينرمدرنانوساختارهاانواعمدلسازي

قبولیقابلنتایجودادندانجامآنهارويبرمتنوعیآنالیزهاي

].19-17ت آوردند[بدسروشهاسایربهنسبت

نقشسیگنالپردازشسیستمهايدرتشدیدگربعنوانهانانولوله

آنهاتشدیدفرکانستشدیدگرهااندازهکاهش]. 20[دارندکلیدي

آنهادرانرژيمصرفکاهشباعثطرفیازودادهافزایشرا

قراراستفادهموردحسگربعنوانکههایینانولولهدر]. 7[شودمی

افزایش فرکانس رزونانس، حساسیت سیستم را افزایش میگیرند،

بودنبالاترسیم،]. در سیستمهاي انتقال بی21خواهد داد[

فیلترهاساختتواناییتشدیدگرها،رزونانسفرکانس

)Filters(ها) و ترکیب کنندهMixersسنجهاي) و ارتعاش

)Oscillators 7را میسر خواهد ساخت [) فرکانس بالا .[

پیشرفت در ساخت سیستمهاي نانوالکترومکانیکال فرکانس بالا، 

گوناگون ازهايمنجر به کاربردهاي جدیدي در زمینه

و 22ها [charge detectorsها،mechanical massقبیل

]، تجهیزات مقیا مقیاس نانو با قابلیت پردازش سیگنال 23

تصویر برداري بیولوژیکی خواهد ] و همچنین24فرکانس بالا [

].25شد [

کربنیهايدر سالهاي اخیر محققین بر روي کاربرد نانولوله

. انددادهانجاممطالعاتی] 27[تشدیدگرو] 26[نوسانگربعنوان

راآنهاکربنی،هاينانولولهویژهاتمیساختارومتمایزخواص

تجهیزاتانواعساختدرمناسبهايگزینهازیکیبعنوان

در Cummingsو Zhao]. 22و 21ازد [سمیمطرحنانومقیاس

) در نقش DWCNT(کربنیدولایههايرفتار نانولوله2006سال 

نوسانگر را مورد مطالعه قرار دادند. آنها با استفاده از روش 

دینامیک مولکولی تغییرات فرکانس نانولوله نوسانگر را تحت 

انرژي بررسی نمودند. نتایج حاصله نشان  تاثیر تغییرات دما و

داد که در یک مقدار انرژي ثابت، دماي اولیه هیچ تاثیري بر روي 

) ندارد. لیکن در DWCNT(کربنیدولایهفرکانس نوسان نانولوله

یک دماي ثابت، فرکانس نوسان به میزان خفیفی متاثر از درجه 

با 2006ل و همکارانش در ساPeng].28حرارت خواهد بود[

) و driveاستفاده از ترکیب جدیدي از دو روش تحریک (

ودامنهگیري)، توانستند علاوه بر اندازهdetectionتشخیص (

رابرنوسانگروارداستاتیکیبارهايازناشیتحرکاتنوسان،فاز

تشدیدگرهاروش،اینبانمودندادعاآنها. نمایندگیرياندازهنیز

]. در 29[داشتخواهندرادقتبااجرامگیرياندازهقابلیت

گروهی از پژوهشگران ژاپنی، رفتار نوسانگرهاي 2010سال 

نانولوله کربنی معلق در مایعات را بصورت تجربی مورد بررسی 

قرار دادند. آنها پس از بررسی مودهاي ارتعاشی یک نانولوله 

ده کرند که خاص در خلاء، آنرا درون آب قرار داده و مشاه

نانولوله تحت اثر لزجت بسیار زیاد آب، نوسان اصلی 

)fundamental oscillation خود را از دست میدهد. همچنین (
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ملاحظه شد که با کاهش دماي آب به دلیل افزایش لزجت آن، 

]. 30فرکانس تشدید نانولوله افزایش یافت [

تئوري در این تحقیق با استفاده از مدل تیر اویلر برنولی، 

هاي باریک و تئوري ارینگن، معادلات حاکم بر نانو تیر دوار بدنه

حامل جریان استخراج شده است. سپس با استفاده از روش 

هاي طبیعی سیستم استخراج و پایداري آن گالرکین فرکانس

تحت تاثیر پارامترهایی مانند نسبت جرم سیال به سازه، سرعت 

مورد بررسی قرار گرفته و محوري سیال داخلی و سرعت دورانی 

نتایج آن ارائه شده است.

معادلات حاکم-2

هاي که بر اساس کمیت،در برخی موارد به کار بردن روش انرژي

باشد، نسبت عددي انرژي جنبشی و انرژي پتانسیل دستگاه می

تر است. این روش که مبتنی بر اصل به روش برداري مناسب

شود:باشد، به صورت زیر نوشته میهامیلتون می

( − )

+ = 0
)1(

کار Wانرژي پتانسیل، Uانرژي جنبشی، Tکه در این رابطه، 

انجام شده توسط نیروهاي غیر پتانسیل نظیر نیروي میرایی و 

ها نشان دهنده تغییرات این انرژيδبارهاي خارجی دلخواه و  

باشد.می

هاي جنبشی دارد، مجموع تغییرات انرژياصل هامیلتون بیان می

وهاي غیر پتانسیل و پتانسیل دستگاه و کار انجام شده توسط نیر

برابر صفر است.−در فاصله زمانی 

به اویلر برنولیمعادله ارتعاشات تیرلتون، با استفاده از اصل همی

.آیدر بدست میصورت زی

−̈ 2 −̇ + ( )

=
)2(

−̈ 2 −̇ + ( ) = )3(

؛ نیروهاي وارده از wو uبا در نظر گرفتن ارتعاشات در جهت 

].33شود[طرف سیال به محور به صورت زیر محاسبه می

= − ( + 2
+ ) )4(

= − ( + 2
+ )

)5(

به ترتیب جرم سیال داخلی بر واحد وکه در این معادلات

=طول و سرعت محوري جریان سیال بوده و در این معادلات 

) به ترتیب ') و (^متغیر تبدیل لاپلاس و علامت (+

است.⁄ي تبدیل لاپلاس توابع و نشان دهنده

ر برنولی دوار حامل جریان با استفاده از معادله حرکت تیر اویل

هاي باریک به صورت زیر است.تئوري بدنه

: −̇ 2 −̇ +
= − +̇ 2 ̇+ )6(

: −̇ 2 −̇ +
= − +̇ 2 + ̇ )7(

است. براي انتقال این معادله )localمحلی (این معادله، معادله 

.شودبه ابعاد نانو از تئوري ارینگن استفاده می

در محیط نانو از تئوري ارینگن محلیبراي استفاده از معادلات 

که در ماتریس نیرو و جرم ضرب نشود. اپراتور ارینگاستفاده می

شود به صورت زیر است.می

(1 − ) )8(

= )9(

است که )non-localityغیرمحلی (ضریب μکه در رابطه بالا، 

ثابت ماده است 0eشود. در این رابطه طبق رابطه بالا محاسبه می

نیز فاصله پیوند aگردد و که به صورت تجربی تعیین می

مولکولی اتم هاي کربن است.  

برنولی) دوار حامل با استفاده از روابط بالا، معادلات نانوتیر (اویلر 

شود.نانو جریان با فرض بدنه باریک، به صورت زیر استخراج می

با استفاده از روابط بالا، معادلات نانوتیر (اویلر برنولی) دوار حامل 

شود.نانو جریان با فرض بدنه باریک، به صورت زیر استخراج می

: −̇ 2 −̇ + − +̇ 2 ̇ −
+ = [− +̇ 2 ̇+ ] +
̇ + 2 ̇ + )10(

: −̇ 2 +̇ − ̇ + 2 ̇ −
+ = [− +̇ 2 ̇+ ] +
̇ + 2 ̇ +

)11(

=با استفاده از تعریف پارامتر خمش موهومی به صورت +

ترکیب و معادله نهایی را به صورت زیر توان معادله فوق را می

بازنویسی نمود.

( ) + ( + 2 − ) −
( + 2 − ) + +

2 + − + 2 +
= 0

)12(

mممان دوم سطح، Iمدول الاستیسته،Eکه در معادله فوق

سرعت عملگر لاپلاس،sجرم بر واحد طول نانو لوله، 
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 سرعت محوري سیال و  Uجرم بر واحد طول، Mدورانی،

توان بعدسازي معادله فوق میضریب نانلوکالیتی است. با بی

:نوشت
( ) + 1 − ̅ + 2Θ −̅ Θ  

−  1 − ( ̅ + 2Θ −̅ Θ )
+ ̅ + 2 ̅ + − ̅
+2 ̅ + = 0,

= , = , = + ,

= +  , ̅ =Γ , 

Θ = Γ  , = + , = Γ  ,

=
∆

 , =

)13(

 ممان و جاییر دو سر مفصل جابهتی براي دانیمهمانطور که می

.است صفر آن سر دو در خمشی

بصورت زیر است:بنابراین شرایط مرزي حاکم بر مسئله 

= 0 , = 0 at = 0.1 )14(

حل معادلاتروش  - 3

براي حل مسئله به روش مودال یا گلرکین کافیست، پاسخ 

دهیم.  سیستم را بر حسب شکل مودها یا توابع تقریبی بسط

آمده در معادله حاکم، ضرب  تسپس با قرار دادن بسط بدس

 با معادله توانشکل مودها در آن و در نهایت انتگرال گیري، می

 حوزه در دیفرانسیل معادلات دستگاه یک به را جزئی مشتقات

:مودها شکل حسب بر سیستم پاسخ بسط .نمود تبدیل زمان

( , ) = ( ). ( ) = ( ). ( ) )15(

معادلات به فرم ماتریسی داریم:با نوشتن 

+ + = 0 )16(

= + + + )17(

= + + + )18(

= + + + )19(

:گرددمی محاسبه زیر صورت به هاکه ماتریس

= 1 −    .   

= −   1 −    .   
)20(

=    .   

= −      . ′′   

= 1 −      .   

= −  1 −      . ′′   

= 2   .    . ′   

= 2     .   

)21(

=    .   

= −1 − .    .   

=    1 − .    .   

= .    .   

= −    .   

)22(

 را سیستم هايفرکانس توانانجام آنالیز مقدار ویژه میحال با 

.آورد بدست

براي استخراج انتگرالهاي بالا و ماتریسهاي جرم و سختی از 

شکل مودهاي تیر دو سر مفصل به عنوان توابع تقریب استفاده 

:شودشده است که به شکل زیر بیان می

=                       ;              = 1,2,3 )23(

نتایج -4

نتایج براي چندین حالت مختلف ارائه شده است. در ابتدا با صفر 

قراردادن سرعت محوري، پایداري سیستم بررسی شده است. در 

ادامه پایداري سیستم در حضور جریان محوري بررسی شده و 

سیستم حذف شده است. در دو قسمت تاثیرات ناشی از دوران 

داشتن سرعت دورانی یا محوري، تاثیر پارامتر بعد یا ثابت نگاه

دیگر بر پایداري سیستم بررسی شده است.

در ابتدا با حذف ماتریس میرایی ناشی از دوران، ناپایداري 

- مختلف در شکل mو  bسیستم بررسی شده و نتایج آن براي
شود با همانطور که مشاهده می رسم شده است. 4تا  1هاي 

افزایش سرعت دورانی تیر، به علت افزایش سختی ناشی از 
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یابد و در نتیجه، فرکانس دوران، سختی کل سیستم کاهش می

یابد و در نهایت با صفر شدن فرکانس سیستم کاهش می

افتد که از نوع واگرایی استاتیکی می سیستم، ناپایداري اتفاق می

باشد.

هاي βشکل منحنی فرکانس بر حسب سرعت دورانی براي 1شکل

مختلف (بدون ماتریس میرایی)

هاي βشکل منحنی میرایی بر حسب سرعت دورانی براي 2شکل

مختلف (بدون ماتریس میرایی)

هاي μشکل منحنی میرایی بر حسب سرعت دورانی براي 3شکل

مختلف (بدون ماتریس میرایی)

هاي μشکل منحنی میرایی بر حسب سرعت دورانی براي 4شکل

مختلف (بدون ماتریس میرایی)

نکته مهم در روش گلرکین بررسی همگرایی پاسخ با افزایش 

تعداد مودها است. به همین دلیل نتایج پاسخ بر حسب تعداد 

شود که با رسم شده است. مشاهده می5شکل مودها در شکل 

جوابها از دقت بالایی برخوردار بوده و از انتخاب حتی یک مود،

هاي بدست آمده از مودهاي بالاتر انطباق بسیار خوبی با جواب

برخوردار است.
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همگرایی فرکانس طبیعی اول بر حسب تعداد شکل مودها در روش   5شکل

گلرکین

حال با اضافه کردن ماتریس میرایی ناشی از دوران، منحنی 

هاي  μو  β=0ب سرعت دورانی براي فرکانس و میرایی بر حس

مختلف استخراج شده و در شکل هاي زیر رسم شده است.

)u=0, β=0منحنی فرکانس بر حسب سرعت دورانی (  6شکل

)u=0, β=0منحنی میرایی بر حسب سرعت دورانی (  7شکل

به  ]32[با استفاده از مرجع  با استفاده از محور دوار یاعتبارسنج

صورت زیر است. 

براي محور دوار ]32[اعتبار سنجی با استفاده از مرجع  8شکل 

نتیجه گیري -5

برنولی -لریاومحور دوار با استفاده از مدل تیر  یکدر این تحقیق، 

جریان  ناشی از ریتنیروهاي وارد بر .شده استي سازهیشبدوار 

براي .شده استي سازهیشبي هابدنها استفاده از تئوري ، بداخلی

معادلات حاکم بر سیال  ،ي دینامیک سیال خارجیسازهیشب

.شده استي ساز یخطحول وضعیت پایدار چرخشی محور،

محور به عنوان مرز ي دایره شکلوارهیدسپس با در نظر گرفتن 

به  سیال از طرفسیال خارجی، نیروهاي وارد بر بدنه محور 

با ترکیب .آمده استصورت توابعی از حرکت مقطع محور بدست 

معادلات حاکم بر محور، نیروهاي داخلی وارد شده از طرف 

جریان داخلی و نیروهاي وارد شده از طرف سیال خارجی،

. گردیدي همگیر سیستم استخراج شدهي سازیخطمعادلات 

ي هافرکانس، ي تحلیل بردار ویژههاروشپس با استفاده از س

ي دورانی هاسرعتطبیعی ارتعاشات محور و پایداري آن در 

یی چون سرعت پارامترها. اثر قرار گرفت مطالعهمورد مختلف 

ریب لاغري ، ضسبت جرمی جریان داخلی به جرم محور، ندورانی

براي سیستم حاوي جریان  بر مرز پایداري بررسی شد. محور 

به سیستم، ناپایداري  داخلی محوري، با اعمال سرعت چرخشی

شیفت منحنی  ،افتد. نکته مهم دیگر در این موردزودتر اتفاق می

.می باشدها فرکانس به سمت پایین و کاهش فرکانس

http://www.tracker-software.com/buy-now
http://www.tracker-software.com/buy-now


محمد ارمغانی و مهدي صالحیبررسی ارتعاشات آزاد و پایداري نانوتیوب دوار حامل جریان 

413، شماره 9دوره  ،1397رمستان  ،مجله مهندسی مکانیک و ارتعاشات

 فهرست علائم - 6

)J( انرژي جنبشی

)J( انرژي پتانسیل

)J( کار انجام شده

)/( جرم بر واحد طول سیال

)/( محوري سیالسرعت 

غیرمحلیضریب 

ωسرعت دورانی )rad/s(

)MPa( مدول الاستیسیته

)( ممان دوم سطح

ماتریس جرم

ماتریس میرایی

ماتریس سختی

طول بی بعد

βجرم بی بعد
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