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  دهچكي
با استفاده از روش منظم سازي كم كردن جعبه ها محاسبه شده است. و نوساني  با شرط مرزي روي يك سطح كرهمربوط به ميدان اسكالر جرم دار انرژي كازمير در اين مقاله 

انجام شده  شدمحاسبه مي با در نظر گرفتن شرط مرزي  ي كهمينكوفسكي از انرژي نقطه صفر فضاي نقطه صفرِبا كم كردن انرژي  ديگر مقالات گذشتهمحاسبه اين انرژي در 
روي ساختارهاي تعريف  آنچه كه در اين مقاله بر آن تاكيد گرديده است استفاده از روش منظم سازي جعبه ها در انجام محاسبات كازمير است. اين روش در گذشته براما . است

خميده براي اولين بار انجام اين روش در يك فضاي سعي شده است تا در اين مقاله اما داراي موفقيت خوبي بوده است. نيز در كليه موارد  البتهشده و شده در فضاي تخت تست 
در پايان در اين مقاله با ترسيم و  ه شود.است تا جوانب متفاوت روش كم كردن جعبه ها در فضاي خميده شناخت بهانه ايتنها  ذكر شدهمورد ارزيابي قرار گيرد و در واقع مساله 

سه با آنچه در كتب و مقالات نمايش رابطه انرژي كازمير بدست آمده و بررسي شرايط حدي در خصوص سازگاري مناسب و منطقي بين جوابهاي بدست آمده در اين مقاله در مقاي
  گذشته بدست آمده بود، بحث خواهد شد.
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Abstract:	
In	this	paper	we	investigate	the	Casimir	energy	for	systems	with	Periodic	Boundary	Conditions	(PBCs)	on	a	two	dimensional	sphere	ሺࡿ૛ሻ	by	
Box	Subtraction	Scheme	(BSS).	The	BSS	is	a	slight	modification	of	Boyer's	subtraction	method	to	remove	divergences	from	expressions	in	the	
Casimir	energy	calculation.	The	BSS	have	been	used	in	many	calculations	of	the	Casimir	energy	for	configurations	which	all	designed	in	a	flat	
space‐time.	However,	in	this	paper	we	first	use	this	method	for	a	problem	in	a	curved	space‐time.	For	more	simplicity	we	purpose	a	system	
with	PBCs	on	a	sphere	with	radius	ࢇ	and	its	scalar	curvature	ज ൌ ૛ିࢇ૛.	Usually,	 in	the	BSS	to	remove	divergences	 from	zero	point	energy	
expressions,	two	comparable	configurations	have	been	designed	and	then	the	zero	point	energies	of	these	two	configurations	are	subtracted	
from	each	other.	This	setup	for	configurations	made	us	an	ability	to	divide	divergences	clearly	and	it	would	be	to	show	all	divergences	are	
removed	without	 resorting	 to	 any	 other	 techniques	 such	 as	 analytic	 continuation	 techniques.	 In	 final	we	 compare	our	 results	with	 those	
reported	in	the	literature,	which	are	obtained	from	other	regularization	techniques.		
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  مقدمه -1
در  1دانيم انرژي كازمير از اختلاف بين دو انرژي خلأهمانطور كه مي

- و عدم حضور شرط مرزي حاصل مي 2صورت حضور شرط مرزي غير بديهي

با محاسبه گراديانِ اين انرژي نسبت به ابعاد شرايط مرزي و يا ساختار  شود.
در  اثراين موجود مي توان نيروي كازمير وارد بر آن ساختار را بدست آورد. 

ميزان پيش بيني و محاسبه گرديد. او  3كازميرتوسط هندريك  1948سال 
براي قطبش د هستن را كه در خلأجاذبه بين دو صفحه رسانا بدون بار موازي 

اولين تلاش براي . ]2-1[توضيح مي دهد هاي ميدان الكترومغناطيس 
 1958در سال  4توسط اسپارنايتقريباً ده سال بعد  نيز مشاهدة اين پديده

اندازه گيري هاي دقيقتري بر درستي پيش ] و بعدها نيز 3[رفتپذيانجام 
  بيني كازمير صحه گذاشتند.

                                                            
1	Zero	point	energy	
2.	Non‐trivial	boundary	condition	
3	H.B.G.	Casimir 
4.	M.	J.	Sparnaay	

با توجه به اينكه اثر كازمير بعدها به عنوان اثر منحصر به فرد و بسيار 
جالب از قطبش (ارتعاشات) خلاء شناخته شد لذا جوانب و كاربرد هاي 

هاي متعدد اين اثر، نقش مهمي در حوزهفراواني براي آن پديدار گشته است. 
- ييزيك اتم، ف]13- 10[، فيزيك ماده چگال]QFT 5]4 -9فيزيك، نظير 

كند. ايفا مي] 16[و رياضي فيزيك  ]15- 14[شناسيملكولي، گرانش، كيهان
يكي از موارد جالب اثرات پديده  6بررسي اثرات كوانتومي روي جهان شامه ها

شناختي اثر كازمير به شمار مي رود. در مسائلي مربوط به جهان شامه ها و 
ميدانهاي فعال روي اين شامه ها است، بررسي انرژي كازمير در بررسي 
پايداري و يا عدم پايداري جهان شامه ها بسيار مورد توجه بوده است. 

خود و ومي در تشكيل جهان شامه ها همچنين سناريوي نقش اثرات كوانت
در مقالات زيادي در سازگاري اين جهان شامه ها و ثابت كيهانشناسي آنان 

محاسبه انرژي كازمير هميشه مستلزم كم  .]2[گذشته مورد توجه بوده است
                                                            
5. Quantum	Field	Theory	
6.	Braneworld	
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كردن دو عبارت بينهايت از يكديگر است كه اين امر هميشه به سادگي انجام 
ستاي انجام اين امر نياز به روشهاي متفاوت منظم پذيرد. در واقع در رانمي

]. روشهاي متفاوتي براي محاسبه 17مي باشد[ 1سازي و يا  بازبهنجارش
انرژي كازمير اعم از منظم سازي و بازبهنجارش طراحي شده است و بسته به 
نوع مساله و چگونگي واگرايي هاي موجود در مساله هريك از اين 

م سازي ها اهميت فوق العاده اي پيدا خواهد كرد. لذا بازبهنجارش ها و يا منظ
لزوم محاسبه انرژي كازمير خود بهانه اي براي تدوين روشها و تكنيكهاي 

در جهت حذف واگرايي ها گرديد و به سرعت تكنيك  2متفاوت منظم سازي
توان به هاي بسيار زيادي در اين راستا معرفي شده است كه از آن جمله مي

]، منظم 20[4]، منظم سازي تابع گرين19،18[3سازي تابع زتا تكنيك منظم
]، منظم سازي كم كردن جعبه 21اي پراكندگي[ سازي بسط چند جمله

سازي ها و مزيت ها ] و.... اشاره نمود. در خصوص هريك از اين منظم 22[5ها
و يا معايب احتمالي آنها در كتب و مقالات گذشته مطالب فراواني يافت مي 

] كه با توجه به اينكه در اين مقاله از روش كم كردن جعبه ها 25-23شود[
استفاده مي شود لازم است چند نكته در خصوص مزيت هاي روش مذكور 
نسبت به ديگر روشها ذكر شود. روش كم كردن جعبه ها در گذشته و مي 
توان گفت براي اولين بار توسط بوير مطرح گرديد و براي محاسبه انرژي 

يك كره سه بعدي با ميدان الكترومغناطيس بكارگيري شده است و  كازمير
] استفاده شده است. نكته 27- 26، 22پس از آن نيز در مقالات زيادي اعم از [

مهم و بارز در اين روش كم كردن دو بينهايت (واگرايي) همسان است كه 
خود باعث مي شود بسياري از مشكلات ديگر روشها كه انرژي نقطه صفر 

اي مينكوفسكي را از انرژي نقطه صفر غير بديهي كم مي كنند بروز و فض
ظهور نيابد. همچنين هيچ تمديد تحليلي نيز در انجام اين محاسبات استفاده 

كه منتج از تمديد تحليلي  ييشود و بنابراين كليه ابهامات و پيچيدگي هانمي
اثبات شده اين است در محاسبات مساله وارد نخواهد شد. از ديگر مزيت هاي 

منظم سازي بكارگيري موفق آن در مرتبه هاي بالاتر تصحيح تابشي انرژي 
] بوده است كه منجر به دست يابي به پاسخي همگرا و سازگار 23كازمير [

گرديده است و اين در حالي است كه در ديگر روشهاي منظم سازي علاوه بر 
واگرا به دست آمده است.  استفاده از تمديد تحليلي پاسخ انرژي كازمير نيز 

رويه نرژي كازمير روي نكته قابل توجه اينكه اين روش تاكنون براي محاسبه ا
انجام پذيرفته است. در اين مقاله و متفاوت  هاي با شرايط مرزي و تخت هاي

براي اولين بار سعي شده است تا با استفاده از اين روش براي يك ساختار كه 
ر ددر فضاي خميده طراحي شده باشد انرژي كازمير مورد محاسبه قرار گيرد. 

شرط مرزي با  نرده اي جرم داراين مقاله انرژي كازمير مربوط به ميدان 
با استفاده از روش كم كردن جعبه ) ه خميده (يك كرهروي يك روي 6نوساني

فرض مي كنيم و در بخش بعد براي انجام اين كار ها محاسبه خواهد شد. 
تنها روي اين  ݉در اختيار داريم كه ميدان اسكالر با جرم  ܽكره اي به شعاع 

كره تعريف شده است. همانطور  كه از ساختار نيز بر مي آيد ميداني كه روي 
با استفاده از حل معادله ه زيست مي كند داراي شرط مرزي نوساني است. كر

ميدان اسكالر مورد نظر مساله حركت و با توجه به شرايط مرزي مذكور 
 7تكانه-تانسور انرژيهميلتوني  -لاگرانژ  روشاستخراج مي گردد و با توجه به 

اندويچ كردن در نهايت مي توان با سو  ه شدهنوشتنيز مربوط به اين ميدان 

                                                            
1.	Renormalization 
2.	Regularization	techniques	
3.	Zeta	function	regularization	
4.	Green's	function	regularization 
5.	Box	subtraction	scheme	
6.	Periodic	boundary	condition	
7.	Energy‐Momentum	Tensor 

. در نمودمحاسبه ميدان را انرژي نقطه صفر تانسور مذكور بين حالتهاي خلا 
ادامه نيز با استفاده از روش كم كردن جعبه ها و با در نظر گرفتن ساختارهاي 
مشابه سعي در حذف واگرايي ها و استخراج مقدار انرژي كازمير خواهيم 

كازمير براي ميدان جرم دار  پس از بدست آوردن انرژيدر بخش بعد داشت. 
مساله را براي حالتهاي خاصي چون ميدان بدون جرم و يا ميداني با جرم 
سنگين نيز محاسبه خواهيم كرد و در نهايت نيز نتايج حاصله را با نتايج 

  خواهد شد.انرژي كازمير كه در گذشته بدست آمده است مقايسه 
  

 انرژي نقطه صفر محاسبه - 2

در ابتدا لازم است رويه اي كه ميدان اسكالر بر روي آن تعريف شده است 
زير را مي نويسيم.  9خود ژئودزي(متريك) 8اي منيفلدمشخص كنيم. لذا بررا 

  را توصيف مي كند: ܽاين متريك رويه ي يك كره به شعاع 
ଶݏ݀ ൌ ܿଶ݀ݐଶ െ ܽଶሺ݀ߠଶ ൅ sinଶ ߠ ݀߮ଶሻ	

	
)1(  
شعاع كره مي باشد. همانطور كه مي دانيم   ܽسرعت نور و  ܿكه در آن  

ሺܰروي يك فضاي خميده  ݉براي ميدان اسكالر با جرم  موجمعادله  ൅ 1ሻ 
  ]29-28[صورت زير نوشت:ه بعدي را مي توان ب

ቆ׏௞׏௞ ൅ ࣬ߦ ൅
݉ଶܿଶ

԰ଶ
ቇΦሺݔሻ ൌ 0	

)2(  
فضا و  11ضريب انحناي اسكالر ࣬و  10مشتق هموردا ௞׏كه در آن 

ߦ ൌ ሺܰ െ 1ሻ/4N .نيز كليه مولفه  ݔهمچنين منظور از مختصه  مي باشد
,଴ݔሺهاي فضا يعني  ,ଵݔ ,ଶݔ … , تابع ميدان اسكالر مي  ሻݔΦሺمي باشد و  ேሻݔ

» 12سهمديمعادله با ضريب جفت شدگي « )2( به معادله باشد. معمولاً
   گويند.

يعني فضاي خميده روي مورد بحث در اين مساله خميده ي براي رويه
براساس متريك بوده فلذا  2برابر  ܰ ابعاد فضا يعني مقدار ሺܵଶሻيك كره 
ߦ) ضريب جفت شدگي 1معادله ( ൌ

ଵ

଼
و ضريب انحناي اسكالر فضا نيز  

࣬ ൌ 2ܽିଶ ) داريم:2بدست مي آيد. با جايگذاري ضرايب مذكور در معادله (  
ܽଶ

ܿଶ
߲௧ଶΦሺݔሻ െ

1
sin ߠ

߲ఏ൫sin ߠ ߲ఏΦሺݔሻ൯ െ
1

sinଶ ߠ
߲ఝଶΦሺݔሻ

൅ ቆ
1
4
൅
݉ଶܿଶܽଶ

԰ଶ
ቇΦሺݔሻ ൌ 0 

)3(  
هاي متعامد و يكه زير  مي توان مجموعه جواببا حل معادله ديفرانسيل فوق 

  را براي آن بدست آورد:
Φℓࣧ
ሺାሻሺݐ, ,ߠ ߮ሻ ൌ

√ܿ

ܽඥ2߱ℓ

݁௜ఠℓ௧
ℓܻࣧሺߠ, ߮ሻ	

)4(  
,ߠℓܻࣧሺكه در آن  ߮ሻ براي  همچنين مي باشد. 13تابع هماهنگ هاي كروي

  داريم: 14پاسخ الحاقي مختلط
		Φℓࣧ

ሺିሻሺݐ, ,ߠ ߮ሻ ൌ ቀΦℓࣧ
ሺାሻሺݐ, ,ߠ ߮ሻቁ

∗
 

 )5(  

                                                            
8.	Manifold	
9.	Metric	
10.	Covariant	derivative	
11.	Scalar	curvature	
12.	Equation	with	conformal	coupling 
13.	Spherical	harmonics	Function 
14.	Complex	Conjugate	solution	
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صورت زير ه براساس شرط مرزي نوساني ذكر شده ب ℓ߱فركانسهاي مجاز  و
  خواهد بود:

߱ℓ ൌ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅
ܿଶ

ܽଶ
൬ℓ ൅

1
2
൰
ଶ

቉

భ
మ

,						ℓ ൌ 0,1,2, … 			ࣧ ൌ 0,േ1, േ2, … , േℓ 
)6 (  

 و دستيابي به انرژي نقطه صفر لازم است ميدان  1كوانتش دومبراي 
Φሺݐ, ,ߠ ߮ሻ متعامد مطابق عبارت زير  ةهاي بدست آمد را براساس كليه جواب
  بسط دهيم:

	Φሺݐ, ,ߠ ߮ሻ ൌ෍ൣΦℓࣧ
ሺିሻሺݐ, ,ߠ ߮ሻܽℓࣧ ൅ Φℓࣧ

ሺାሻሺݐ, ,ߠ ߮ሻܽℓࣧ
ற ൧

ℓ,ࣧ

	

)7(  
ℓࣧܽو  ℓࣧܽكه در آن 

ற  ذرات  3و خلق 2رنابود گهاي رعملگبه ترتيب
نيز  ࣧو  ℓانديس  مربوط به اين ميدان اسكالر روي اين رويه مي باشند و

حال براي اينكه و در نتيجه انرژي اين ذرات را نشان مي دهد.  تكانهميزان 
انيم انرژي نقطه صفر خلا را براي اين ميدان روي اين رويه محاسبه كنيم بتو

محاسبه گردد  تكانهاز تانسور انرژي  ଴ܶ଴لازم است مقداري انتظاري مولفه 
  براي اينكار داريم:

଴ܶ଴ ൌ ԰ܿ ቄሺ1 െ ሻ߲଴Φ߲଴Φߦ2 ൅ ቀ2ߦ െ
ଵ

ଶ
ቁ ݃଴଴߲௞Φ߲௞Φ െ

଴Φ׏଴׏ሺΦߦ ൅ Φሻ	଴Φ׏଴׏ ൅

ቂቀ
ଵ

ଶ
െ ቁߦ2

௠మ௖మ

԰మ
݃଴଴ െ ଴଴ܩߦ െ   ଶ࣬݃଴଴ቃΦଶቅߦ2

)8(  
଴଴ܩكه در آن  ൌ ࣬଴଴ െ

ଵ

ଶ
࣬݃଴଴ ࣬و  مي باشد 4تانسور اينشتين଴଴  نيز

و با استفاده از ) 8( در رابطه) 7با جايگذاري رابطه (است.  5تانسور ريچي
  آيد:مي بدست به صورت زير تكانه -مقدار انتظاري تانسور انرژيرابطه زير 

ሺ଴ሻܧ ൌ |0ۦ ଴ܶ଴ሺݔሻ|0ۧ ൌ
԰

ଶܽߨ4
෍൬ℓ ൅

1
2
൰߱ℓ

ஶ

ℓୀ଴

 

)9(  
) مي باشد. 6كليه فركانسهاي مجاز بدست آمده از رابطه ( ℓ߱كه در آن 

انرژي نقطه صفر بدست چگالي ) نيز مشخص است 9همانطور كه از عبارت (
بوده و لازم است در مراحل انجام محاسبات انرژي  6آمده يك عبارت واگرا

ها  كازمير اين نوع از عبارات واگرا بنوعي منظم سازي شده تا حذف واگرايي
با توجه به مقدماتي كه در بخش قبل در صورت دقيقتري صورت پذيرد. ه ب

براي ها و مزيت ها و مضرات آن بيان شد  خصوص منظم سازي واگرايي
 كم كردنمنظم سازي  از روشدر اين مساله ي كازمير بدست آوردن انرژ

	استفاده خواهد شد.ها جعبه
	
	
  

                                                            
1.	Second	quantization	
2.	Annihilation	operator	
3.	Creation	operator	
4.	Einstein	tensor	
5.	Ricci	tensor	
6.	Divergent		

  
: در اين شكل چگونگي در نظر گرفتن ساختارها در روش كم كردن جعبه ها 1 شكل

و ساختار سمت چپ را  Bنمايش داده شده است.  ساختار سمت راست را ساختار 
  گوئيم. Aساختار 

 انرژي كازمير - 3

 )1(همانند شكل روش منظم سازي جعبه در اين مساله  پياده سازيبراي      
 سمت چپ) به ساختار 1در شكل (گيريم. ميرا در نظر  ساختار مجزادو 

. در پياده سازي روش گوئيم ܤساختار  سمت راستو به ساختار  ܣساختار 
كم كردن جعبه ها اگر فرض كنيم هر دو نقطه اي روي كره كه شرايط مرزي 

ه ب باشد مي توان اين فاصله را  ܺآنها برقرار شده داراي فاصله اي مثلا بين 
௔ܺ       صورت ൌ نيز  ሺܺ௔ሻكمان  طول اين دايره نوشت. با افزايش شعاع ߠܽ

روي يك بادكنك افزايش مي يابد و  رسم شده به مانند طول يك خط
ميزان  مي توانبناميم  1ܽرا  ௔ܺ ناحيه مربوط به طول اولية كمانبنابراين اگر 

ناميد. توجه شود در حالتي كه  2ܽافزايش يافته جديد را ناحيه  اختلاف
رسيده است. دقيقا  ܮبه  ܽاصطلاحاً بادكنك ما باد شده است شعاع آن از 

هم در نظر مي گيريم. حال  ܤمشابه با چنين ساختاري را براي ساختار 
اي در نظر گرفته شده به صورت زير با توجه به جعبه هتعريف انرژي كازمير 

  ]30[:مي باشد
  

.஼௔௦ܧ ൌ lim
௕ ௔⁄ →ஶ

൤ lim
௅ ௕⁄ →ஶ

஺ܧൣ
ሺ଴ሻ െ ஻ܧ

ሺ଴ሻ൧൨	

)10(  
஺ܧكه در آن 

ሺ଴ሻ ൌ ௔ଵܧ
ሺ଴ሻ ൅ ௔ଶܧ2

ሺ଴ሻ  ܧو஻
ሺ଴ሻ ൌ ௕ଵܧ

ሺ଴ሻ ൅ ௕ଶܧ2
ሺ଴ሻ  انرژي نقطه صفر

) براي ناحيه 9با در نظر گرفتن معادله (مي باشد.  ܤو  ܣمربوط به ساختار 
  انرژي نقطه صفر را به صورت زير ساده نمود: چگالي مي توان 1ܽ

௔ଵܧ
ሺ଴ሻ ൌ

԰
ଶܽߨ4

෍൬ℓ ൅
1
2
൰ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ൤

ܿ
ܽ
൬ℓ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

ℓୀ଴

 

)11(  
انرژي نقطه  ܽبه جاي  گذاري فاصله هر ناحيه) را مي توان با جاي11رابطه (

௔ଵܧصفر مربوط به آن ناحيه را ساخت. در نهايت با جايگذاري 
ሺ଴ሻ  ܧو௕ଵ

ሺ଴ሻ  ܧو௔ଶ
ሺ଴ሻ 

௕ଶܧو 
ሺ଴ሻ ) داريم:10در معادله (  
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஺ܧ
ሺ଴ሻ െ ஻ܧ

ሺ଴ሻ ൌ
԰

ଶܽߨ4
෍൬ℓ ൅

1
2
൰ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ൤

ܿ
ܽ
൬ℓ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

ℓୀ଴

൅
2԰

ܮሺߨ െ ܽሻଶ
෍൬ℓ ൅

1
2
൰

ஶ

௡ୀ଴

ൈ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ൤

2ܿ
ܮ െ ܽ

൬ℓ ൅
1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

െ
԰

ଶܾߨ4
෍൬ℓ ൅

1
2
൰ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ൤

ܿ
ܾ
൬ℓ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

௡ୀ଴

െ
2԰

ܮሺߨ െ ܾሻଶ
෍൬ℓ ൅

1
2
൰

ஶ

௡ୀ଴

ൈ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ൤

2ܿ
ܮ െ ܾ

൬ℓ ൅
1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

 
)12(  

ها  ) بدون محاسبه حد12در رابطه ( توضيح اينكه كليه عبارات نوشته شده
) را در آخرين مرحله از 10بوده و محاسبه حد هاي مندرج در رابطه (

پلانا به فرمت زير روي - با اعمال رابطه ايبل محاسبات انجام خواهيم داد.
هريك از عبارتهاي جمع فوق مي توان روابط مربوطه را به انتگرال تبديل 

  نمود:

෍݂൬݊ ൅
1
2
൰

ஶ

௡ୀ଴

ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

଴
െ ݅ න

݂ሺ݅ݐሻ െ ݂ሺെ݅ݐሻ
݁ଶగ௧ ൅ 1

ݐ݀
ஶ

଴
	

)13(  
در واقع با تبديل كليه جملات جمع به انتگرال منظم سازي ديگري به عبارات 

موجود در جمع هاي اعمال رابطه فوق روي هريك از عبارتاضافه خواهد شد. 
كند كه به دو جمله تبديل مي  ها) را جمع ها (سيگماهريك از ) 12رابطه (

و  »جمله انتگرالي«طرف راست رابطه ايبل پلانا را  جمله اول در در اينجا نام
مي ناميم. اگر در كليه جملات انتگرالي  »1جمله برنچكات«نام جمله دوم را 

ݖتغيير متغير ) 12) در رابطه (13حاصل شده از اعمال رابطه ( ൌ
௖	௫

௔
را بكار  

  مي آيد: صورت زير بدسته ببريم در آن صورت كليه جملات انتگرالي ب

ܫ ൌ
԰

ଶܽߨ4
ቀ
ܽ
ܿ
ቁ
ଶ
න ݖ ቈ

݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ଶ቉ݖ

భ
మ

ݖ݀
ஶ

଴

൅
2԰

ܮሺߨ െ ܽሻଶ
൬
ܮ െ ܽ
2ܿ

൰
ଶ

න ݖ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ଶ቉ݖ

భ
మ

ݖ݀
ஶ

଴

െ
԰

ଶܾߨ4
൬
ܾ
ܿ
൰
ଶ

න ݖ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ଶ቉ݖ

భ
మ

ݖ݀
ஶ

଴

െ
2԰

ܮሺߨ െ ܾሻଶ
൬
ܮ െ ܾ
2ܿ

൰
ଶ

න ݖ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ଶ቉ݖ

భ
మ

ݖ݀
ஶ

଴
	

)14(  
هستند اما  اواگر انتگرال هاهمانطور كه از روابط انتگرالي مشخص است همه 

 ب اين انتگراليمشخص مي شود در مجموع ضرا اانتگرال هبا فاكتور گيري از 
مجموع كليه جملات انتگرالي قبل از محاسبه حد رابطه  لذا استها صفر 

 يخودبخودبه صورت  ܮو  ܾ،  ܽهر مقدار از ء صورت تحليلي و به ازا به) 10(
    صفر مي شود.

ܫ ൌ ቆ
԰

ଶܿߨ4
൅

2԰
ଶܿߨ4

െ
԰

ଶܿߨ4
െ

2԰
ଶܿߨ4

ቇන ݖ ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
൅ ଶ቉ݖ

భ
మ

ݖ݀
ஶ

଴
ൌ 0	

)15(  
) باقي خواهد ماند تنها جملات برنچكات از ايبل 12بنابراين آنچه از رابطه (

به  پلانا است. براي اينكه از تكرار بعضي محاسبات مشابه جلوگيري گردد

                                                            
1.	Branch‐cut	term 

ناحيه مثال به عنوان () را 12عنوان نمونه يكي از عبارات برنچكات رابطه (
  سبه مي كنيم لذا داريم:را محا) 1ܽ

݂ሺ݅ݐሻ െ ݂ሺെ݅ݐሻ
݁ଶగ௧ ൅ 1

ൌ
ݐ݅ ൤

௠మ௖ర

԰మ
൅ ݁௜గ ቂ

௖

௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ
൅ ݐ݅ ൤

௠మ௖ర

԰మ
൅ ݁ି௜గ ቂ

௖

௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ

݁ଶగ௧ ൅ 1

ൌ
ݐ2݅ ൤

௠మ௖ర

԰మ
െ ቂ

௖

௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ

݁ଶగ௧ ൅ 1
										0	 ൑ ݐ	 ൑ ߤ ቀൌ

݉ܿܽ
԰
ቁ	

)16(  
ناحيه براي جمله برنچكات  )16ه از عبارت بدست آمده در رابطه (با استفاد

  :داريم 1ܽ

ሺܽሻܤ ൌ 2න
ݐ ൤

௠మ௖ర

԰మ
െ ቂ

௖

௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ

݁ଶగ௧ ൅ 1
ݐ݀

೘೎ೌ
԰

଴
	

)17(  
و داراي فرم بسته نبوده صورت تحليلي قابل محاسبه ه انتگرال فوق ب سفانهأمت

را به با استفاده از رابطه زير مخرج كسر را باشد لذا براي محاسبه آن نمي
  صورت يك عبارت جمع مي نويسيم:

1
݁ଶగ௧ ൅ 1

ൌ෍ሺെ1ሻ௝ାଵ݁ିଶగ௧௝
ஶ

௝ୀଵ

	

)18(  
  ) داريم:18) و (17با استفاده از روابط (لذا 

ሺܽሻܤ ൌ෍ሺെ1ሻ௝ାଵ න ݐ2 ቈ
݉ଶܿସ

԰ଶ
െ ቂ

ܿ
ܽ
ቃݐ
ଶ
቉

భ
మ

݁ିଶగ௧௝݀ݐ

೘೎ೌ
԰

଴

ஶ

௝ୀଵ

ൌ෍
ሺെ1ሻ௝ାଵߤଶܿ

6݆ܽ
ሾ4݆ߤ െ ሻ݆ߤߨଶሺ2ܫ3

ஶ

௝ୀଵ

൅ 	ሻሿ݆ߤߨଶሺ2ܮ3
)19(  

ߤدر آن كه  ൌ
௠௖௔

԰
 ሻ݆ߤߨଶሺ2ܮو  2تابع اصلاح شده بسل ሻ݆ߤߨଶሺ2ܫ 	و تابع  

௅ି௔با جايگذاري مي باشد.  3تابع استراو

ଶ
௅ି௕و  ܾ و  

ଶ
) به 19در رابطه ( ܽبجاي  

 2ܾو  1ܾو  2ܽترتيب مي توان بخش برنچكات مربوط به هريك از ناحيه هاي 
و استفاده از را محاسبه نمود. با جايگذاري جملات برنچكات بدست آمده 

  ) داريم:10رابطه (
.஼௔௦ܧ ൌ lim

௕ ௔⁄ →ஶ
ቈ lim
௅ ௕⁄ →ஶ

ቈ
԰

ଶܽߨ4
ሺܽሻܤ ൅

2԰
ܮሺߨ െ ܽሻଶ

ܤ ൬
ܮ െ ܽ
2

൰

െ
԰

ଶܾߨ4
ሺܾሻܤ െ

2԰
ܮሺߨ െ ܾሻଶ

ܤ ൬
ܮ െ ܾ
2

൰቉቉	

)20(  
- ميشناسيم مي ሻݔ௡ሺܫبا توجه به خواصي كه از تابع اصلاح شده بسل حال 

توان حد هاي مربوط به ابعاد جعبه را محاسبه نمود. با محاسبه حد اول 
مشاهده مي شود كه جمله دوم و چهارم داخل كروشه به سمت صفر رفته و 

ܾهيچ تاثيري در انرژي كازمير باقي نخواهد گذاشت. با محاسبه حد  ܽ⁄ → ∞ 
اسكالر نيز صفر خواهد شد و بنابراين رابطه انرژي كازمير ميدان  سومجمله 
وساني به ندار بين دو نقطه در يك فضاي يك بعدي با شرط مرزي  جرم

  صورت زير مي باشد:

.஼௔௦ܧ ൌ ԰෍
ሺെ1ሻ௝ାଵߤଶ

݆ܽܿߨ24
ሾ4݆ߤ െ ሻ݆ߤߨଶሺ2ܫ3 ൅ ሻሿ݆ߤߨଶሺ2ܮ3

ஶ

௝ୀଵ

	

)21(  

                                                            
2.	Modified	Bessel	function 
3.	Struve	function	
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ه بهاي سنگين براي پاسخ مذكور  ن جرمحد بدون جرم ميدان و همچني
به نيز محاسبه ) استخراج مي شود و نتيجه اين 9صورت مستقيم از معادله (
  عبارات زير منتهي مي شود:

.஼௔௦ܧ ⟶

ە
۔

ۓ
1
3
	݉ܿଶߤଶ																																						ܽݏ	݉ → 0

݉ܿଶ

24
൬1 െ

7
ଶߤ40

൰ ݉			ݏܽ																										 ≫ 1
	

)22(  

  
شعاع هاي به ازاء برحسب تغييرات جرم در اين نمودار ميزان انرژي كازمير  :2 شكل

aمتفاوت كره  ൌ انرژي روند اين نمودار نشان مي دهد  رسم شده است. 1,2,0.1
) 22كازمير ميدان بدون جرم برابر صفر بوده كه اين امر با حد بدست آمده از رابطه (

  .تطابق دارد

  
 مشخصسه جرم در اين نمودار ميزان انرژي كازمير به ازاء  :3 شكل 

݉ ൌ اين نمودار بوضوح نشان  رسم شده است.شعاع تغييرات برحسب  1,0.5,0.1
هر چه ميزان جرم ميدان كمتر اولا ميزان انرژي كازمير مثبت است و مي دهد كه 

  .خواهد بود كمتر انرژي كازمير آن براي فواصل يكسان از شرايط مرزي ميزانباشد 

  
بر خلاف مقدار آن در شرايط مشابه در فضاي تخت يك  انرژيميزان اين 

مقدار مثبت بدست آمده و نشان از دافعه بودن نيروي كازمير موجود روي 
و يا يك فضاي دهد وجود يك پس زمينه نشان ميموضوع رويه مي باشد. اين 

ي كازمير تاثير گذار خميده تا چه حد مي تواند در ميزان و حتي علامت نيرو
) هر 22) و همچنين رابطه بدست آمده (3باشد. با توجه به نمودار شكل (

چقدر ذره اي كه روي رويه وجود دارد كوچكتر باشد مقدار انرژي كازمير 
مرتبط با آن نيز كوچكتر بوده و براي ذره بدون جرم ميزان انرژي كازمير برابر 

ضروري است اين است كه ين مقاله اصفر است. نكته اي كه توضيح آن در 
پاسخ وساني نبا شرط مرزي  روي يك كرهميدان جرم دار براي انرژي كازمير 

كامل با آنچه در اين مورد در مقالات گذشته آمده است همخواني بدست آمده 

توانمندي روش كم كردن جعبه  مويد بركه اين امر خود  ]29[ داشتهوجود 
نيز از متن محاسبات  همانطور كه ست.ا ها ها در امر منظم سازي واگرايي

روشن است از هيچيك از تكنيك هاي تمديد تحليلي و مانند آن در محاسبه 
بدست ) بدون هيچگونه ابهامي 21اين انرژي استفاده نشده است و پاسخ (

ر شرايط مرزي از جمله شرايط مرزي موضوع اين مقاله براي ديگ است. آمده
ديريكله، نيومن و ... نيز مي توان تعميم داد كه البته اين محاسبات توسط 

  نگارنده در حال انجام مي باشد. 
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