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  دهچكي
نقطه در يك بعد فضايي با شرط مرزي پادنوساني با استفاده از روش منظم سازي كم كردن جعبه ها محاسبه دو مربوط به ميدان اسكالر جرم دار بين انرژي كازمير در اين مقاله 

اين  گردد. آنچه كه در مقالات ديگر دردور چرخش به مقدار اوليه خود برمي يا چند ميدان اسكالر روي يك حلقه با دو شرط مرزي پادنوساني اين است كهمنظور از شده است. 
است  ابهاماتيبا در نظر گرفتن شرط مرزي است كه خود داراي فضاي مينكوفسكي از انرژي نقطه صفر  نقطه صفرِخصوص نوشته شده است محاسبه اين انرژي با كم كردن انرژي 

ديگر با آنچه در پيچيدگي خاصي است و ضمنا پاسخ بدست آمده يا بدون استفاده از تمديد تحليلي بوده و در نتيجه عاري از هرگونه ابهام و در اين مساله پاسخ بدست آمده  اما
روش كم كردن جعبه ها در محاسبه انرژي كازمير براي مرتبه صفر با آنچه از روشهاي ديگر بدست آمده است  معمولاًارد. مقالات گذشته در اين خصوص آمده است سازگاري د

تري اين بعد فضايي مشاهده شده است كه اين روش دست برتر را داشته و اين امر خود بر سازگاري دارد اما در بعضي موارد همچون مرتبه اول تصحيح تابشي انرژي كازمير در دو
در پايان در اين مقاله با ترسيم و نمايش رابطه انرژي كازمير بدست آمده و بررسي شرايط حدي در خصوص سازگاري هد. دنسبت به ديگر روشها نشان مي از منظم سازيروش 

  ه بود، بحث خواهد شد.مناسب و منطقي بين جوابهاي بدست آمده در اين مقاله در مقايسه با آنچه در كتب و مقالات گذشته بدست آمد
  انواژگ دكلي
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Abstract:	
In	this	paper	we	investigate	the	Casimir	energy	for	systems	with	Anti‐Periodic	Boundary	Conditions	(BCs)	in	one	spatial	dimension	by	Box	
Subtraction	Scheme	 (BSS).	The	BSS	 is	 a	 slight	modification	of	Boyer's	 subtraction	method	 to	 remove	divergences	 from	expressions	 in	 the	
Casimir	energy	calculation.	The	more	routine	method	which	 involves	many	regularization	and	analytic	 continuation	procedures	has	some	
ambiguities.	These	ambiguities	have	been	described	recently	in	some	papers.	However,	in	this	paper	we	shall	investigate	some	of	them	and	
also	 we	 describe	 the	 main	 ingredient	 of	 the	 BSS	 in	 the	 subtraction	 of	 two	 comparable	 configurations	 for	 our	 problem.	 Usually,	 two	
approaches	 in	 the	Leading	order	Casimir	energy	are	yield	 identical	 results	but	 the	 latter	regularization	has	more	manifest	way	to	remove	
divergences	from	expressions.	So	it	could	be	the	best	instrument	for	us	to	remove	complicated	divergences	which	appear	in	the	higher	order	
radiative	 corrections	 to	 the	 Casimir	 energy.	 Extracting	 and	 obtaining	 of	 finite	 results	 from	 complicated	 divergent	 expressions	 without	
resorting	to	any	analytic	continuation	techniques	 is	also	the	other	privilege	of	 the	BSS.	 In	this	paper	we	use	 this	regularization	method	 to	
obtain	 the	 Casimir	 energy	 and	 in	 final	 we	 compare	 our	 results	 with	 those	 reported	 in	 the	 literature,	 which	 are	 obtained	 from	 other	
regularization	techniques.		
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  مقدمه -1
 1دانيم انرژي كازمير از اختلاف بين دو انرژي خلأهمانطور كه ميامروزه 

و عدم حضور شرط مرزي حاصل  2در صورت حضور شرط مرزي غير بديهي
با محاسبه گراديانِ اين انرژي نسبت به ابعاد شرايط مرزي و يا  شود.مي

يروي كازمير وارد بر آن ساختار را بدست آورد. در ساختار موجود مي توان ن
هاي غير بديهي حالت خلاء در نظريه اثر كازمير يكي از تجليات ويژگيواقع 

                                                            
1	Zero	point	energy	
2.	Non‐trivial	boundary	condition	

كه توسط  4است كه از آن مي توان تغيير دو قطبش خلاء 3كوانتومي ميدان
به بياني ساده تر اينكه شرايط مرزي يا هندسه به وجود مي آيد را درك نمود. 

خلاء ميدان الكترومغناطيس يا هر ميدان ديگري  5انرژي نقطه صفر هاهر گ
شود اين اثر و ... دستخوش تغيير واقع مي 6نظير ميدان اسكالر، ميدان ديراك

پيش بيني و  7كازميرتوسط هندريك  1948در سال  اثراين گردد. پديدار مي

                                                            
3.	Quantum	Field	Theory	
4	Vacuum	polarization 
5.	Zero	point	energy 
6.	Dirac	Field 
7	H.B.G.	Casimir 
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را كه در ميزان جاذبه بين دو صفحه رسانا بدون بار موازي محاسبه گرديد. او 
. ]1[توضيح مي دهد براي قطبش هاي ميدان الكترومغناطيس هستند  خلأ

ميزان اين نيرو براساس آنچه كازمير پيش بيني نموده داشتن تصوري از شايد 
طبق رابطه ب باشد. ميزان اين نيرو بر يك سانتي مترمربع ساست در اينجا منا

  ير مشخص مي شود:ز
ܨ ൌ െ԰ܿ

ଶߨ

240
1
ܴସ
		

)1(  
براي اينكه بهتر بتوان درك بهتري در مورد اندازه اين نيرو دست يافت 
لازم است مقايسه اي انجام شود. در واقع اين نيرو معادل اين است كه به يك 

به جاذبه دارد نيرويي  از هم قرار 1μ݉كه به فاصله  1ܿ݉ଶصفحه به مساحت 
وارد شود. اندازه نيرو معادل نيروي گرانش بين دو جسم  ݁݊ݕ0.013݀اندازه 
ଵاز هم قرار گرفته اند و يا معادل  1ܿ݉كيلوگرمي است كه به فاصله  0.5

ଵ଴଴଴
 

مشخص است ميزان اين نيز ) 1وزن يك مگس است. همانطور كه از رابطه (
با  ،ن فاصلهنيرو با اندازه فاصله بين صفحات مرتبط بوده و با كوچكتر شدن اي

ଵنسبت 

ோర
پس از اينكه مدت مديدي مقاله كازمير  ].2افزايش مي يابد[ 

تقريباً ده سال بعد اولين تلاش براي مشاهدة اين پديده  ،ناشناخته باقي ماند
اندازه گيري ] و بعدها نيز 3[رفتپذيانجام  1958در سال  1توسط اسپارناي

  گذاشتند.هاي دقيقتري بر درستي پيش بيني كازمير صحه 
محاسبه انرژي كازمير هميشه مستلزم كم كردن دو عبارت بينهايت از 

پذيرد. در واقع در يكديگر است كه اين امر هميشه به سادگي انجام نمي
 2راستاي انجام اين امر نياز به روشهاي متفاوت منظم سازي و يا  بازبهنجارش

ر اعم از منظم ]. روشهاي متفاوتي براي محاسبه انرژي كازمي4مي باشد[
سازي و بازبهنجارش طراحي شده است و بسته به نوع مساله و چگونگي 
واگرايي هاي موجود در مساله هريك از اين بازبهنجارش ها و يا منظم سازي 
ها اهميت فوق العاده اي پيدا خواهد كرد.  لذا لزوم محاسبه انرژي كازمير 

در جهت  3اوت منظم سازيخود بهانه اي براي تدوين روشها و تكنيكهاي متف
حذف واگرايي ها گرديد و به سرعت تكنيك هاي بسيار زيادي در اين راستا 

توان به تكنيك منظم سازي تابع معرفي شده است كه از آن جمله مي
اي  ]، منظم سازي بسط چند جمله7[5]، منظم سازي تابع گرين6،5[4زتا

... اشاره نمود. در ] و.9[6]، منظم سازي كم كردن جعبه ها8پراكندگي[
سازي ها و مزيت ها و يا معايب احتمالي آنها در خصوص هريك از اين منظم 

] كه با توجه به 12- 10كتب و مقالات گذشته مطالب فراواني يافت مي شود[
است اينكه در اين مقاله از روش كم كردن جعبه ها استفاده مي شود لازم 

 نسبت به ديگر روشها ذكري روش مذكور چند نكته در خصوص مزيت ها
شود. روش كم كردن جعبه ها در گذشته و مي توان گفت براي اولين بار 

عدي با توسط بوير مطرح گرديد و براي محاسبه انرژي كازمير يك كره سه ب
در مقالات نيز  آنگيري شده است و پس از ميدان الكترومغناطيس بكار

روش  ناي در كته مهم و بارزاستفاده شده است. ن ]14-13، 9زيادي اعم از [
كم كردن دو بينهايت (واگرايي) همسان است كه خود باعث مي شود بسياري 
از مشكلات ديگر روشها كه انرژي نقطه صفر فضاي مينكوفسكي را از انرژي 
نقطه صفر غير بديهي كم مي كنند بروز و ظهور نيابد. همچنين هيچ تمديد 

كليه ابهامات و  نو بنابرايشود يستفاده نمتحليلي نيز در انجام اين محاسبات ا

                                                            
1.	M.	J.	Sparnaay	
2.	Renormalization 
3.	Regularization	techniques	
4.	Zeta	function	regularization	
5.	Green's	function	regularization 
6.	Box	subtraction	scheme	

هاي كه منتج از تمديد تحليلي است در محاسبات مساله وارد  پيچيدگي
 هاي اثبات شده اين منظم سازي بكارگيري موفق نخواهد شد. از ديگر مزيت

بوده است كه  ]10[در مرتبه هاي بالاتر تصحيح تابشي انرژي كازمير  آن
 همگرا و سازگار گرديده است و اين در حالي يسخمنجر به دست يابي به پا

 يتحليل استفاده از تمديد ي منظم سازي علاوه براديگر روشه ست كه درا
   .به دست آمده استواگرا نيز پاسخ انرژي كازمير 

با توجه به اينكه اثر كازمير بعدها به عنوان اثر منحصر به فرد و بسيار 
ته شد لذا جوانب و كاربرد هاي جالب از قطبش (ارتعاشات) خلاء شناخ

هاي متعدد اين اثر، نقش مهمي در حوزهفراواني براي آن پديدار گشته است. 
- يزيك اتمي، ف]24- 21[، فيزيك ماده چگال]QFT 7]15 -20فيزيك، نظير 

كند. ايفا مي] 27[و رياضي فيزيك  ]26- 25[شناسيملكولي، گرانش، كيهان
يكي از موارد جالب اثرات پديده  8شامه هابررسي اثرات كوانتومي روي جهان 

شناختي اثر كازمير به شمار مي رود. در مسائلي مربوط به جهان شامه ها و 
ميدانهاي فعال روي اين شامه ها است، بررسي انرژي كازمير در بررسي 
پايداري و يا عدم پايداري جهان شامه ها بسيار مورد توجه بوده است. 

خود و ات كوانتومي در تشكيل جهان شامه ها همچنين سناريوي نقش اثر
در مقالات زيادي در سازگاري اين جهان شامه ها و ثابت كيهانشناسي آنان 

خميده رويه هاي بررسي انرژي كازمير روي  .]2[گذشته مورد توجه بوده است
خبره  نفيزيك داناو تخت با شرايط مرزي متفاوت هميشه مورد توجه خاص 

بوده است. همانطور كه در اكثر تعاريف از يك گرانش عرصه از فيزدر اين 
ن خود آانرژي كازمير مطرح مي شود وجود يك پس زمينه و يا عدم وجود 

مي تواند منجر به اختلاف در انرژي نقطه صفر خلا  گردد كه منجر به وجود 
ر اين مقاله انرژي كازمير مربوط به ميدان د يك نيروي كازمير خواهد شد.

با استفاده از روش  9شرط مرزي پادنوسانيبا  بين دو نقطه م دارنرده اي جر
براي اينكه شرط مرزي پادنوساني را كم كردن جعبه ها محاسبه خواهد شد. 

  اينبيشتر بشناسيم به رسم شكلي در 
  

  
در يك بعد فضايي رسم  نوسانيشكل نمايشي از شرط مرزي در اين : 1 شكل

شده است. هر گاه در يك بعد فضايي ميدان كوانتومي داراي شرط مرزي نوساني باشد 
بدين معناست كه ميدان كوانتومي روي يك حلقه تعريف شده است. اما در شرط 

  مرزي پادنوساني ميدان پس از دو دور چرخش به مقدار اوليه خود بر مي گردد.
  

شود با نمايشي ساده شرط مرزي نوساني را به پرداخته و سعي مي  خصوص
از طي  سآوريم. اگر فرض كنيم ميدان در يك بعد فضايي پ تصوير در

دوباره به مقدار اول خود بر مي گردد بنابراين مي توان در  ܽمسافتي به اندازه 
يك بعد فضايي براي مقادير ميدان كوانتومي يك حلقه را متصور شد كه پس 

است ميدان مقدار  ܽامل كه در اينجا يك دور كامل همان از طي يك دور ك

                                                            
7. Quantum	Field	Theory	
8.	Braneworld	
9.	Anti‐Periodic	boundary	condition 
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اوليه خود برابر مي شود. حال اگر بخواهيم طبق رابطي زير شرط مرزي 
	]4،28[پادنوساني را بشناسيم داريم: 

߮ሺݔ, ሻݐ ൌ െ߮ሺݔ ൅ ܽ,  ሻݐ

)2(  
در اين شرط مرزي در واقع فاصله دو نقطه از يكديگر است.  ܽكه در آن 

به مقدار اوليه  با تعدادي زوج از چرخش ميدان كوانتوميبه نظر مي رسد 
  خود بر مي گردد.

پس از بدست آوردن انرژي كازمير براي ميدان جرم دار در بخش بعد 
مساله را براي حالتهاي خاصي چون ميدان بدون جرم و يا ميداني با جرم 

ايج سنگين نيز محاسبه خواهيم كرد و در نهايت نيز نتايج حاصله را با نت
  خواهد شد.انرژي كازمير كه در گذشته بدست آمده است مقايسه 

  

 انرژي كازمير محاسبه - 2

مرزي ط اسكالر جرم دار با شر براي ميدانخلا نقطه صفر انرژي 
يك بعد فضايي بين دو نقطه به فاصله  براي) 2پادنوساني ذكر شده در رابطه (

به صورت تكانه - انرژي محاسبه مقدار انتظاري تانسوراز طريق از يكديگر  ܽ
  :بدست خواهد آمدزير 

ሺ଴ሻܧ ൌ |0ۦ ଴ܶ଴ሺݔሻ|0ۧ ൌ ෍
1
2
԰߱௡

ஶ

௡ୀିஶ

	

)3(  

௡߱كه در آن  ൌ ܿඨ
ସగమ

௔మ
ቀ݊ ൅

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൅

௠మ௖మ

԰
మ  ݊تغييرات  ازاءفركانسهاي مجاز به 

با توجه به مقدماتي كه در بخش قبل در خصوص منظم سازي . مي باشد
براي بدست آوردن انرژي كازمير ها و مزيت ها و مضرات آن بيان شد  واگرايي

استفاده خواهد شد. ها جعبه كم كردنمنظم سازي  از روشدر اين مساله 
دو  )2(همانند شكل روش منظم سازي جعبه در اين مساله  پياده سازيبراي 

) به ساختار پاييني ساختار 2در شكل (گيريم. ميجعبه يك بعدي را در نظر 
,	1ܽگوئيم و  ܤو به ساختار بالايي ساختار  ܣ ܽ2	, نامگذاري هايي  2ܾو  1ܾ

است كه براي هر ناحيه ايجاد شده بين نقاط در ساختارهاي مذكور استفاده 
انرژي كازمير براساس تعريف آن و با توجه به جعبه هاي در نظر شده است. 

  ]30[گرفته شده به صورت زير نوشته خواهد شد:

  
شكل چگونگي در نظر گرفتن ساختارها در روش كم كردن جعبه ها در اين  :2 كلش

 ܣو سـاختار پـاييني را سـاختار     ܤ بالايي را سـاختار  ساختار نمايش داده شده است. 
  گوئيم.

.஼௔௦ܧ ൌ lim
௕ ௔⁄ →ஶ

൤ lim
௅ ௕⁄ →ஶ

஺ܧൣ
ሺ଴ሻ െ ஻ܧ

ሺ଴ሻ൧൨	

)4(  

஺ܧكه در آن 
ሺ଴ሻ ൌ ௔ଵܧ

ሺ଴ሻ ൅ ௔ଶܧ2
ሺ଴ሻ  ܧو஻

ሺ଴ሻ ൌ ௕ଵܧ
ሺ଴ሻ ൅ ௕ଶܧ2

ሺ଴ሻ ژي نقطه صفر انر
԰ همچنين براي سادگيمي باشد.  ܤو  ܣمربوط به ساختار  ൌ c ൌ در  1

مي توان  1ܽ) براي ناحيه 3با در نظر گرفتن معادله (نظر گرفته مي شود. 
  انرژي نقطه صفر را به صورت زير ساده نمود:

௔ଵܧ
ሺ଴ሻ ൌ ෍ቈ݉ଶ ൅ ൤

ߨ2
ܽ
൬݊ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

௡ୀ଴

 

)5(  
انرژي نقطه  ܽبه جاي  هر ناحيهگذاري فاصله ) را مي توان با جاي5رابطه (

௔ଵܧصفر مربوط به آن ناحيه را ساخت. در نهايت با جايگذاري 
ሺ଴ሻ  ܧو௕ଵ

ሺ଴ሻ  ܧو௔ଶ
ሺ଴ሻ 

௕ଶܧو 
ሺ଴ሻ ) داريم:4در معادله (  

஺ܧ
ሺ଴ሻ െ ஻ܧ

ሺ଴ሻ ൌ ෍ቈ݉ଶ ൅ ൤
ߨ2
ܽ
൬݊ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

௡ୀ଴

൅ 2෍ቈ݉ଶ ൅ ൤
ߨ4
ܮ െ ܽ

൬݊ ൅
1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
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ஶ

௡ୀ଴

െ෍ቈ݉ଶ ൅ ൤
ߨ2
ܾ
൬݊ ൅

1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

௡ୀ଴

െ 2෍ቈ݉ଶ ൅ ൤
ߨ4
ܮ െ ܾ

൬݊ ൅
1
2
൰൨

ଶ

቉

భ
మ

ஶ

௡ୀ଴

 

)6(  
ها بوده  ) بدون محاسبه حد6توضيح اينكه كليه عبارات نوشته شده در رابطه (

) را در آخرين مرحله از محاسبات 4و محاسبه حد هاي مندرج در رابطه (
پلانا به فرمت زير روي هريك از - با اعمال رابطه ايبل انجام خواهيم داد.

  انتگرال تبديل نمود:عبارتهاي جمع فوق مي توان روابط مربوطه را به 

෍݂൬݊ ൅
1
2
൰

ஶ

௡ୀ଴

ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

଴
െ ݅ න

݂ሺ݅ݐሻ െ ݂ሺെ݅ݐሻ
݁ଶగ௧ ൅ 1

ݐ݀
ஶ

଴
	

)7(  
در واقع با تبديل كليه جملات جمع به انتگرال منظم سازي ديگري به عبارات 

موجود در جمع هاي اعمال رابطه فوق روي هريك از عبارتاضافه خواهد شد. 
كند كه در به دو جمله تبديل مي  جمع ها (سيگماها) راهريك از ) 6رابطه (

و نام  »جمله انتگرالي«طرف راست رابطه ايبل پلانا را  اينجا نام جمله اول در
مي ناميم. اگر در كليه جملات انتگرالي  »1جمله برنچكات«جمله دوم را 

ݖتغيير متغير ) 6) در رابطه (7حاصل شده از اعمال رابطه ( ൌ
ଶగ௫

௔
را بكار  

  صورت زير بدست مي آيد:ه ت كليه جملات انتگرالي بببريم در آن صور
ܫ ൌ

ܽ
ߨ2

න ሾ݉ଶ ൅ ଶሿݖ
భ
మ݀ݖ

ஶ

଴
൅ 2

ܮ െ ܽ
ߨ4

න ሾ݉ଶ ൅ ଶሿݖ
భ
మ݀ݖ

ஶ

଴

െ
ܾ
ߨ2

න ሾ݉ଶ ൅ ଶሿݖ
భ
మ݀ݖ

ஶ

଴

െ 2
ܮ െ ܾ
ߨ4

න ሾ݉ଶ ൅ ଶሿݖ
భ
మ݀ݖ

ஶ

଴
	

)8(  
هستند اما با  اها واگرهمانطور كه از روابط انتگرالي مشخص است همه انتگرال

ها  ب اين انتگراليفاكتور گيري از انتگرالها مشخص مي شود در مجموع ضرا
 به) 4مجموع كليه جملات انتگرالي قبل از محاسبه حد رابطه ( لذا استصفر 

صفر مي  يخودبخودبه صورت  ܮو  ܾ،  ܽهر مقدار از ء صورت تحليلي و به ازا
    شود.

ܫ ൌ ൬
ܽ
ߨ2

൅
ܮ െ ܽ
ߨ2

െ
ܾ
ߨ2

െ
ܮ െ ܾ
ߨ2

൰න ሾ݉ଶ ൅ ଶሿݖ
భ
మ݀ݖ

ஶ

଴
ൌ 0	

)9(  

                                                            
1.	Branch‐cut	term 
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) باقي خواهد ماند تنها جملات برنچكات از ايبل پلانا 6بنابراين آنچه از رابطه (
به عنوان  است. براي اينكه از تكرار بعضي محاسبات مشابه جلوگيري گردد

را ) 1ܽناحيه مثال به عنوان () را 6نمونه يكي از عبارات برنچكات رابطه (
  داريم:محاسبه مي كنيم لذا 

݂ሺ݅ݐሻ െ ݂ሺെ݅ݐሻ
݁ଶగ௧ ൅ 1
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൨
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ߨ
2
ቁ
൤െ݉ଶ ൅ ቂ
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௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ

݁ଶగ௧ ൅ 1
ݐ															 ൒

݉ܽ
ߨ2

	

)10(  
ناحيه ) براي جمله برنچكات 10با استفاده از عبارت بدست آمده در رابطه (

  :داريم 1ܽ

ሺܽሻܤ ൌ න
൤െ݉ଶ ൅ ቂ

ଶగ

௔
ቃݐ
ଶ
൨

భ
మ

݁ଶగ௧ ൅ 1
ݐ݀

ஶ

೘ೌ
మഏ

	

)11(  
و داراي فرم بسته نبوده صورت تحليلي قابل محاسبه ه انتگرال فوق ب متاسفانه

را به زير  با استفاده از رابطهمخرج كسر را باشد لذا براي محاسبه آن نمي
  صورت يك عبارت جمع مي نويسيم:

1
݁ଶగ௧ ൅ 1

ൌ෍ሺെ1ሻ௝݁ିଶగ௧௝
ஶ

௝ୀଵ

	

)12(  
  ) داريم:12) و (11با استفاده از روابط (لذا 

ሺܽሻܤ ൌ෍ሺെ1ሻ௝ න ቈെ݉ଶ ൅ ൤
ߨ2
ܽ
൨ݐ
ଶ

቉
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మ
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೘ೌ
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ஶ
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ൌ෍ሺെ1ሻ௝
ଵሺ݆݉ܽሻܭ݉

݆ߨ2

ஶ

௝ୀଵ

	

)13(  
௅ି௔با جايگذاري 

ଶ
௅ି௕و  ܾ و  

ଶ
) به ترتيب مي توان بخش 13در رابطه ( ܽبجاي  

را محاسبه نمود. با  2ܾو  1ܾو  2ܽبرنچكات مربوط به هريك از ناحيه هاي 
  ) داريم:4رابطه (و استفاده از جايگذاري جملات برنچكات بدست آمده 

.஼௔௦ܧ ൌ lim
௕ ௔⁄ →ஶ

൤ lim
௅ ௕⁄ →ஶ

൤ܤሺܽሻ ൅ ܤ2 ൬
ܮ െ ܽ
2

൰ െ ሺܾሻܤ െ ܤ2 ൬
ܮ െ ܾ
2

൰൨൨	

)14(  
-ميشناسيم مي ሻݔ௡ሺܭاز تابع اصلاح شده بسل با توجه به خواصي كه حال 

توان حد هاي مربوط به ابعاد جعبه را محاسبه نمود. با محاسبه حد اول 
مشاهده مي شود كه جمله دوم و چهارم داخل كروشه به سمت صفر رفته و 

ܾهيچ تاثيري در انرژي كازمير باقي نخواهد گذاشت. با محاسبه حد  ܽ⁄ → ∞ 
واهد شد و بنابراين رابطه انرژي كازمير ميدان اسكالر نيز صفر خ سومجمله 
دار بين دو نقطه در يك فضاي يك بعدي با شرط مرزي پادنوساني به  جرم

  صورت زير مي باشد:

.஼௔௦ܧ ൌ ෍ሺെ1ሻ௝
ଵሺ݆݉ܽሻܭ݉

݆ߨ2

ஶ

௝ୀଵ

	

)15(  
بسيار  جرمهاييبا  ير براي ميدانهاي بدون جرم و يا ميدانوپاسخ مذكمحاسبه 

  به عبارات زير منتهي مي شود: گبزر

.஼௔௦ܧ ⟶

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

െߨ
24ܽ

݉	ݏܽ																																														 → 0

෍
ሺെ1ሻ௝

2݆ܽଶ
ඨ
݉	ܽ	݆
ߨ2

݁ି௠௔௝

ஶ

௝ୀଵ

ܽ݉			ݏܽ													 ≫ 1
 

)16(  

  
݉ هـاي  در اين نمودار ميزان انرژي كازمير به ازاء جرم :3 شكل ൌ 1,0.5,0.1,0 

روند اين نمودار نشان مي دهد حد بدون  بين دو نقطه رسم شده است.برحسب فاصله 
  ) بدست آمده تطابق دارد.16جرم  از رابطه انرژي كازمير جرم دار با آنچه از معادله (

  
ܽ دو فاصله مشـخص در اين نمودار ميزان انرژي كازمير به ازاء  :4 شكل  ൌ 1,0.5 

اين نمودار بوضوح نشان مي دهد كه هر  رسم شده است.جرم ميدان تغييرات برحسب 
چه ميزان جرم ميدان كمتر باشد تغييرات انرژي كـازمير آن بـراي فواصـل يكسـان از     

  شرايط مرزي بيشتر خواهد بود.

  
كازمير بدست آمده مي توان اينطور استنباط منفي انرژي با توجه به علامت 

اين روند اندازه و موجود بين دو نقطه جاذبه بوده نيروي كازمير نمود كه 
 نشان مي دهد ،رسم شده است) 3نمودار شكل (آنچه در با توجه به نيز  انرژي

تا  يافتهافزايش  ي وارده نيزاندازه نيروميزان هرچه جرم ذره كاهش يابد 
قابل تصور بين دو نقطه جائيكه براي ميدان بدون جرم بيشترين ميزان نيرو 

لازم به ) نيز ملاحظه كرد. 4نمودار شكل ( ازرا مي توان براحتي  امراست. اين 
ميدان جرم دار در يك پاسخ اين مقاله براي انرژي كازمير توضيح است كه 

بعد فضايي با شرط مرزي پادنوساني با آنچه در اين مورد در مقالات گذشته 
توانمندي روش كم  مويد بركه اين امر خود  ]4[ آمده است همخواني داشته

  ست.ا ها امر منظم سازي واگراييكردن جعبه ها در 
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