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 های کليدی واژه  چکيده

 یشعاع یا نقطه يابی ( و درونEFG) گالرکیندو روش بدون المان در اين مقاله، 

(RPIMبه منظور محاسبه م )در  یترک عرض يکاز  یناش يیتنش و جابجا یدان

  به اين منظور فرآيندی برای اتصال دو ناحیهاند.  قرار گرفته یورق مورد بررس يک

فصل مشترک پیشنهاد   المان محدود با در نظر گرفتن يک ناحیه  بدون المان و ناحیه

های بدون المان  ق، استفاده از يکی از روشراهکار پیشنهادی در اين تحقی شده است.

EFG  ياRPIM  به همراه غنی سازی و اعمال آن تنها در نواحی خاصی است که

پیشنهاد شده برای  اساس، راهکار ينبر ا باشد. روش بدون المان دارای مزيت می

های المان محدود و بدون المان، از نظر دقت و سرعت باعث بهبود  اتصال روش

با  RPIMانطباق خیلی خوب پاسخ حاصل از روش بدون المان  شود. پاسخ می

پاسخ تحلیلی به دلیل استفاده از طبیعت میدان حل در معادلات روش با استفاده 

 از غنی سازی است.

، EFG ،RPIMروش بدون المان، 

 کوپلینگ با المان محدود
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 مقدمه  -1

 تنش اطراف ترک به یدانشکل و م ییرتغ یزمدرک مکان

از  یکیمکان یها عمر سازه بینی یشو پ يمنیا يابیمنظور ارز

تنش و  یوستگیناپ یلبرخوردار است. به دل يیبسزا یتاهم

تنش و کرنش اطراف  های یدانم خطیر یغ یاتخصوص

مشکل  یارآنها بس یبرا یلیترک، بدست آوردن پاسخ تحل

 یها استفاده از روش یراخ یها رو در سال  يناست. از ا

مسائل  یلتحل یمانند المان محدود برا يبیتقر و یعدد

 یرساکن )غ یها شکست، خصوصاً در مورد ترک یکمکان

حال، روش  ين( مورد استقبال قرار گرفته است. با اينامیکد

خاص خود دارد که از آن جمله  یالمان محدود مشکلات

 یازترک دار و ن یطمح ید المان برايجابه مشکلات ا توان یم

اشاره  ينامیکید یها ترک یلتحل یمجدد برا یدبه المان بن

ابداع  1غلبه بر مشکلات فوق روش بدون المان برای کرد.

در است.  به کار رفته یتمختلف با موفق های ینهدر زمشده و 

 یناز ب یزن یبه المان بند یازها، ن روش با حذف المان ينا

 گردد.  یاز آن مرتفع م یو مشکلات ناش رود یم

[ مسأله رشد ترک خستگی را 1ت و هانک ]آقای دوفلو

EFGتحت بارگذاری متناوب با استفاده از روش 
غنی  2

سازی شده بررسی کردند. آنها رشد ترک را به صورت 

های خطی پی در پی مدل کردند که از روی  گسترش

ضرايب تمرکز تنش حاصل از يک تحلیل الاستیک خطی 

ین بودن تنش در آمد. در اين تحقیق با توجه به تک بدست می

نوک ترک، به منظور افزايش دقت پاسخ، سه گره با 

های مخصوص در محل نوک ترک اضافه شده است.  وزن

ی  ی پیشنهادی روی چند مسأله بررسی دقت روش غنی شده

ی نمونه انجام شده و در نهايت مسأله رشد ترک مورد  ساده

 توجه قرار گرفته است.

متصل کردن روش بدون  [ راهکاری برای2رائو و رحمان ]

های  و روش المان محدود به منظور تحلیل سازه EFGالمان 

                                                           

1-Meshless Method 

2-Element-Free Galerkin (EFG) Method 

و مود مختلط ارائه  Iهای مود  دار تحت بارگذاری ترک

ی ساز مدلبرای  EFG. در روش پیشنهاد شده، از اند کرده

رفتار ماده در نزديکی ترک و از المان محدود برای نواحی 

اين مرجع، از راهکار دور از ترک استفاده شده است. در 

برای  IIو  Iپیشنهادی برای محاسبه ضرايب تمرکز تنش مود 

چند مسأله دو بعدی استفاده شده و نشان داده شده است که 

های موجود  بینی شده در تطابق کامل با پاسخ مقادير پیش

دارند. در عین  تماماً المان محدود و يا تماماً بدون المان قرار

ت عدم نیاز به المان بندی در اطراف حال، اين روش، مزي

باشد.  ترک و سرعت بالای روش المان محدود را دارا می

های عددی موجود و نتايج  به منظور مقايسه با روش

آزمايشگاهی، تعدادی مسأله رشد ترک در وضعیت مود 

 مختلط حل شده و تطابق نتايج بررسی شده است.

ون المان و ی اتصال نواحی بدبرا[ روشی 3گو و ژانگ ]

المان محدود با در نظر گرفتن پیوستگی جابجايی تا هر 

. آنها به اين منظور يک ناحیه اند کردهمرتبه دلخواه ارائه 

گذار بین دو بخش المان محدود و بدون المان تعريف 

که در آن با استفاده از روش ضرايب لاگرانژ،  اند کرده

مال پیوستگی مورد نیاز به صورت معادلات قیدی اع

های اتصال  شود. در اين مرجع ذکر شده که روش می

های پیشنهاد شده در گذشته از يک مرز جدا کننده دو  میدان

کنند.  میدان برای اعمال شرط پیوستگی پاسخ استفاده می

ها وجود دارد اين است که در  مشکلی که در اين روش

های المان  های روش بدون المان با گره روی مرز بايد گره

دود منطبق باشند. بعلاوه اعمال شرط پیوستگی مراتب مح

 بالا روی اين مرز مشکل است.

 روش بدون المان گالرکين -2

توضیح مختصر درباره روش بدون المان گالرکین برای يک 

 مسئله الاستیسیته دو بعدی در اين بخش می آيد.

برای تغريب متغیر های  MLSاز درونیابی  EFGدر روش 

به صورت زير  xمی شود. جابجايی در جهت  میدان استفاده

 فرض می شود:

(1)  
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بردار  تعداد آنها و  mبردار توابع پايه،  که در آن 

ضرايب مجهول است. يک انتخاب برای توابع پايه، توابع 

 چند جمله ای تا درجه خاص است.

گره موجود  nطای زير را براساس معیار خ برای محاسبه 

( به صورت زير تعريف xدر دامنه اثر هر نقطه مورد علاقه )

 کنیم. می

 

(2)  

 

ای  يک تابع دلخواه است که به گونه که در آن 

های نزديک نقطه مورد علاقه  شود که به گره انتخاب می

بع وزن در دامنه اثر وزن بیشتری بدهد. همچنین بايد مقدار تا

 نقطه مورد علاقه بیشتر از صفر و خارج از آن صفر باشد.

ضدرايب مجهدول محاسدبه     معیدار خطدای  با حدداقل کدردن   

 شوند: می

 

(3       )  

  
 

 ای: بردار پارامترهای گره که در آن 

 

(4    )  

 

 به صورت زير محاسبه می شوند: Bو  Aتريس های و ما

 

(5     )  

 
  

 

در ( 3)از معادله  با قرار دادن مقدار بدست آمده برای 

به صورت  xجابجايی در جهت  MLS( تقريب 1معادله )

 زير بر حسب پارامتر های گره ای حاصل می شود:

            (6 )  

 

  
 بردار توابع شکل است:  بردار 

(7)  

 

  

 

معکوس پذير باشد بايد تعداد گره  Aبرای آنکه ماتريس 

های موجود در دامنه ی اثر هر نقطه ی مورد علاقه از تعداد 

 .توابع پايه بیشتر باشد

و به طور  xيب جابجايی در جهت با به دست آوردن تقر

می توان مشابه روش المان محدود با   yمشابه در جهت 

گلرکین، معادله ديفرانسیل با مشتقات جزئی  ازروشاستفاده 

الاستیسیته را به يک دستگاه معادلات خطی تبديل کرد. اين 

 معادلات به طور خلاصه در ادامه می آيد.

(8          )  

بردار جابجايی،   بردار تنش،   کرنش،  بردار که در آن 

  بردار نیروی کشش سطح و بردار نیروی حجمی،   

میدان است که شرط مرزی کشش سطحی  مرزقسمتی از 

 روی ان اعمال شده است.

آن استفاده می  MLS، از تقريب جابجايیردار به جای ب

 کنیم:

(9   )  

  

برای   MLSتابع شکل  تعداد کل گره ها،   Nکه در آن 

به ترتیب پارامتر های  و  ام و در نهايت، -jگره 

 .ام است-jبرای گره  yو  xجابجايی در جهات 

از اين جابجايی می توان بردارهای کرنش و تنش  استفادهبا 

 تقريب زده شده را محاسبه کرد:
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(11      )  

 

   

( را به صورت زير 8توان جملات معادله ) به اين ترتیب می

 محاسبه کرد:

(11)  

  
  

 

  
با انجام عملیات مشابه در مورد جملات دوم و سوم معادله 

 ( داريم:8)

(12)  

 که در آن:

(13      )  

 آيد: ( به صورت زير در می8بنابراين معادله )

(14  )  

 

( شکل نهايی دستگاه معادلات خطی حاصل از 14معادله )

 ت.اس EFGروش 

 روش درونيابي نقطه ای شعاعي -3

 1(RPIMی شعاعی )ا نقطهيابی  دروندر روش بدون المان 

 2 (RBFمیدان های جابجايی با استفاده از توابع پايه شعاعی )

 تقريب زده می شوند:

      (15 )  

  

                                                           

1Radial Point Interpolation Method 

2Radial Basis Function 

ند جمله ای ها مانند معادله ( جمله مربوط به چ15در جمله )

( است. تابعی شعاعی است که روی نقطه مورد علاقه و 1)

ام محاسبه شده است، فاصله نقطه مورد -iمحوريت گره 

 ام است.-iعلاقه از گره 

توابع شعاعی زيادی برای کاربرد های مختلف تعريف شده 

MQاست. برای مثال تابع 
که به صورت زير تعريف می  3

 شود:

 

(16)  

 

فاصله   پارامتر های کنترلی هستند و  و  که درآن 

و  متوسط گره ها از هم است. برای مسائل الاستیسیته برای 

  مناسب است. 13/1و  1/1به ترتیب مقادير   

، مقدار جابجايی تقريبی و  برای تعیین ضرايب مجهول 

 را برابر جابجايی گره ای قرار می دهیم:

 

        
 

(17   )  

                                                                           

             
 

 زير نوشت:( را می توان به صورت ماتريسی 17معادلات )

 

(18         )  

 

 که در آن:

  

(19  )  

                                                           

3Multi-quadratic 
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وجود   مجهول  mو   مجهول n( تعداد 18در معادله )

معادلات  mمعادله موجود است.  nدارد، در حالی که فقط 

 ر قالب معادلات قیدی زير اضافه کرد:ديگر را می توان د

 (21      )  

معادله به صورت زير  n+mبه اين ترتیب دستگاه معادلات 

 در می آيد:

 (21  )  

  

( 15با حل اين معادلات و قرار دادن پاسخ آن در معادله )

 داريم:

 

  

      (22 )  

  

  

  

به دستگاه  EFGوابع شکل، همانند روشتبا به دست آمدن 

 معادلات می رسیم.

  

 مسئله ترک دو بعدی برای صحت روش ها -4

ابتدا برای بررسی صحت پیاده سازی روش، مسئله مورد 

ک در يک يک تر  Iاستفاده در اين مقاله، بارگذاری مود 

میدان دو بعدی الاستیک است را بررسی می کنیم شکل 

(. پاسخ تحلیلی برای جابجايی انتهايی اين مسئله )البته با 1)

 فرض بلند بودن ورق( به صورت زير است:

 

    (23   )  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( مسئله ورق ترک دار1شکل )

بايد از   EFGعمال مدل رله به روش برای ايجاد امکان ا

يک تابع وزن شعاعی در فرمولبندی آن استفاده کرد. تابع 

 به صورت زير است:  EFGوزن مورد استفاده برای روش 

(24 )  

  

فاصله نقطه مورد علاقه از  rاست که   که در آن 

 اندازه )شعاع( دامنه ی اثر نقطه مورد علاقه است. گره و 

نیاز به استفاده از مدل رله بدرای   EFGبرای استفاده از روش 

. در مدل رلده فاصدله مدوثر نقطده ی     [4]اعمال ترک می باشد

مورد علاقه از يک گره بدا توجده بده موقعیدت ايدن دو نقطده       

در نسبت به اضلاع ترک محاسبه می شود. به اين ترتیب که 

صورت عدم وجود ترک در خدط واصدل دو نقطده، فاصدله     

موثر برابر فاصله ی فیزيکی و در صورت وجود آن، با انجام 

بزرگتر از فاصله ی فیزيکدی   يک سری محاسبات، فاصله ای

بعنوان فاصله ی موثر در نظر گرفته می شدود. بدا اعمدال ايدن     

فاصله ی موثر به تابع وزن مورد استفاده، اثر گره روی نقداط  

 پشت ترک به صورت پیوسته ای به صفر میل می کند.

 دار با روش کوپلينگ ی ورق ترک حل مسئله -5

تنش در يک ورق دارای  های جابجايی و ی میدان هنگام محاسبه

محدود باشد ای  ترک، بهتر است روش بدون المان تنها به ناحیه

که نوک ترک در آن واقع شده است. باقی نواحی ورق را 

ی کرد ساز مدلتوان با استفاده از روش المان محدود  می

 (.2شکل )

 

 

1.15 

0.8 

y 

x 

50e6 Pa steel 
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 ( ترکیب روش بدون المان و المان محدود2شکل)

حل بدون المان و المان محدود به ترتیب  ی اتصال دو ناحیه

ی  ی حل، يک ناحیه پذيرد که بین دو ناحیه زير انجام می

های  (. در اين ناحیه هم گره3شود شکل ) گذار تعريف می

ی روش المان محدود المان بندروش بدون المان و هم 

وجود دارد. توابع شکل روش المان محدود از قبل معلوم 

ی بدون المان به روش توضیح داده  حیهاست و توابع شکل نا

آيد. بنابراين، تنها بايد توابع شکل روش  شده بدست می

 ی فصل مشترک محاسبه شود. بدون المان در ناحیه

 
( MM( بین دو منطقه بدون المان )Interface( ناحیه فصل مشترک )3شکل )

 (FEMو المان محدود )

اسبه می مشترک نیز از فرمول زير مح فصلتوابع شکل 

 شوند: 

  

 

ی  ام در المان محدودی است که نقطه-Jگره  که در آن 

 در آن واقع شده است. ی  مورد علاقه

 عنوان  های مشترک را به گره بايدی بالا تنها  در معادله

ز مقدار تابع در اين معادله عبارت است ا قرار داد. 

محاسبه شده   ی ی مورد علاقه که در نقطه  گرهشکل 

 است.

 و در نهايت مشتق توابع شکل نیز به صورت زير است:

 

 
 

اول يک دستگاه معادلات خطی برای  ی معادلهکه در آن، 

 محاسبه نمود. را توان  می  ی است. با محاسبه 

با پاسخ تحليلي مقایسه -6  

روش پیشنهاد شده از توزيع تنش  سنجیصحت  منظوربه 

شده تحلیلی برای يک ترک در محیط دو بعدی استفاده 

 : [5] است

 

 

(27)  

 

ی مورد  ی نقطه عبارت است از فاصله rدر اين معادلات، 

ای آن نسبت به خط  موقعیت زاويه وک ترک و نظر از ن

 (.4ترک است شکل)

 

و  βبرابر صفر است و زوايای  αی  [ )در اينجا زاويه5ی ترک ] ( هندسه4شکل )

ϑ )کاربرد ندارند 

 

 Bو  A( دو ثابت 27معادلات ) تنشبرای استفاده از توزيع 

شرايط  های حل هستند که بايد از روی که در واقع ثابت

کنیم.  مرزی محاسبه گردند را به طور دلخواه مقدار دهی می

 

FEM 

MM 
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آمده برای تنش، مقادير  بدستمعادلات  در ادامه، از روی

( محاسبه 1دار شکل ) ی ترک تنش را روی مرزهای مسأله

کنیم. با اعمال اين مقادير تنش به عنوان شرايط مرزی  می

ش نرمال را های بدون المان ارائه شده، تن مسأله در روش

( (4)در شکل روی خط گسترش ترک )خط 

ی اين مقدار تنش با مقدار  کنیم. با مقايسه محاسبه می

توان صحت و دقت  ( می27محاسبه شده از روی معادلات )

 های عددی مورد بررسی را آزمايش کرد. روش

 گيری  نتيجه -7

از روش شکل يافته مسئله ترک دار با استفاده ر شکل تغیی

EFG  و ضريب بزرگ  2525و توزيع گره های منظم

( نشان داده شده است. 5برابر تغییرات در شکل ) 111نمايی 

همانطور که در شکل نیز مشاهده می شود يک رديف گره 

اضافی در دو طرف ترک افزوده شده است. اين گره ای 

 اضافی به منظور جلوگیری از تکین شدن دستگاه های

معادلات خطی مربوط به گره های مجاور ترک است که 

وجود ترک باعث شده تعداد گره های موجود در دامنه اثر 

 آنها کم شود.

 
 با روش بدون المان گالرکینشکل يافته ر دار تغیی ( ورق ترک5شکل )

در روش ديگر)که روش بهتری است(، می توان يک سری 

خاص که از روی پاسخ تحلیلی تغییر توابع پايه با شکل 

به دست می آيند را به توابع پايه مسئله اضافه  Iشکل مود 

1کرد )غنی سازی
 :) 

                                                           

1Enrichment 

  

فاصله شعاعی نقطه ی مورد علاقه از نوک   rکه در آن 

زاويه ی خط واصل آنها از ضلع ترک است.  ترک و 

مانند مراحل به کار رفته  طريقه اضافه کردن اين توابع پايه

[.در روش 3]( است15برای توابع چند جمله ای در معادله )

RPIM  می توان با صرف نظر کردن از نقاط پشت ترک

 هنگام محاسبه ی سهم هر گره اثر ترک را منظور کرد.

 
شکل يافته با روش درون يابی شعاعی به همراه ر دار تغیی ( ورق ترک6شکل)

 غنی سازی

ی اطراف نوک  در صورت وجود ترک بهتر است ناحیه

های تنش در آن زياد است، با استفاده از  ترک که گراديان

روش بدون المان و نواحی دوردست که از اهمیت کمتری 

برخوردار است با استفاده از روش المان محدود مدل شود. 

ی زسا مدلبه اين ترتیب هم از مزيت روش بدون المان برای 

فت سرعت زيادی را ايم و هم ا تر ترک سود برده دقیق

 (. 7متحمل نشده ايم)شکل 

 
و روش المان محدود برای  RPIMترکیب روش بدون المان  (7)شکل

 ی مسئلهساز مدل



  الاستيک حالت در بعدی دو ترک بررسي برای تحليلي حل و المان بدون های روش ارزیابي  
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( 8و پاسخ تحلیلی در شکل ) RPIMمقايسه پاسخ روش 

آمده است. مقدار تنش نرمال روی خط گسترش ترک 

ی  در معادله Bو  Aرده شده است. مقادير پارامترهای آو

و صفر در نظر گرفته شده  51×114به ترتیب برابر ( 27)

 است.

 (27ی) با پاسخ تحلیلی معادله RPIMی پاسخ روش بدون المان  ( مقايسه8شکل)

بینی  ( پیدا است، مقدار تنش پیش8که ازشکل ) طور همان

دون المان بدون غنی سازی با نزديک شده توسط روش ب

شدن به نوک ترک )سمت چپ نمودار تنش( از مقدار 

  گیرد. تحلیلی فاصله می

( مشخص است انطباق خیلی خدوب  9همانطور که از شکل )

بدا پاسدخ تحلیلدی     RPIMپاسخ حاصل از روش بدون المان 

به دلیل استفاده از طبیعت میددان حدل در معدادلات روش بدا     

 ز غنی سازی است.استفاده ا

غنی سازی شده با پاسخ  RPIMپاسخ روش بدون المان   مقايسه (9)شکل

  (27ی ) تحلیلی معادله

ی بدون المان رسم  مقدار تنش تنها در ناحیه( 11شکل) در

به دلیل  (9شکل )شده است. انطباق بهتر اين حالت نسبت به 

 ستهای بدون المان ا چگالی بیشتر گره

غنی سازی شده متصل  RPIMی پاسخ روش بدون المان  مقايسه (11شکل) 

 (27ی ) معادلهشده به روش المان محدود با پاسخ تحلیلی 

 جمع بندی-8.

ارائه شده با استفاده از يک توزيع  راهکارصحت سنجی   -1

تنش تحلیلی انجام شده است که نشان از درستی 

بکار رفته دارد. در جريان اين صحت سنجی های  سازی پیاده

سازی بر روی دقت تنش  نشان داده شده که اثر مثبت غنی

بینی شده بسیار زياد است. راهکار اتصال پیشنهاد شده  پیش

 افزايد. اين پاسخ دقیق می به یدنرسنیز به سرعت 

دهد  راهکار کوپلینگ ارائه شده اين امکان را به ما می -2

ی مربوط به المان محدود و يا  تغییر در ناحیهکه بدون ايجاد 

ی بدون المان، اين دو ناحیه را  ايجاد محدوديت برای ناحیه

به هم متصل کرد. همچنین در جريان اين کوپلینگ هیچ 

شود. نشان داده شد که با  گونه متغیرهای اضافی ايجاد نمی

استفاده از روش کوپلینگ ارائه شده، دقت افزايش پیدا 

 يابد. و زمان حل کاهش می کند می

يکی از مزايای روش های بدون المان امکان افزودن  -3

به اين ترتیب می توان در هر جايی از  دلخواه گره ها است.

میدان حل که نیاز به دقت بیشتری است، چگالی نقاط را 

 افزايش داد و نیازی به المان بندی مجدد نیست.
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ن پاسخ های مزيت ديگر اين روش ها به دست آورد -4

پیوسته است. میدان های جابجايی و تنش در المان محدود 

پیوسته و هموار نیستند. اما در روش بدون المان نیاز به هیچ 

، میدان های حاصل Post-Processingگونه عملیات 

 پیوسته اند.
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