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 هاي کليدي واژه  چکيده

های فروان دارند. با ساخت این  های مختلف صنعت کاربرد دار در بخش های سوراخ دیسک

دست آورد. تحلیل  توان به ها می آنها از جنس مواد مدرج تابعی، قابلیت های بیشتری از  دیسک

به ما کمک کند.  در این مقاله،   تر آن چه کارآمد تواند در ساخت هر می  ارتعاشی این نوع دیسک

سازی و بررسی ارتعاشات آزاد دیسک از جنس مواد مدرج تابعی در راستای ضخامت، با  مدل

طراحی و تحلیل مواد   ر آباکوس در زمینهافزا جا که در نرم است. از آن افزار آباکوس انجام شده نرم

است.  زار انجام شدهمدرج تابعی المان خاصی تعریف نشده است، مدل سازی این مواد در این نرم اف

نتایج  سنجی، نتایج تحلیل آباکوس با نتایج موجود در مقالات مقایسه شده است.به منظور صحت

بیشتر در راستای تغییرات خواص، نتایج های  دهد که با تعریف لایه دست آمده نشان می به

 شود. تر می  های دقیق نزدیک آمده به جواب دست به

مواد مدرج تابعی، دیسک، تحلیلل ارتعاشلی،   

 افزار آباکوس نرم

                                                           
 ، دانشکده مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی شهرکارشناس ارشد-1

 د خمینی شهرآزاد اسلامی واحدانشیار، دانشکده مکانیک، دانشگاه  -2



 ازجنس مواد مدرج تابعي تحليل ارتعاشي دیسک

 
 

03 

 مقدمه -1

ارتعاشات آزاد دیسک ساخته شده از مواد در این مقاله 

افزار آباکوس مورد  مدرج تابعی ساکن، با استفاده از نرم

گیرد. مدول الاستیسیته و چگالی دیسک  سی قرار میبرر

کنند. در مسائل  مورد مطالعه در راستای ضخامت تغییر می

دست آوردن فرکانس های  ترین هدف به ارتعاش آزاد مهم

طبیعی است که برای دیسک با شرایط مرزی مختلف 

آیند و تاثیر عوامل مختلف بر آن مورد بررسی  دست می به

 گیرد. قرار می

[ ارتعاش سه بعدی 1، لی یو و لی ]2222در سال 

دار ضخیم را مورد  ای سوراخ ای و دایره های دایره ورق

بررسی قرار دادند و آن را با روش اجزاء محدود حل کردند. 

[  به بررسی ارتعاشات 2یو و همکاران ] در همین سال لی

ای چرخان، با روش المان  ی حلقه متقارن محوری صفحه

، 2222 در سال ا شرایط مرزی مختلف پرداختند.محدود و ب

تحلیل ارتعاش سه بعدی استوانه [ 4،2ژو و همکاران ]

دار را با  ای سوراخ ای و دایره های دایره دار و ورق سوراخ

انجام دادند. آنها روابط مربوطه را بر  1ریتز -روش چبیشف

های کوچک  اساس تئوری الاستیسیته خطی برای تغییر شکل

ای چبیشف  آوردند و سپس حاصلضرب چند جمله دست به

  کرد، به در تابع مرزی که شرایط مرزی هندسی را ارضا می

عنوان توابع مجاز انتخاب کردند و با روش ریتز معادلات را 

[ در سال 6،5شیانگ هو چی و ین لنگ چانگ ] حل نمودند.

به تحلیل و بررسی رفتار مکانیکی یک صفحه  2226

ستیک بر روی بستری از مواد مدرج تابعی مستطیلی شکل الا

با ضخامت متوسط که در معرض بارگذاری عرضی و با 

مواد تکیه گاه ساده بود، پرداختند. ضریب پواسون در صفحه 

صورت پیوسته  ثابت بوده و مدول یانگ آن به مدرج تابعی

در طول ضخامت با توجه به کسر حجمی از ترکیبات با 

                                                           
1 Chebyshev-Ritz 

نمایی تعریف شد. در این مقالات حل  قانون توانی و یا تابع

معادلات بر اساس تئوری کلاسیک ورق و سری  فوریه 

  دست آمده با نتایج روش دست آمده است و نتایج به به

 عددی المان محدود محک زده شده است.

یک راه حل نیمه تحلیلی  2227[ در سال 7نی و ژانگ ]   

واد مبرای ارتعاشات سه بعدی صفحات مدور از جنس 

دست آوردند. در این مقاله تحلیل ارتعاشات  به مدرج تابعی

، مواد مدرج تابعیآزاد و اجباری سه بعدی صفحه مدور از  

دست آمده است. در این سال  با شرایط مرزی مختلف، به

[ ارتعاشات آزاد صفحات 8همچنین ابراهیمی و راستگو ]

های  حلقوی ساخته شده از مواد مدرج تابعی با لایه

دست آمده را با  را بررسی کردند و نتایج به 2پیزوالکتریک

 ند.کردمقایسه  مقالات موجود 

ها بر همگان واضح است، بنابراین در این  اهمیت دیسک   

افزار  سازی و تحلیل مسئله با کمک نرم مقاله، به مدل

سازی و نتایج  آباکوس پرداخته و درستی روش مدل

های انجام شده، بررسی  ارآمده را با مقالات و ک دست به

های  افزار با پیشرفت تکنولوژی و طراحی نرم خواهیم کرد.

طراحی با هزینه  عواملتوان با در نظر گرفتن  مختلف می

های  تر به تحلیل و بررسی اجزاء مختلف دستگاه کمتر، سریع

ترین  یکی از قوی 2افزار آباکوس صنعتی پرداخت. نرم

های مکانیکی است که  نه تحلیلهای موجود در زمی افزار نرم

پذیر در حل مسائل به  افزار انعطاف امروزه به عنوان یک نرم

های مهندسی دنیا  در پژوهشکده 4روش اجزاء محدود

ای پیدا کرده و به عنوان نرم افزار قدرتمند  جایگاه ویژه

 شود. مهندسی در مراکز تحقیقاتی از آن استفاده می

 

                                                           
2 Piezoelectric 
3 Abaqus 
4 Finite Element Method (FEM) 
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 بيان مسئله -2

دست آوردن  معرفی مسئله و به بخشهدف از این 

طور که در شکل  معادلات ارتعاشی حاکم بر آن است. همان

مسئله عبارت است از یک  ی شود، هندسه ( دیده می1)

 .است  hو ضخامت Rدیسک ساکن  با شعاع 

 
 نمای بالا و راست دیسک (1شکل )

تغییر مدول الاستیک و دانسیته ها  فرکانس طبیعی آن

طور پیوسته بوده و طبق روابط  دیسک در راستای ضخامت به

 کند.  زیر تغییر می

(1) 1
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یسک مورد بررسی برای مدل سازی و تحلیل ارتعاشی د

تر مدل شده و نتایج به  قبل از هر چیز دو مدل ساده

 .آمده با نتایج موجود مقایسه شده است دست

 دیسک همگن دوار -2-1

برای بررسی صحت و دقت روش حل با آباکوس، 

چند دیسک با نسبت شعاع داخلی به خارجی متفاوت، نسبت 

شعاع به ضخامت، سرعت چرخشی و سه شرط مرزی 

آمده  دست به( را بررسی کرده و 2ف مطابق شکل )مختل

 است.

 ورق مورد بررسی از جنس استیل با مشخصات زیر است:

210E Gpa    0.3       
37810

kg
m

   

E  معرف مدول الاستیسیته وρ  وν چگالی و ترتیب   به

 ضریب پواسون هستند.

صورت زیر تعریف  ی به وت هندسی ورق حلقمشخصا

 است: شده

5,10,20,50a
h
       0.1,0.25,0.5b

a
  

a  وb ورق و ترتیب معرف شعاع بیرونی و داخلی  بهh 

 نیز معرف ضخامت ورق است که در مقدار آن ثابت است.

 
[2( شرایط مرزی در مرجع ]2شکل )  

 و فرکانس طبیعی  سرعت چرخشی ورق 

 [:2اند ] بعد شده صورت زیر بی به

(2) 2 8a h D  

(4) 2a h D   

D .نیز معرف مقدار سختی خمشی دیسک است 

(5) 
3

212(1 )

Eh
D





 

افزار  در نرم سازی ایید اعتبار روش مدلجهت ت

بین نتایج حاضر و نتایج موجود قبلی  ای آباکوس، مقایسه

بعد مود اول و دوم  های طبیعی بی انجام شده است. فرکانس

ترتیب در جدول  چرخشی متفاوت، به های دیسک در سرعت

 ( نشان داده شده است.2( و جدول )1)

ناچیزی با نتایج موجود از دست آمده دارای اختلاف  نتایج به

 [ هستند که در این جداول ارائه شده اند.2] مرجع

 دیسک ساکن از جنس مواد مدرج تابعي 2-2

با مدل کردن یک دیسک ساکن از جنس مواد مدرج 

افزار با نتایج موجود مقایسه  دست آمده از نرم تابعی، نتایج به

 شوند. می

R 
h 
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 [2دار ] ی همگن سوراخ اول مربوط به صفحه بعد مود های طبیعی بی فرکانس (1جدول )

 
b/a= 25/2  b/a= 5/2   

a/h a/h 

  B.C 5 12 22 52 5 12 22 52 

4 

C-F 
 

1117/11 2121/12 6142/12 8117/12 6227/17 2166/22 1444/22 1824/21 Liu [2] 

71/12 78/12 84/12 85/12 25/22 12/22 2/21 26/21 Present 

SS1-F 
 6222/1 2247/12 5226/12  4426/14 4125/15 121/15 Liu [2] 

51/12 61/12 12/12 25/11 56/15 87/15 22/16 27/16 Present 

SS3-F 
 

 1728/1 8142/1 1125/12  1452/12 2228/14 8655/14 Liu [2] 

656/1 18/12 22/12 21/12 15/12 22/12 41/12 41/12 Present 

8 

C-F 
 

  5812/22 2121/22  5284/22 8152/24 5616/25 Liu [2] 

 65/22 22/22 14/22  77/24 74/25 74/25 Present 

SS1-F 
 

  46/11 21/22   742/21 2451/21 Liu [2] 

 22/21 11/21 22/21  68/21 76/21 12/21 Present 

SS3-F 
 

  1851/18 2478/11   8814/27 4885/21 Liu [2] 

 61/18 41/18 42/18  4/24 48/22 75/22 Present 

 

 

 [2دار ] ی همگن سوراخ بعد مود دوم مربوط به صفحه های طبیعی بی ( فرکانس2جدول )

 
b/a= 25/2  b/a= 5/2   

a/h a/h 

  B.C 5 12 22 52 5 12 22 52 

4 

C-F 
 

1251/22  6212/42  212/47  115/48  641/47  121/77  6187/81  225/12  Liu [2] 

12/41  8/45  84/47  52/48  28/64  1/81  24/11  72/14  Present 

SS1-F 
 4128/26 5624/21 6558/42  1221/61 7154/72 626/72 Liu [2] 

22/27  22/42  21/41  17/41  82/58  84/68  14/72  68/74  Present 

SS3-F 
 

 6212/24 1522/28 4214/42  6251/51 2515/68 622/72 Liu [2] 

57/25  72/28  72/42  21/41  72/47  24/57  46/68  42/71  Present 

8 

C-F 
 

  2162/72 2242/72  5822/14 578/112 71/118 Liu [2] 

 26/72 52/72 8/72  7/121 1/117 8/111 Present 

SS1-F 
 

  2852/62 5228/65   5162/16 6/122 Liu [2] 

 2/67 45/67 11/67  16/11 5/122 1/124 Present 

SS3-F 
 

  1227/62 7218/62   8821/11 421/11 Liu [2] 

 62/62 2/62 55/62  27/14 7/86 67/81 Present 
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( یک دیسک از جنس مواد مدرج تابعی را 2شکل )

ی پیزوالکتریک در بالا و پایین دیسک  نشان  با دو لایه

 [.8دهد ] می

 
ی  ک ساخته شده از مواد مدرج تابعی با دو لایهدیس (2شکل )

 [8]الکتریک  پیزو

خواص دیسک ساخته شده از مواد مدرج تابعی در 

 کند: کند و از روابط زیر پیروی می جهت ضخامت تغییر می

(6) 1
( ) ( )
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(7) 1
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به   cو  cEمعرف اندیس درجه بندی، gدر روابط فوق 

و  mEترتیب معرف مدول الاستیسیته و چگالی سرامیک و 

m  نیز به ترتیب معرف مدول الاستیسیته و چگالی  فلز

 ها برابراند با: هستند که مقادیر آن

205cE Gpa       
38900c

kg
m

   

200mE Gpa       
37800m

kg
m

   

600or mm    10fh mm     2ph mm  

برای مدل کردن قسمتی از دیسک که از جنس مواد 

فزار باید دیسک را در جهت ا مدرج تابعی است، در نرم

لایه  22بندی دیسک به تعداد  بندی کرد. با لایه ضخامت لایه

در راستای ضخامت و تخصیص دادن خواص مربوط به هر 

های قابل قبولی، با اختلاف ناچیز نسبت به نتایج  لایه، جواب

دست آمد. مقایسه نتایج تحلیل آباکوس  با  [، به8مرجع ]

( 4( ارائه شده است. از شکل )2ول )[ در جد8نتایج مرجع ]

سازی با  دست آمده از حل و مدل شود که نتایج به دیده می

[ اختلاف بسیار 8افزار آباکوس با حل تحلیلی مرجع ] نرم

 ناچیزی دارند.

 [8سازی و نتایج مرجع ] دست آمده از مدل سه مود اول به (2جدول )

اندیس 

درجه 

 بندی

شماره  

 مود
FGM دیسک 

g m 

ایج نت

 سازی مدل

نتایج مقاله 

[12] 
 %خطا

 

 (فلز) 2

1 28/121 27/121 22718/2  

2 85/281  72/281 251778/2  

2 61/474  45/472 24521/2  

1 

1 667/125  42/125 174118/2  

2 66/281  78/281 24251/2  

2 228/462  45/462 22284/2  

2 

1 721/122  62/122 281561/2  

2 661/277  24/278 12621/2  

2 771/452  24/454 12248/2  

5 

1 141/122  26/122 262875/2  

2 42/276  85/276 15522/2  

2 752/451  21/452 14122/2  

7 

1 864/122  78/122 262262/2 

2 846/275  25/276 14624/2  

2 812/452  46/451 14252/2  

1 

1 721/122  72/122 226782/2  

2 522/275  21/276 22527/2  

2 284/452  84/452 12222/2  

12 

1 655/122  55/122 271215/2  

2 41/275  71/275 12771/2  

2 1/452  66/452 12426/2  
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 [8بندی بر فرکانس اول و مقایسه با مرجع ] اثر اندیس درجه (4شکل )

 گيري نتيجه -1

ارائه شده به بررسی و تحلیل ارتعاشی دیسک   در مقاله

ج تابعی در راستای ضخامت با ساخته شده از مواد مدر

دست  کمک آباکوس پرداخته شده است. با توجه به نتایج به

های طبیعی  های مختلف بر فرکانس آمده، تاثیر پارامتر

 صورت زیر جمع بندی شده است: دیسک به

. برای دیسک ساخته شده از مواد مدرج تابعی با تابع 1

بندی،  هتوانی در راستای ضخامت، با افزایش تعداد لای

شود و  فرکانس به سمت مقدار مشخصی همگرا می

 دهد. تری را نتیجه می های دقیق جواب

، طبق 12تا  2از   gبندی  . با افزایش اندیس درجه2

رابطه تعریف شده، خواص دیسک به ماده تعریف شده در 

کند و  سطح بالایی دیسک )در این مقاله سرامیک( میل می

 یابند. فرکانس های طبیعی کاهش می

. با افزایش سرعت چرخشی دیسک، فرکانس طبیعی 2

 یابد. نیز افزایش می
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