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 مبناي تئوري الاستيسيته غيرمحلي و روش گالركين
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 هاي كليدي واژه  چکيده

كنند. بديهی است ها نقش بسزايی ايفا میهاي كربنی در تقويت كامپوزيتنانولوله

ها در هنگام كاربرد، شکل منظم ابتدايی خود را حفظ نمی كه برخی از نانولوله

تواند در حین فرآيند ساخت يا بعد شوند. اين اعوجاج میكنند و دچار اعوجاج می

سازي اين نوع ي تأثیر ماتريس رخ دهد. بر اين اساس، مدلاز آن درنتیجه

تواند خطايی قابل ملاحظه را با تیر بدون انحنا، می نانوساختار به صورت پوسته يا

هاي داراي انحناي اولیه مورد مطالعه نتايج همراه كند. در اين مقاله، خمش نانولوله

گیرد. معادلات تعادل بر پايه تئوري الاستیسیته غیر محلی به كمك اصل قرار می

براي حل آنها بهره سازي انرژي پتانسیل كل، استخراج و از روش گالركین كمینه

شود. حل استفاده می سازي بستر الاستیكبراي  مدل شود. از مدل وينکلرگرفته می

خیز حاصل از دستگاه معادلات غیرخطی به كمك روش عددي نیوتن رفسون 

گیرد و در نهايت تأثیر مقیاس كوچك، انحناي اولیه و مدول صورت  می

 بررسی قرار خواهد گرفت.ها مورد فونداسیون بر روي خیز نانولوله

ي كربنی با انحناي تحلیل خمش، نانولوله

ي غیرمحلههی، اولیههه، تئههوري الاستیسههیته  

 روش نیوتن رفسون، روش گالركین.

                                                           
 انشگاه صنعتی اصفهاندانشجو، دانشکده مکانیك، د-1

 استاد، دانشکده مکانیك، دانشگاه صنعتی اصفهان -2
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  مقدمه -1

 توسط ايجیما 1331هاي كربنی در سال با كشف نانولوله

و اين به ، انقلاب عظیمی در زمینه نانوفناوري رقم خورد [1]

ي مکانیکی، حرارتی، الکتريکی و العادهدلیل خواص فوق

مغناطیسی آنها بوده است. از نظر خواص مکانیکی 

شده هستند تا جايی كه استحکام ترين مواد شناخته سخت

كه تنها يك ششم باشد؛ در حالیآنها تا صد برابر فولاد می

ا رتی، تحراوزن نمونه فولادي را دارا هستند. از نظر خواص 

ºC 2022  در خلأ( پايدار هستند و قابلیت هدايت گرمائی(

 .[2]باشدآنها تا دو برابر الماس می

ها، وابسته به فهم دقیق خصوصیات و طراحی مؤثر نانوسیستم

روند. است كه در ساخت آنها بکار می هايیپاسخ نانوسازه

ها در ساخت ابزار و وسايل با توجه به پتانسیل بالاي اين سازه

در مقیاس نانو، تعیین خصوصیات مکانیکی و الکتريکی آنها 

ي واكنش آنها با محیط مجاور از اهمیت براي مطالعه

ها، اي برخوردار است. براي تحلیل دقیق نانوسازه ويژه

و نیروهاي بین اتمی  1ي كوچكدرنظرگرفتن اثر اندازه

ارد ممکن است به پوشی از اين موضروري است و چشم

 نتايجی با خطاي قابل ملاحظه منجر شود. 

هاي مختلفی براي تعیین خصوصیات مکانیکی و رفتار روش

ي اصول ها بر پايهها وجود دارد. يکی از اين روشنانوسازه

مکانیك كوانتوم است. اين روش اگر چه نتايج بسیار دقیقی 

محدود شدن به دهد، اما به دلیل محاسبات پیچیده و ارائه می

هاي ها كارايی وسیعی ندارد. در روشبرخی از سیستم

تجربی براي اعمال بارهاي مکانیکی بر روي نانوسازه و 

هاي نیروي اتمی استفاده بررسی پاسخ آن، از میکروسکوپ

كه نتايج حاصل از آزمايش براي شود. با وجود اينمی

يك  هاي رياضی، مفید هستند، ازبررسی صحت نتايج مدل

سو دسترسی به اين وسايل و از سوي ديگر كنترل آزمايش 

ها هاي اين روشدر مقیاس نانو مشکل است. محدوديت

هاي محاسباتی و باعث شد تا محققان به جستجوي روش

هاي مولکولی رياضی در اين زمینه بپردازند. ابتدا از مدل

براي اين منظور استفاده گرديد كه با وجود انطباق نتايج 

                                                           
1-Small scale effect 

اصل از اين روش با مشاهدات آزمايشگاهی، حجم زياد ح

هاي مولکولی تنها محاسبات باعث شد كه استفاده از مدل

هاي كوچك )با تعداد مولکول كم( براي آنالیز نانوسازه

ها در مورد توجه قرار گیرد. بنابراين، مدل كردن نانوسازه

هاي هاي ديگر از جمله تئوريابعاد بزرگ با استفاده از روش

هاي هاي پیوسته مورد توجه قرار گرفت. مدلمکانیك محیط

توانند محیط پیوسته كلاسیك، مقیاس آزاد هستند و نمی

هاي  آثار كوانتومی را به حساب آورند؛ بنابراين، تئوري

هاي پیوسته گزارش  اصلاح شده مختلفی از مکانیك محیط

اند كه اثر مقیاس كوچك را مورد بررسی قرار شده

 2توان تئوري الاستیسیته كوپل تنشهند؛ از آن جمله مید می

، تئوري كوپل تنش [4] 9تئوري گراديان كرنش [9]

را [6] 5ارينگن و تئوري الاستیسیته غیرمحلی [5] 4شده اصلاح

 نام برد. 

هايی است تئوري الاستیسیته غیرمحلی ارينگن از جمله روش

بر اجتناب از حل معادلات پیچیده، توانايی كه علاوه

ها در ابعاد بزرگ را نیز دارد. در اين وسازهبینی رفتار نان پیش

ريزي شد، هاي ارينگن پايهبا مقاله 1392تئوري كه در سال 

با اين فرض كه تنش در يك نقطه، تابعی از كرنش در كلیه 

ي وسیعی از نیروهاي بین نقاط ناحیه مورد نظر است، گستره

ر ها داتمی و مولکولی و ابعاد طول داخلی )فاصله بین اتم

 ي بلورين( در روابط ساختاري وارد شده است.شبکه

همانطور كه اشاره شد، تئوري غیرمحلی ارينگن از جمله 

هايی است كه اخیراً توجه بسیاري از محققان را به روش

خود جلب كرده است. اين تئوري در حل مسائلی نظیر 

انتشار موج در محیط پیوسته، تحلیل ترك و مکانیك 

شده و نتايج حاصل از آن با مشاهدات  شکست بکار گرفته

 .[9] خوانی داردتجربی هم

براي اولین بار از تئوري  [0] 6پديسون 2229در سال 

ي آثار اندازه در منظور مطالعهي غیرمحلی بهالاستیسیته

هاي با ابعاد كوچك بهره گرفت. وي خمش سازه

ي غیرمحلی بررسی میکرو/نانوتیرها را با مفهوم الاستیسیته

                                                           
2-Couple stress elasticity theory  
3- Strain gradient theory 

4- Modified couple stress theory 

5- Eringen’s nonlocal elasticity theory 
6- Pediesson  
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هاي كوچك نمود و مشاهده كرد كه آثار اندازه در مقیاس

ه به بزرگی پارامترهاي باشد و بزرگی آثار اندازمهم می

وابسته است. سپس تعدادي از محققان براي  1غیرمحلی 

ها از اين ي آثار اندازه بر روي رفتار مکانیکی نانوسازهمطالعه

در سال  [3]و همکارانش 2تئوري استفاده كردند. پین لو

هاي ها را با استفاده از تئوريحل ارتعاش آزاد نانولوله 2226

تیر و با الگو گرفتن از فرم ديفرانسیلی تئوري غیرمحلی ارائه 

هاي مختلف تیر تئوري 2229در سال  [12] 9كردند.  ردي

را براي آنالیز  4نظیر اويلربرنولی، تیموشنکو، ردي و لوينسون

ها بازنويسی كرد. در استاتیکی، دينامیکی و پايداري نانوسازه

بر مبناي تئوري الاستیسیته  [11] 5آيدوگدو 2223سال 

غیرمحلی، به تحلیل خمش، كمانش و ارتعاشات نانوتیرها 

هاي فركانس 2212در سال  [12] 9و چنگ 6پرداخت. لی

طبیعی نانوتیري با سطح مقطع غیريکنواخت را با درنظر 

 0ريتزگرفتن شرط مرزي گیردار با بکار بردن روش ريلی

با استفاده از روش  2211در سال  [19]3سیمسك ارائه كردند.

هاي تیر تیموشنکو، گالركین و درنظر گرفتن فرض

هاي تعبیه شده در محیط الاستیك را تحت ارتعاشات نانولوله

بار دينامیکی بررسی كرد. وي تأثیر پارامترهاي مختلف نظیر 

بار را و سرعت حركت  12ضريب مقیاس، مدول فونداسیون

 بر روي پاسخ دينامیکی مطالعه نمود. 

هاي دينامیکی مختلفی كه با الگو گرفتن از بر تحلیلعلاوه

هاي تحلیلی و هاي متفاوت تیر و بر مبناي روشتئوري

ي بررسی پايداري عددي صورت گرفته است، در زمینه

به  11ها نیز نتايج قابل توجهی منتشر شده است. زنگنانوسازه

كمانش الاستیك  2226در سال  [14]کارانشهمراه هم

ي تحت فشار شعاعی را با هاي كربنی چندلايهنانولوله

و  12بکارگیري مدل پوسته بررسی كردند. مورمو

                                                           
1-Nonlocal parameter  

2-Pin Lu 
3-Reddy  

4-Levinson  

5-Aydogdu  
6-Lee  

7-Chang  

8-Rayleigh Ritz  
9-Simsek  

10-Foundation modulus  

11-Zhang Y.Q. 
12-Murmu 

سازي با استفاده از روش مربع 2223در سال  [15]همکارش

ل پايداري ديفرانسیلی و فرضیات تیر تیموشنکو به ح

لايه در محیط الاستیك دست يافت. هاي كربنی تكنانولوله

وي تأثیر پارامتر غیرمحلی، مدول فونداسیون و ابعاد 

 هاي تك جداره را بر روي بار كمانش مطالعه نمود. نانولوله

ها كمانش پیچشی نانولوله 2223در سال  [16]الحسینیخادم

ار داده و نتايج حاصل از اين تئوري را با را مورد بررسی قر

هاي كلاسیك و روش هاي دينامیك مولکولیسازيشبیه

هاي وي نشان داد كه اختلاف بار مقايسه كرد. بررسی

هاي مختلف نظیر كلاسیك كمانش محاسبه شده در تئوري

هاي با ابعاد كوچك چشمگیر است و غیرمحلی، در نانوسازه

تدريج اين اختلاف قطر نانولوله، به %(. با افزايش42)حدود 

بینی شده با كاهش يافته و مقادير كلاسیك به مقادير پیش

 شوند. تئوري غیرمحلی همگرا می

هاي بار كمانش نانولوله [19] 19سنتیلکومار 2212در سال 

لايه را با استفاده از روش تبديلات ديفرانسیلی براي تك

مرزي به دست آورد و براي بررسی صحت چهار نوع شرط 

و  14نتايج، نتايج اين روش را با حل دقیق مقايسه كرد. ونگ

گیري از مدل غیرمحلی با بهره 2212در سال  [10]همکارانش

ارينگن، تأثیر مقیاس كوچك را بر روي كمانش حرارتی 

تساب تأثیر ها با درنظر گرفتن مدل تیموشنکو و با احنانولوله

هاي برشی و اينرسی دورانی مطالعه كردند. آنها تغییر شکل

هاي دريافتند كه در مودهاي بالاتر و به ازاي نسبت

بینی دقیق بار كمانش بايد تر طول به قطر، براي پیش كوچك

به  15آثار برش و اينرسی دورانی را مدنظر قرار داد. سیولك

هاي  كمانش و خیز نانولوله 2211در سال  [13] 16كمك دمیر

لايه را با استفاده از تئوري ارينگن محاسبه كرده و با تك

ي نتايج غیرمحلی با اعداد به دست آمده از تئوري مقايسه

كلاسیك، متوجه شدند كه با كاهش ابعاد سازه براي 

بینی دقیق بار كمانش و نیز خیز آن، بايد تأثیر نیروهاي  پیش

 [22] 10و دوان 19و مولکولی را درنظر گرفت. ونگ بین اتمی

                                                           
13-Senthilkumar  

14-Wang Yi-Ze  
15-Civalek  

16-Demir  

17-Wang C.M.  
18-Duan  
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با  1هاحل دقیقی را براي ارتعاش آزاد نانوحلقه 2220در سال 

گیري از تئوري الاستیسیته غیرمحلی بمنظور وارد كردن بهره

آثار مقیاس كوچك منتشر كردند. آنها همچنین تأثیر تغییر 

ها هاي طبیعی نانوحلقهشرايط مرزي را بر روي فركانس

به بررسی رفتار  2212در سال  [21] 2بررسی نمودند. تپه

اي هاي خمیده تحت بارگذاري داخل صفحهنانولوله

پرداخت. وي تأثیر پارامتر غیرمحلی را بر روي خیز، نیروي 

ها به كمك روش مقادير برشی و ممان خمشی اين نانوسازه

حل  2229در سال  [22]ه نمود. ونگ و دوانمطالع 9اولیه

هاي مدور متقارن، با شرايط دقیقی را براي خمش نانوورق

گاهی ساده و گیردار منتشر كردند. ردي و تکیه

بندي تئوري الاستیسیته فرمول 2223در سال  [29]آقابابايی

هاي برشی ثر تغییر شکلغیرمحلی را براي منظور نمودن ا

مرتبه سوم براي ارتعاش آزاد و تغییر شکل خمشی ورق 

 2212در سال  [24]بازنويسی كردند. شهیدي و بابايی

هاي چهارضلعی را با روش گالركین مطالعه پايداري ورق

كرده و تأثیر پارامتر غیرمحلی و پارامترهاي هندسی را بر 

 ررسی نمودند.روي بار كمانش ب

با روش اجزا محدود ارتعاش  2212در سال  [25]انصاري

گرافین چند لايه در بستر ارتجاعی را براي ورق مستطیلی 

 حل نمود.

هاي با توجه به كمبود مطالعات انجام شده بر روي نانوسازه

غیر منظم، در اين مقاله سعی بر آن است كه رفتار مکانیکی 

وع نانوساختار مورد بررسی قرار گیرد. بدين منظور از اين ن

مدل تیر كلاسیك به همراه تئوري الاستیسیته استفاده 

ها به صورت انحناي شود. در اين مقاله، اعوجاج نانولوله می

ها با اولیه مدل شده است. معادلات حاكم بر خمش نانولوله

ئوري تیر در نظر گرفتن اثر بستر الاستیك و با استفاده از ت

سازي انرژي پتانسیل كل اويلر برنولی، بر مبناي اصل كمینه

استخراج و سپس اين معادلات با درنظر گرفتن شرايط مرزي 

ساده در دو انتهاي سازه، به كمك روش گالركین حل شده 

 است.

 

                                                           
1-Nanoring  
2-Tepe  
3-Initial values method  

 معادلات حاكم -8

غیرمحلی ي متشکله با فرض تئوري شکل ديفرانسیلی معادله

براي مسائل يك بعدي به صورت زير بیان  [26]ارينگن 

 :شود می
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σ پارامتر غیرمحلی، در رابطه فوق 
nl  تانسور تنش

σغیرمحلی و 
lباشد. تانسور تنش كلاسیك يا محلی می 

كربن، اندازه -طول مشخصه داخلی )طول پیوندهاي كربن

هاي كربنی مقدار و...( است و براي تحلیل نانولوله 4دانه

. [29]نانومتر به آن اختصاص داده شده است 142/2

0e ضريب ثابتی است كه مقدار آن براي هر ماده با

 93/2گردد. ارينگن عدد هاي آزمايشگاهی تعیین می روش

. مطالعات انجام شده نشان [6]را براي آن پیشنهاد كرد

باق كامل براي انط 0eدهند كه انتخاب مناسب پارامتر  می

با نتايج تجربی دشوار است.  غیرمحلی تئوري الاستیسیته

 2تا  2را بین  ae0، حدود 2225در سال  [28] 5ونگ

معرفی نمود. تحقیقات صورت گرفته بر روي  نانومتر

ها و انتخاب پارامتر مقیاس در رنج ارائه شده توسط نانوسازه

در اين رنج،  غیرمحلین داد كه انتخاب پارامتر ونگ، نشا

هاي دينامیك سازينتايج قابل قبولی را در مقايسه با شبیه

 دهد. در تحقیق حاضر، مولکولی و نتايج تجربی ارائه می

  از مقادير
 

22

0 )(4,3,2,1,0)( nmae     براي

 .[29]سازي اثر اندازه كوچك استفاده شده است شبیه

ها در تقويت با توجه به كاربرد گسترده نانولوله

ها، تلاش بسیاري از پژوهشگران به بررسی  كامپوزيت

هاي هاي تعبیه شده در ماتريسچگونگی رفتار نانولوله

ترين مدلی كه به كمك پلیمري معطوف شده است. ساده

سازي نمود، مدل وينکلر توان تأثیر ماتريس را شبیهآن می

مدل، از فنرهاي الاستیك خطی براي است. در اين 

اي با شکل براي سازه شود.سازي فونداسیون استفاده می شبیه

(، روابط بین 1)شکل هندسی و دستگاه مختصاتی مطابق 

                                                           
4-Granular size  
5-Wang Q  
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ها،  جايی و تغییر انحناي صفحه میانی را با جابه  كرنش

 :كرد صورت زير بیان  توان به  می

 
0

xx z     (2)  

به ترتیب به كرنش كشسانی و   و 0  ي فوق،رابطهدر 

ي زير به میدان كرنش خمشی اشاره دارند و با رابطه

 شوندجابجايی مرتبط می

0 2 2

, 0, , 0,

1
[( ) ( ) ],  [ ]

2
x x xx xxw w w w       (9)  

w0   وw  به ترتیب به شکل اولیه و نهايی نانولوله اشاره

 دارند.

 
 ستر الاستیكي تعبیه شده بر روي بي خمیده( نانولوله1شکل )

انرژي پتانسیل  سازيكمینهاصل روابط تعادل با استفاده از 

(، شامل آيند. انرژي پتانسیل كل )دست میبهكل 

مجموع انرژي ذخیره شده در سیستم و پتانسیل نیروهاي 

خارجی است. انرژي ذخیره شده در سیستم متشکل از انرژي 

كششی و انرژي ذخیره شده كرنش خمشی، انرژي كرنش 

باشد. بنابراين، تغییر انرژي پتانسیل كل، با در فونداسیون می

درنظر گرفتن رفتار الاستیك خطی، به صورت زير نوشته 

 شود:می

 

L
L

wdxqdxMN
0

0
)(  (4) 

0)(
0

0   dxwwwk
L

w   

ممان خمشی، Mنیروي محوري، N( 4كه در رابطه )

q بار گسترده جانبی بر واحد طول ،wk  ضريب الاستیك

( و 9) رابطهاز و 0ي باشند. با محاسبهوينکلر می

جزء بهگیري جزء( و اعمال انتگرال4جايگذاري در رابطه )

معادلات تعادل به فرم زير ظاهر  هاي موجود ي عبارتبر رو

 شوندمی

0)( 0,,  qwwkMNw wxxxx (5) 

 تعريف گشتاور منتجه به صورت زير  با
nl

A

M zdA  (6) 

 (، خواهیم داشت1با استفاده از رابطه ) و
2

2

M
M EI

x
 


 


 (9) 

ه و ممان اينرسی به ترتیب، مدول الاستیسیت Iو Eكه در آن 

 باشند. سطح مقطع نانولوله خمیده می

( در 5گذاري مشتق دوم گشتاور خمشی از رابطه )با جاي

توان بر حسب میدان (، گشتاور غیرمحلی را می9رابطه )

 :جابجايی به صورت زير بدست آورد

, 0, ,

0

( ) [

( ) ] 0

xx xx xx

w

M EI w w Nw

k w w q

   

   
 (0) 

استاي نیروي اعمال شونده به نانولوله در ر Nكه در آن  

 شود:ي زير محاسبه میمحور است كه با رابطه

 dAN  (3) 

ي تعادل به (، معادله5ي )( در رابطه0با قرار دادن رابطه )

 :گرددصورت زير بازنويسی می

0])([

)1()(

,0

2

2

,0,








xxw

xxxxxxxx

Nwqwwk

x
wwEI 

 

(12) 

 

سیك ي كلا(، رابطه0ي )در رابطهبا صفر قرار دادن 

آيد تعادل تیرها با در نظرگرفتن نیروي محوري بدست می

(  نیروي محوري حاصل از تغییر فرم 0ي )در رابطه .[30]

 شود:صورت زير محاسبه میبه

2 2

0, ,
0

( ) ( )
2

L

x x

EA
N w w dx

L
    (11) 

 :شودسازي استفاده میبعد زير براي سادههاي بیاز كمیت

20
0

44 2
*

4 2 4

, , , ( )
2 2

, ,
2

w
w

wx w

L L

k LqL NL
Q N K

EI EI EI


    

 

   

   

  

 

(12) 
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سطح مقطع نانولوله خمیده  1شعاع ژيراسیونكه در آن 

( به 0بعد رابطه )( فرم بی12باشند. با استفاده از رابطه )می

 :آيدصورت زير بدست می
2

2 *

, 0, ,2 2

4 4

0

(1 )[

( ) ] 0w

N

K Q

  


   

 

   


  



   

 (19) 

 روش حل -9

رت زير توان بصو( را می19ي )ي وزنی رابطهفرم باقیمانده

 :نوشت

(14) 

0])

)([

)1((

4

0
4

,
2

2

2

,0

0

2,















dxQ

KN w

L














 

 معرف تابع وزن است.  در اينجا، 

در نتايجی كه اخیراً توسط محققان منتشر شده، انحناي 

ي عنوان فاكتور مهمی در تعیین مدول الاستیسیتهنانولوله به

 ها معرفی شده است.ي كامپوزيتكنندههاي  تقويتنانولوله

با استفاده از روش  [31]و همکارانش 2عنوان مثال، فیشربه

بینی ي پیشالمان محدود نشان دادند كه مدول الاستیسیته

ها، با درنظر گرفتن تأثیر انحناي شده براي نانوكامپوزيت

ها، انطباق بیشتري با نتايج تجربی در مقايسه با حالتی نانولوله

 پوشی شود، دارد. نا چشمكه از اثر انح

سازي انحنا به صورت نتايج حاصل از شبیهكه  نظر به اين 

و  [32]توابع سینوسی، با نتايج آزمايشگاهی همخوانی دارد

از تابع سینوسی براي تقريب شکل اولیه  جا، در اين[33]

 :شوداستفاده می

(15)  sin0 h 

 :شودشکل نهايی با بسط توابع سینوسی زير تخمین زده می





N

n

n nd
1

sin)(  (16) 

بعد دهنده ماكزيمم ارتفاع بینشانh ( 15در رابطه )

 باشد.  می

                                                           
1-Radius of Gyration 
2-Fisher  

با استفاده از روش گالركین )درنظر گرفتن تابع وزنی به 

)sin(صورت  m( در 16ي )اري رابطهو جايگذ

 :گرددي غیرخطی زير حاصل می( معادله14ي )رابطه

(19)  

4

1

1

2 2 2 2 4

1 1

2

1

1

( )( ( )

( (1 ) (1 ) )

1
2 (1 cos )( ) 0

n

n mn m

n

N N

n n mn

n n

N

w n mn m

n

n d h

n d h n n d

K n d h

m
q m

m

 

 

   




 



 





   

  

   



 



 

 شود:به صورت زير تعريف میmn(، 19در رابطه )

1      

0     
mn

for m n

for m n



 


 (10)  

ي معادلات غیرخطی ي مجموعه( دربردارنده19ي )رابطه

ي مدنظر، به ها، بازاي ارتفاع اولیهnd بوده كه براي تعیین

شوند. براي رسیدن به اين هدف از صورت همزمان حل می

 نیوتن رفسون استفاده شده است.عددي روش 

 و بحث نتايج -4

ا براي اعتبارسنجی، نتايج حاصل از تحلیل خیز نانولوله ب

اي به طول لهانحناي آن، با در نظر گرفتن نانولو صرفنظر از

بعد بدست آمده توسط با مقادير بی، نانومتر 12

 اند.( مقايسه شده2در شکل ) [94]9آيدوگدو

 
 ( مقايسه نتايج حاصل از تحلیل خیز نانولوله بدون انحنا2شکل )

                                                           
3-Aydogdu 



 دوم/سال پنجم/ شماره  1931 مستانز هندسي مکانيک جامدات/فصلنامه علمي پژوهشي م

 

 

99 

شود، نتايج حاصل از كار ( ديده می2همانطور كه در شکل )

ادير ارائه شده توسط آيدوگدو (( با مق12ي )حاضر )رابطه

منطبق است. اين در حالیست كه فقط از يك ترم براي 

 است. تخمین جابجايی استفاده شده

ي خمیده را ي تغییر مقدار خیز وسط نانولوله( نحوه9شکل )

بعد دهد. شدت بار اعمالی بیبا پارامتر غیرمحلی نشان می

ه شکل مشاهده درنظر گرفته شده است. با توجه ب 5/2جانبی 

شود كه افزايش انحناي اولیه منجر به افزايش خیز می

گردد. اين روند افزايشی تحت تأثیر پارامتر غیرمحلی  می

قرار گرفته و با افزايش تأثیر مقیاس كوچك از سختی سازه 

يابد. اين كاسته شده و در نتیجه خیز نانولوله افزايش می

ها رينگن، نانوسازهپديده بدين معناست كه با فرض تئوري ا

 شوند.پذيرتر مدل میانعطاف

 
(  تغییرات خیز وسط نانولوله با پارامتر غیرمحلی براي انحناهاي 9شکل)

 (L=10 nmاولیه متفاوت )

براي بررسی شدت تأثیر مقیاس كوچك بر روي خیز، 

درصد خطاي نسبی برحسب پارامتر غیرمحلی براي 

در شکل   22nm ر و نانومت 12 1ياي با دهانه نانولوله

( نمايش داده شده است. درصد خطاي نسبی به صورت 4)

 شودزير تعريف می

Error percent=
  

 

local result nonlocal rasult

local result


100 

                                                           
1-Span 

دهد كه با افزايش انحناي اولیه، اختلاف ( نشان می4شکل )

مقادير حاصل از تحلیل خیز با استفاده از تئوري غیرمحلی و 

بعد اي كه به ازاي انحناي بیيابد. بگونهسیك افزايش میكلا

% 92/16 يعنی اين اختلاف به ماكزيمم مقدار خود 4/2

 رسد. می

 
 (L=10nmبعد اولیه  )( درصد خطاي نسبی برحسب انحناي بی4شکل)

تغییرات خیز با مدول فونداسیون وينکلر به  (5در شکل )

است. با افزايش سختی بستر شدهبررسی   24nmازاي

يابد. اين روند كاهشی الاستیك، خیز نانولوله كاهش می

وضوح در شکل ديده ي مدنظر بهي انحناهاي اولیهبراي كلیه

هاي kwشود. همانطور كه در شکل مشهود است براي می

، افزايش انحناي اولیه بر روي خیز نانولوله 1بزرگتر از 

 تأثیر است. بی

 
( تأثیر سختی بستر الاستیك بر روي خیز مركز براي مقادير 5شکل )

 مختلف انحناي اولیه 
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( خیز نانولوله با درنظر گرفتن پارامترهاي 1در جدول )

غیرمحلی مختلف و بازاي مقادير متفاوت مدول فونداسیون 

فرض  2/2ي نانولوله بعد اولیهمحاسبه شده است. انحناي بی

 شده است. 

ات خیز نانولوله با مدول فونداسیون وينکلر براي مقادير ( تغییر1جدول )

 مختلف پارامتر غیرمحلی

µ KW = 0 KW = 2 KW = 4 

2 5036/2  21/2  1245/2  

5/2  6206/2  2126/2  125/2  

1 6269/2  2149/2  1251/2  

5/1  6429/2  2163/2  1259/2  

2 6505/2  213/2  1259/2  

نباط نمود كه سختی توان اين گونه استبا توجه به نتايج می

بستر الاستیك نقش مهمی را در كاهش خیز نانولوله ايفا 

نمايد. از سوي ديگر افزايش پارامتر غیرمحلی افزايش می

البته با افزايش سختی  .خیز را به دنبال خواهد داشت

 يابد.فونداسیون تأثیر مقیاس  كوچك كاهش می

 بندي گيري و جمع نتيجه-5

انحنا بر روي هاي خمیده كمنولولهدر اين مقاله، خمش نا

بستر الاستیك مورد بررسی قرار گرفته است. معادلات 

حاكم با استفاده از تئوري غیرمحلی ارينگن استخراج و 

اند. نتايج نشان سپس به كمك روش گالركین حل شده

(، خیز نانولوله دهند كه با افزايش ضريب مقیاس ) می

يابد. اين بدين معنا است كه تئوري غیر محلی، یافزايش م

دهد. از سوي ديگر با افزايش سختی سیستم را كاهش می

يابد. همچنین با افزايش انحناي اولیه، خیز بیشینه افزايش می

يابد. اين روند سختی فونداسیون، خیز نانولوله كاهش می

 كاهشی تحت تأثیر پارامتر مقیاس قرار گرفته و با افزايش

 يابد. آن، خیز افزايش می

 

 

 

 

 

 

 

 مراجع 

[1] Iijima S., “Helical microtubules of graphitic 

carbon”, Nature, 354, 1991, pp. 56-58. 

[2] Thostenson E.T., Ren, Z., Chou, T.W., 

“Advances in the science and technology of 

carbon nanotubes and their composites: a 

review”, Composites Science and 

Technology, Vol. 61, 2001, pp. 1899–1912. 

[3] Zhou S.J., Li Z.Q., “Length scales in the 

static and dynamic torsion of a circular 

cylindrical micro-bar”, Shandong 

University Technology, Vol. 31, 2001, pp. 

401–407. 

[4] Fleck N.A., Hutchinson J.W., “Strain 

gradient plasticity: theory and experiment”, 

Acta Metal Material, Vol. 42, 1994, pp. 

475-487. 

[5]  Yang A.C.M., Chong D.C.C., Lam P., 

“Couple stress based strain gradient theory 

for elasticity”, Solids Structure, Vol. 39, 

2002, pp. 2731–2743. 

[6] Eringen A.C., “On differential equations of 

nonlocal elasticity and solutions of screw 

dislocation and surface waves”, Journal of 

Applied Physics, Vol. 54, 1983, pp. 4703–

4710,. 

[7] Lu P., Lee H.P., Lu C., Zhang P.Q., 

“Dynamic properties of flexural beams 

using a nonlocal elasticity model”, Journal 

of Applied Physics, Vol. 99, 2006, No. 

073510. 

[8] Peddiseon P., Buchanan J.R., McNitt R.P., 

“Application of nonlocal continuum models 

to nanotechnology”, International Journal 

of Engineering Science, Vol. 41, 2003, pp. 

305-312. 

[9] Lu P., Lee H.P., Lu C., Zhang P.Q., 

“Application of nonlocal beam models for 

carbon nanotubes”, International Journal of 

Solids Structure, Vol. 44, 2007, pp. 5289-

5300. 

[10] Reddy J.N., “Nonlocal theories for 

bending, buckling and vibration of beams”, 

International Journal of Engineering 

Science, Vol. 45, 2007, pp. 288-307. 

[11]  Aydogdu M., “A general nonlocal beam 

theory: its application to nanobeam 

bending, buckling and vibration”, Physica 

E, Vol. 41, 2009, pp. 1651-1655. 

[12]  Lee H.L., Chang W.J., “Surface and small 

scale effects on vibration analysis of a 

nonuniform nanocantilever beam”, Physica 

E, Vol. 43, 2010, pp. 466-469.  

[13]  Simsek M., “Forced vibration of an 

embedded single-walled carbon nanotube 

traversed by a moving load using nonlocal 

Timoshenko beam theory”, Steel & 

Composite Structures, Vol. 11, 2011, pp. 

59-76. 



 دوم/سال پنجم/ شماره  1931 مستانز هندسي مکانيک جامدات/فصلنامه علمي پژوهشي م

 

 

95 

[14] Zhang Y.Q., Liu G.R., Han X., “Effect of 

Small Length Scale on Elastic Buckling of 

Multi-Walled Carbon Nanotubes Under 

Radial Pressure”, Physics Letters A, Vol. 

69, 2006, pp. 370-376. 

[15] Murmu T., Pradhan S.C., “Buckling 

analysis of a single-walled carbon nanotube 

embedded in an elastic medium based on 

nonlocal elasticity and Timoshenko beam 

theory and using DQM”, Physica E, Vol. 

41, 2009, pp. 1232–1239. 

[16]  khademolhosseini F., “Application of 

Nonlocal continuum shell models for 

torsion of single-walled carbon nanotubes”, 

Department of Mechanical Engineering, 

Sharif University of Technology, 2009. 

[17] Senthilkumar V., “Buckling analysis of a 

single-walled carbon nanotube with 

nonlocal continuum elasticity by using 

differential transform method”, Advanced 

science letter, Vol. 3, 2010, pp. 337-340. 

[18] Wang Yi-Ze., Li F.M., Kishimoto K., 

“Scale effects on thermal buckling 

properties of carbon nanotube”, Physics 

Letters A, Vol. 374, 2010, pp. 4890-4893. 

[19]  Civalek O., Demir C., “Buckling and 

bending analysis of cantilever carbon 

nanotubes using the Euler-Bernoulli beam 

theory based on nonlocal continuum 

model”, Asian journal of Civil Engineering, 

Vol. 12, 2011, pp. 651-661. 

[20] Wang C.M., Duan W.H., “Free vibration 

of nanorings/arches based on nonlocal 

elasticity”, Journal of Applied Physics, Vol. 

104, 2008, 014303. 

[21] Tepe A., “Nano-scale analysis of curved 

single walled carbon nanotubes for in-plane 

loading”, Journal of Computational and 

Theoretical Nanoscience, Vol. 7,2010, pp. 

2405-2411. 

[22] Duan W.H., Wang C.M., “Exact solutions 

for axisymmetric bending of 

micro/nanoscale circular plates based on 

nonlocal plate theory”, Nanotechnology, 

Vol. 18, 2007, No. 385704. 

[23]  Aghababaei R., Reddy J.N., “Nonlcal 

third order shear deformation plate theory 

with application to bending and vibration of 

plates”, Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 326, 2009, pp. 227-289. 

[24] Babaei H., Shahidi A.R., “Small scale 

effects on the buckling of quadrilateral 

nanoplates based on nonlocal elasticity 

theory using the Galerkin method”, Archive 

Applied Mechanics, Vol. 81, 2010, 

pp.1051-1062. 

 

 

 

[25]  Ansari R., “Nonlocal finite element model 

for vibration of embedded multi layered 

graphene sheets”, Computational Materials 

Science, Vol. 49, 2010, pp. 831–838. 

[26] Eringen A.C., “Nonlocal Continuum Field 

Theories”, Springer, NewYork, 2002. 

[27]  Zhang Y.Q., Liu G.R., Xie X.Y., “Free 

transverse vibrations of double walled 

carbon nanotubes using a theory of 

nonlocal elasticity”, Physics Review B, Vol. 

71(19), 2005, No. 195404. 

[28] Wang Q., “Small scale effect on elastic 

buckling of carbon nanotubes with nonlocal 

continuum model”, Journal of Applied 

Physics, Vol. 98, 2005, No. 124301. 

[29] Phadikar J.K., Pradhan S.C., “Variational 

formulation and finite element analysis for 

nonlocal elastic nanobeams and 

nanoplates”, Computational materials 

science, Vol. 49, 2010, pp. 492-499. 

[30] Fung Y.C., Kaplan A., “Buckling of low 

arches or curved beams of small curvature”, 

NACA TN 2840,1952. 

[31] Fisher F.T., Bradshaw R.D., Brinson, L.C., 

“Fiber waviness in nanotube-reinforced 

polymer composites-I: modulus prediction 

using effective nanotube properties”, 

Composite Science Technology, Vol. 63, 

2003, pp. 1689-2391. 

[32] Qian D., Dickey E.C., Andrews, R., 

Rantell, T., “Load transfer and deformation 

mechanisms in carbon nanotube-

polystyrene composites”, Applied physics 

Letter, Vol. 76(20), 2003, pp. 2868-2938. 

[33] Bradshaw R.D., Fisher F.T., Brinson L.C., 

“Fiber waviness in nanotube-reinforced 

polymer composites—II: modeling via 

numerical approximation of the dilute strain 

concentration tensor”, Composite Science 

Technology, Vol. 63, 2003, pp. 1705-1727. 

[34] Aydogdu M., “A general nonlocal beam 

theory: its application to nanobeam 

bending”, buckling and vibration,Physica 

E, Vol. 41, 2009, pp. 1651-1655. 
 


