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 های کليدی واژه  چکيده

 با مواد از هایی یهرو با گیردار مدور ساندویچی ورق آزاد ارتعاشات پژوهش این در

 خواص. است شده بررسی مختلف حرارتی های محیط در دما به وابسته هدفمند تابع

 پیوسته طور به و شده گرفته نظر در دما از تابعی صورت به هدفمند های رویه در مواد

 دهنده، تشکیل اجزای حجمی کسر حسب بر توانی توزیع با ضخامت، امتداد در

 شده گرفته نظر در دما به وابسته نیز هسته در ماده خواص همچنین. کنند می تغییر

 با قطبی مختصات دستگاه در آزاد ارتعاشات در حرکت بر حاکم معادلات. است

 به و معادلات حل برای گلرکین روش از و آمده دست به همیلتون اصل از استفاده

 معمولا هک هسته ای صفحه های تنش. است شده استفاده طبیعی فرکانس آوردن دست

 نظر در اینجا در شوند می گرفته نادیده ساندویچی های سازه ارتعاشی مشخصه در

 ای دایره ساندویچی ورق برای گلرکین حل از آمده دست به نتایج. است شده گرفته

 به ABAQUS افزار نرم توسط که محدود المان نتایج با گیردار گاه تکیه با متقارن

نتایج نشان  .دهد می ارائه را قبولی قابل نتایج که شده مقایسه است، آمده دست

دهد که تغییرات دما و تغییرات توان تابع توانی اثر مهمی بر تغییرات فرکانس  می

 دارند.
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Free vibration of sandwich plates with temperature dependent 

functionally graded (FG) face sheets in various thermal 

environments is investigated. The material properties of FG face 

sheets are assumed to be temperature-dependent and vary 

continuously through the thickness according to a power-law 

distribution in terms of the volume fractions of the constituents. 

Also, the material properties of the core are assumed to be 

temperature dependent. The governing equations of motion in 

polar system and in free natural vibration are derived using 

Hamilton’s principle and Galerkin method is used to solve the 

equations and obtain the natural frequency. In-plane stresses of 

the core that usually are ignored in the vibration characteristics of 

the sandwich structures are considered in this formulation. The 

results obtained by Galerkin method for symmetric circular 

sandwich plate with fixed support is compared with finite element 

method that obtained by ABAQUS and good agreement is found. 

The results show that varying the power-law index and 

temperature   have important effects on natural frequency. 
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 مقدمه  -1

 دارند چیساندوی های سازه که مزایایی دلیل به امروزه

 مهمترین از یکی. است کرده پیدا افزایش آنها از استفاده

 مکانیکی مقاومت افزایش و وزن کاهش ها ساندویچ خواص

 از مختلفی صنایع در ساندویچی های سازه از. باشد می سازه

 دریا مهندسی ،عمران فضا،-هوا خودرو، بیومکانیک، جمله

 ساختاری سبک های سازه این. شود می استفاده نظامی و

 به لایه یک و رویه صورت به لایه دو از که دارند ترکیبی

 همچنین ها سازه این. شود می استفاده آنها در هسته عنوان

 داشته خوبی مقاومت حرارت و رطوبت برابر در توانند می

 با و نیستند یکسان و جنس هم لزوما رویه های لایه. باشند

 یکدر . یابند می وندپی است پذیر تراکم معمولا که ای هسته

 لزوما که هدفمندبا مواد  رویه دو از ساندویچی پیشرفته ورق

 نرم هسته یک گرفتن قرار. شود استفاده می نیستند هم شبیه

 نتیجه در و آنها بین فاصله افزایش باعث ها، رویهاین  بین

 وزن که حالی در شد، خواهد ورق خمشی صلبیت افزایش

 . داشت خواهد اندکی افزایش سازه

 شامل که هستند هدفی چند مواد هدفمند، تابع با مواد

 که باشند می یشانریزساختارها و ترکیب در فضایی تغییرات

 یا تابعی خواص حرارت، تغییرات کنترل از مشخصی هدف

 در اصلی موضوعات از یکی اکنون مواد این. دارند ای سازه

 مواد[. 5،2] باشند می جهان در مواد به مربوط تحقیقات

 هستند غیرهمگن کامپوزیت میکروسکوپی طور به هدفمند

. آیند می دست به سرامیک و فلز ترکیب از معمولا که

 متداول مواد به نسبت این مواد در که توجهی قابل مزایای

 در فنی مشکلات بر غلبه به نیاز اینکه و دارد وجود

 یها سازه از استفاده کنند، می برطرف را بالا دما های محیط

  [.5،9] است داده افزایش را هدفمند های رویه با ساندویچی

 های پوسته و ها ورق مکانیکی رفتار زیادی محققان

از جمله  مختلفی های تئوری و اند کرده بررسی را ساندویچی

 تئوری و معادل لایه تک تئوری بعدی، سه الاستیک روش

 داده ئهارا ها سازه این تحلیل و سازی مدل برای را مجزا لایه

 تحلیل بعدی سه دقیق حل [1] لیو و بیگلو علی .[4] اند

 ای هسته با ای استوانه ساندویچی پنل برای را آزاد ارتعاشات

 بر حاکم معادلات. کردند ارائه هدفمند تابع با مواد جنس از

 تورنابن [.1] آمد دست به الاستیسیته بعدی سه تئوری اساس

 منفرد لایه تک برای عمومی فرمول یک [6ش ]همکاران و

 و ها پوسته آزاد ارتعاشات تحلیل برای بعدی دو بالای مرتبه

 با نازک و ضخیم انحنایی دو لایه چند کامپوزیت های پنل

 اپراتور تعیین کار اصلی هدف. دادند ارائه مختلف انحناهای

 هم و منفرد لایه تک روش در هم که است صریح بنیادین

 و دهکردی شکنان بت .رود یم کار به لایه مجزا روش در

 ساندویچی ورق غیرخطی دینامیکی تحلیل [7] شهمکاران

 لایه چند یکامپوزیت های رویه و منعطف هسته با مستطیلی

 استفاده با را دار حافظه آلیاژهای از هایی سیم با شده تقویت

 فرمول چارچوب در تک لایه منفرد و لایه مجزا های مدل از

 نتایج[ 2] باترا و چِنگ .دادند هارائ Carrera یکپارچه

 هدفمند ضلعی چند ورق پایدار حالت ارتعاشات و کمانش

. نمودند ارائه رِدی ورق تئوری اساس بر را ساده گاه تکیه با

 های پوسته آزاد ارتعاشات برای ریتز ریلی حل روش[ 3] لیُ

 از هدفمند ماده که کرد ارائه را ساده گاه تکیه با ای استوانه

 پوسته تئوری از و تشکیل نیکل و زنگ ضد فولاد ترکیب

 آزاد ارتعاشات تحلیل[ 53] مانتاری. بود شده استفاده  لاو

 ارائه را دارد قرار الاستیک پی یک بر که هدفمند ورق

 برشی شکل تغییر تئوری اساس بر جایی جابه میدان. نمود

 ورق خمشی آزاد ارتعاشات[ 55] شرِیف. بود  بالا مرتبه

 لایه از متشکل که کرد بررسی را مدورگیردار یچیساندو

 آلومینیومی ومحدودکننده ویسکوالاستیک فولادی اصلی

 ورق برای را چرخشی اینرسی و برشی تنش اثر همچنین. بود

 همگن محدودکننده ورق و پایه ورق که گرفت نظر در پایه

 ارتعاشات[ 52] گاناپاتی و پراکاش. بودند ایزوتروپیک و

 ای دایره ورق ترموالاستیک پایداری و تقارننام خمشی

. کردند بررسی محدود المان روش از استفاده با را هدفمند

 سه ارتعاشات برای تحلیلی نیمه حل روش[ 59] ژُنگ و نای

[ 54] لیو و لی .نمودند مطالعه را هدفمند مدور ورق بعدی

ای و حلقوی را با استفاده  های دایره ارتعاشات سه بعدی ورق

[ با استفاده از 51] ز روش المان محدود و ژائو و همکارانشا

[ و وو و 56ریتز بررسی کردند. وو و لی ]-روش چبیشف
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[ ارتعاشات آزاد ورق مدور را با روش قانون 57همکارانش ]

GDQ .ارتعاشات خمشی  [52] کونگ و پائو تحلیل کردند

ها را به صورت تجربی و  غیرخطی ورق مدور گیردار در لبه

تئوری بررسی کردند. بررسی هر دو کار محدود به مود اول 

باشد. بخش مستقل از زمان معادلات غیرخطی  متقارن می

گلرکین به معادلات دافینگ کاسته -ورق با روش ریتز

 اجباری غیرخطی ارتعاشات[ 53] ونثیر قاهریشود.  می

 در با هدفمند مواد جنس از دایروی نازک های ورق

 نمودند بررسی را گیردار کلاسیک مرزی شرایط نظرگرفتن

 روش از سیستم بر حاکم دینامیکی معادلات حل برای و

 مختصات دستگاه در فرضی مدُهای و MMS اغتشاشات

 طور به را اعمالی عرضی نیروی. کردند استفاده قطبی

 از یکی به نزدیک نوسانِ فرکانس به هارمونیک،

 و گرفتند نظر در سیستم نامتقارن طبیعی های فرکانس

 داخلی رزُنانس و پرش مانند غیرخطی ارتعاشات های ه پدید

 تغییرات مرزی، شرایط اثرات و قرارداده بررسی مورد را

 خارجی نیروی فرکانس و دامنه هدفمند، ماده کسرحجمی

 .نمودند مطالعه را دینامیکی رفتار بر اعمالی

 است، پذیر انعطاف ساندویچی های سازه هسته معمولا

 به. شود گرفته نظر در نیز جانبی فشار است لازم راینبناب

 های سازه ارتعاشات از مسائل نوع این با برخورد دلیل همین

 های روش. شود می مشکلتر پذیر، انعطاف هسته با ساندویچی

 بالا مرتبه ساندوچی ورق تئوری و ریتز روش مانند مختلفی

 وفنگژ [.23] است شده استفاده محققین از تعدادی توسط

 در را گیردار مدور ورق آزاد ارتعاشات تحلیل همکارانش و

 معادلات. کردند بررسی دما و تنش میدان کوپل حین

 نشان و آمد دست به گلرکین روش از استفاده با غیرخطی

 فرکانس افزایش باعث ترموالاستیک کوپل اثر که شد داده

 باشد گبزر اولیه جایی جابه شرایط اگر و شود می طبیعی

 تامسون، و فراستیگ. [25] یابد می کاهش طبیعی فرکانس

 دما به وابسته هسته خواص با ساندویچی تیر آزاد ارتعاشات

 خواص با جهته تک ساندویچی صفحات خطی غیر پاسخ و

 محمدی و خلیلی[. 29،22]کردند بررسی را دما به وابسته

 های رویه با مستطیلی ساندویچی ورق آزاد ارتعاشات[ 24]

  .کردند بررسی را ساده گاه تکیه با و وابسته به دما مندهدف

 کارهای که دهد می نشان دیگر محققین کارهای بررسی

 و هسته دمای به وابسته خواص گرفتن نظر در با محدودی

 ساندویچی ورق خصوص به ساندویچی های سازه در ها رویه

 عبارتند پژوهش این های نوآوری. است شده انجام ای دایره

 : از

 بالا دمای با های محیط در معمولا هدفمند مواد چون-5

 ساندویچی ورق برای پژوهش این در شوند، می استفاده

 دما به وابسته هم هدفمند های رویه اجزای خواص ای، دایره

 با ضخامت جهت در خواص. باشند می مکان به وابسته هم و

 اب و کنند می تغییر اجزا حجمی کسر حسب بر توانی توزیع

 ماده خواص وقتی. باشند می دما به وابسته سوم مرتبه تابع

 از تابعی نیز دما و شود می گرفته نظر در مکان و دما به وابسته

 همچنین. شد خواهد بیشتر مساله پیچیدگی باشد، مکان

 دما به وابسته سومی مرتبه تابع با نیز همگن هسته خواص

 .  باشد می

 ارتعاشی مشخصه در ولامعم که هسته ای صفحه های تنش-2

 اینجا در شوند می گرفته نادیده مدور ساندویچی های سازه

 . است شده گرفته نظر در

 صورت به ای، دایره ساندویچ ورق برای مرزی شرایط-9

 .است گیردار گاه تکیه

 استفاده ای دایره ورق معادلات برای بیشتر که حلی روش-4

 حلی روش ماا است، بسل توابع کمک به حل روش شود می

 .باشد می گلرکین شده، استفاده پژوهش این در که

بعد شده اول در  نهایت برای اعتبارسنجی، فرکانس بی در 

شود.  تحلیل حاضر با نتیجه یکی از مراجع مقایسه می

همچنین نتایج به دست آمده از تحلیل حاضر در چندین 

ز حالت ساندویچی نیز با نتایج المان محدود به دست آمده ا

 عددی نتایج ازدر ادامه شود.  مقایسه می Abaqusافزار  نرم

 کسر توزیع و دما تغییر اثرات دادن نشان برایتحلیل حاضر 

 در آزاد ارتعاشات روی بر هدفمند های رویه حجمی

 شده استفاده ساندویچی مدور صفحه مختلف های حالت

  .است
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 تئوری سازی مدل -2

 ساندویچی صفحه ادآز ارتعاشات برای حرکت معادلات

 همیلتون اصل کمک به و قطبی مختصات دستگاه در مدور

   [:21] آید می دست به

(5)  
2

1

0 

t

t

K U dt     

 انرژی و جنبشی انرژی ترتیب به U و K آن، در که

 زمان بین که است زمانی مختصات tو باشند می کرنشی

 δ. پایان زمان و آغاز زمان یعنی کند، می تغییر t2و t1 های

 . است تغییرات عملگر

 ضخامت با هسته ، a شعاع به مدور ساندویچی صفحه یک

hc ،برشی و یانگ مدول Ec و Gc ،با هدفمند رویه دو 

 ضریب و Ei(i=t,b) یانگ مدول ، hb و ht های ضخامت

 می گرفته نظر در( 5)شکل با مطابق i (i=t,b)   پواسون

 و بالایی های رویه بیانگر ترتیب به b و t های اندیس. شود

 ساندویچی صفحه برای جنبشی انرژی غییراتت .است پایینی

 [.21] باشد می زیر مطابق دما به وابسته خواص با مدور
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 بالا، های رویه عمودی مختصات ترتیب به czوtz،bz که

 به میانی صفحات از یک هر برای و است هسته و پایین

), د، شو می گیری اندازه پایین سمت ),iu i t b c،iو

iw جهات در مختصات z,θ,r ؛ , ),(iu i t b c،  i ،iw 

. است هسته با مطابق c اندیس. است z,θ,r جهات در شتاب

tT ، bT و cT و پایینی رویه بالایی، رویه در دما تغییرات 

. است هسته ,t t tz Tو   ,b b bz T و بالا رویه چگالی 

 توانی تابع با bzو tzبا ضخامت جهت در که هستند پایین

 لایه ره در دما تغییر با همچنین و( الف پیوست) هدفمند

و کنند می تغییر  c cT تغییر دما با که است هسته چگالی 

  .کند می

 همانند ،P دما، با هسته و ها رویه در ماده خواص تغییرات

 ضریب و حرارتی انبساط ضریب و چگالی و یانگ مدول

 .است شده بیان دما از سوم مرتبه خطی غیر تابع با پواسون

(9)  1 2 3

0 1 1 2 31P C C T C T C T C T

      

که 
0C،

1C 
،

1C،
2C  و

3C  برای هر کدام از اجزای ماده

لمجزاست ودما به شک 0T T T کهکند  ر میتغیی

0 300T K و ها شکل تغییر فرض با .[26] باشدمی 

 اساس بر ها‌رویه جایی‌جابه میدان کوچک، های چرخش

 صورت به قطبی مختصات دستگاه در کریشهوف های فرض

 [:27] است شده گرفته نظر در زیر
(4)      0 ,, , , , , , ,j j j j ru r z t u r t z w r t      
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(6)    0, , , , ,j jw r z t w r t    

،(5)که مطابق با شکل   0 , , ,  ,ju r t j t b   و

 0 , ,j r t  میانی صفحه ای‌صفحه درون های شکل تغییر 

r,جهات در هدفمند رویه هر  و   0 , , ,  ,jw r t j t b  

 مجهول شش که است رویه هر عرضی تغییر شکل

 .باشند‌می ها‌رویه جایی جابه

 

 های هدفمند( هندسه صفحه ساندویچی مدور با رویه5) شکل

 چند توزیع صورت به هسته جایی‌جابه میدان تحقیق، این در

[. 24] است شده گرفته نظر در مکعبی و مربعی یا‌جمله

 اصل کمک به و مجهولند ای‌جمله چند این ضرایب

 صورت به هسته جایی‌جابه میدان. شوند‌می مشخص تغییراتی

 :است زیر
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که 0,1,2,3ku k ،
kو 0,1,2lw l   مجهول یازده

اشند. شرایط سازگاری با فرض پیوند ب میهسته  جایی جابه

کامل بین وجه مشترک رویه بالا و پایین و هسته در 

/ 2, / 2c c cz h h  :به صورت زیر است 
(53)    / 2 / 2t t t c c cu z h u z h     

(55)    / 2 / 2t t t c c cz h z h       

(52)  / 2t c c cw w z h    

(59)    / 2 / 2c c c b b bu z h u z h     

(54)    / 2 / 2c c c b b bz h z h       

(51)  / 2c c c bw z h w   

 و حرارتی کرنشی انرژی مجموع با برابر کرنشی انرژی

 های تنش از استفاده با مکانیکی انرژی. است مکانیکی

 با حرارتی پتانسیل انرژی و خطی های کرنش و مکانیکی

 دست به غیرخطی های کرنش و حرارتی های‌تنش از استفاده

 وجه در سازگاری شرط شش همچنین[. 22] آیند‌می

( 51-53) معادلات در پایین و بالا های‌رویه و هسته رکمشت

 وارد کرنشی انرژی رابطه در مجهول لاگرانژ ضریب شش با

 دستگاه در کرنشی انرژی تغییرات بنابراین. شوند‌می

 [.24،23] شود‌می نوشته زیر صورت به قطبی مختصات
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 که ,  ,j

rr j t b  وj

 و ای صفحه نرمال های تنش 

 ,  ,j

rr j t b و j

 خطی ای صفحه عمودی های کرنش 

. است پایین و بالا های رویه در ,   ,jT

rr j t b  و jT

 

و ها رویه حرارتی های تنش , ,j

rrd j t bو jd 

c. هاست رویه خطی غیر های کرنش

rr،c

،c

rr و c

 

. است هسته ای صفحه عمودی های کرنش و ها تنش

 , , ,j

r j t b c  وj

r در برشی های کرنش و ها تنش 

c. است هسته و ها رویه

zz و c

zz های کرنش و ها تنش 

c.باشند می هسته عرضی جهت در عمودی

rzوc

zوc

rz و 
c

z هستند هسته برشی های کرنش و ها تنش .
tV،   bV و

coreV و هسته و ها رویه حجم  ,  ,ri j t b ،
iو

zi 

 اثرات که شود می مشاهده. هستند لاگرانژ مجهول ضرایب

 گرفته نظر در تحقیق این در نیز هسته ای صفحه های تنش

 روابط کوچک، های شکل تغییر فرض با. است شده

 دست به زیر صورت به ها رویه خطی غیر و خطی سینماتیک

 [.93] آیند می
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(),که  i  مشتق جزیی نسبت بهi کند. روابط  را بیان می

 [.23] آیند میسینماتیک برای هسته نیز به شکل زیر به دست 
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(27) 
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zz cw w z      

 انرژی و شیجنب انرژی عبارت و همیلتون اصل از استفاده با

 شرایط هسته، و هدفمند های رویه سینماتیک روابط کرنشی،

 و رویه مشترک وجه در کامل پیوند با مطابق سازگاری

 های‌منتجه )الف(، در پیوست هارویه تنش هایمنتجه هسته،

 و )پ( پیوست های هسته در و تنش هسته بالای مرتبه تنش

 که دارد وجود معادله سه و بیست تعداد محاسبات، از بعد

 برای معادله یازده و رویه هر برای تعادل معادله شش شامل

 .باشد می سازگاری شرایط برای معادله شش و هسته

 :است زیر صورت به بالایی رویه معادله سه
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 :باشد می زیر شکل به پایینی رویه دلهمعا سه
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 :است زیر صورت به هسته معادله یازده
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(93) 

1 0 2 1 3 2 4 3

1, 1 1 ,2

0
2 2

c c c c c c c c

c c

c Q r Q r r

c c

t b

I r I r I r I r

M Q r M rM

h h
r r

    

 

       

   

    

 

(43) 

2 0 3 1 4 2 5 3

2, 1 2 2 ,

2 2

2 2

  0
4 4

c c c c c c c c

c c c

Q c Q r Q r r

c c

t b

I r I r I r I r

M rM M rM

h h
r r

    

 

       

   

    

 

(45) 

3 0 4 1 5 2 6 3

3, 2 3 3 ,

3 3

3 2

0
8 8

c c c c c c c c

c c c

Q c Q r Q r r

c c

t b

I r I r I r I r

M rM M rM

h h
r r

    

 

       

   

    

 

(42) 0 0 1 1 2 2 ,

, 0

c

c c c c c c z

c c

rc rc r zt zb

I rw I rw I rw Q

Q rQ r r

    

      
 

(49) 

1 0 2 1 3 2

1 ,

1 1 ,

0
2 2

c

c c c c c c z

c

Q c c

Q rc Q rc r

c c

zt zb

I rw I rw I rw rR

M
M rM

h h
r r

 

    


  



    
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(44) 

2 0 3 1 4 2

2 , 2 2 ,

2 2

2

0
4 4

c

c c c c c c z

c c c

Q c Q rc Q rc r

c c

zt zb

I rw I rw I rw rM

M M rM

h h
r r

 

   

  

    

 

 :باشد می زیر صورت به نیز سازگاری معادله شش و

(41) 

2

0 0 1 2

3

3

2 2 4

0
8

t t c c

t c c c

c

c

h w h h
u u u u

r

h
u


   



 

 

(46) 

2

0 0 1 2

3

3

2 2 4

0
8

t t c c

t c c c

c

c

h w h h

r

h


      



  

 

(47) 
2

c c

0t 0c 1c 2

h h
w w w 0

2 4
cw     

(42) 

2 3

0 1 2 3 0
2 4 8

0
2

c c c

c c c c b

b b

h h h
u u u u u

h w

r

   


 



 

(43) 

2 3

0 1 2 3

0

2 4 8

0
2

c c c

c c c c

b b

b

h h h

h w

r

      


  



 

(13) 
2

0 1 2 0 0
2 4

c c

c c c b

h h
w w w w     

 که ,   ,   ,   ,  ,  ,  ,j j j j j j

rr r rr rN N N M M M j t b     

بالا و پایین است های  رویه های تنش و گشتاور منتجه

)پیوست الف(.  ,   0,1  , 2kt kbI I k  عبارات اینرسی

های بالا و پایین و  رویه 0,..,6lcI l  عبارت اینرسی

هسته است )پیوست ب (. هشت منتجه تنش مرتبه بالای 

 فحه هسته برابر است با:های خارج از ص ناشی از تنش

(15)  
/2

2

1 2

/2

, , 1, ,

hc

c

rc Q rc Q rc c c rz c

hc

Q M M z z dz


   

(12)  
/2

2

1 2

/2

, , 1, ,

hc

c

c Q c Q c c c z c

hc

Q M M z z dz   



   

(19)  
/2

/2

, 1,

hc

c

zc zc c zz c

hc

R M z dz


   

 در تحقیق این در هسته ای‌صفحه های تنش اثرات چون و

 از ناشی بالای مرتبه تنش منتجه دوازده شده، نظرگرفته

 ظاهر حرکت تمعادلا در نیز هسته ای‌صفحه های تنش

 :با است برابر که شوند می

(14) 
 

1 2 3

/2

2 3

/2

, , ,

1, , ,

c c c c

r Q r Q r Q r

hc

c

c c c r c

hc

Q M M M

z z z dz

   








 

(11) 
 

1 2 3

/2

2 3

/2

, , ,

1, , ,

c c c c

r r r r

hc

c

c c c rr c

hc

R M M M

z z z dz





 

(16) 
 

1 2 3

/2

2 3

/2

, , ,

1, , ,

c c c c

hc

c

c c c c

hc

R M M M

z z z dz

   








 

منتجه  عبارات حرکت، بر حاکم معادلات تعیین منظور به

 جایی‌جابه های‌مولفه حسب بر باید هسته بالای مرتبه تنش

 نظر در با بالاتر مرتبه عبارات و تنش میدان. شوند تعریف

 از استفاده با و است ایزوتروپ هسته که این گرفتن

 بالای مرتبه های ترم و( 3-7) معادلات های‌جایی‌جابه

 معادلات نهایت، در. آیند‌می دست به( 16-15) معادلات

 از ها‌رویه تنش های‌منتجه جایگذاری با حرکت حاکم

 های و تنش ها‌رویه بر اکمح معادلات در )الف(  پیوست

. آیند‌می دست به هسته معادلات در )پ( پیوست از هسته

 آیند‌می دست به مجهول سه و بیست برحسب معادلات این

 شش ها، رویه ای‌صفحه و عمودی جایی‌جابه شش شامل که

. است هسته ای‌جمله چند ضریب یازده و لاگرانژ ضریب

 گاه‌تکیه شرایط با ای‌دایره ساندویچی ورق حالت برای

در بخش  گلرکین روش کمک به معادلات این حل گیردار،

 .شود می ارائه بعدی

 گيردار گاه تکيه با مدور ساندویچي صفحه -3

 با مدور ساندویچی صفحه حالت برای گلرکین حل روش

 تابع با مواد از ها رویه. است شده انتخاب گیردار گاه‌تکیه

 برای. است شده رفتهگ نظر در ایزوتروپ هسته و هدفمند

 ارائه مثلثاتی توابع کمک به تحلیلی روش یک حالت این

 :کند‌می برآورده را هندسی مرزی های‌شرط که است شده

(17)  0    ,  ,i t

j uju C rsin r e j t b      

(12)  0 ,       0 ,j j t b   

(13) 
 

 

0  

,   ,

i t

j wjw C cos r r sin r a e

j t b

       


 

(63)      , 0,1,2,3i t

k uku C rsin r e k    

(65)  0 ,    00 ,1,2,3k k    
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(62) 
 

  ,   0,1,2

i t

l wlw C cos r r sin r a e

l

       


 

(69)      , ,
rj

i t

rj C rsin r e j t b


    
 

 

(64)  0,         ,j j t b    

(61) 
 

 ,  ,

zj

i t

zj C cos r r sin r a e

j t b




       
 


 

(66)   2 2 1 1
2

m
a


     

،ujC ،wjCکه ضرایب 
ukC،

wlC،
rj

C  و
zj

C    پانزده

چهار ثابت  ujC،wjCا هستند.ه ثابت مجهول در سری

ا،ه رویه
ukC و

wlC هفت ثابت هسته و
rj

C    و 
zj

C   چهار

بیست و معادلات از  ،اشند. به دلیل تقارنب ثابت لاگرانژ می

 ود.ش می سه به پانزده کاهش و تعداد مجهولات معادله کم

 معادلات تعداد کاهش -4

 مجهول ثابت چهار جداسازی شامل معادلات تعداد کاهش

 شش از استفاده با هسته ثابت هفت از بعیتا حسب بر رویه

 لاگرانژ ضریب چهار جداسازی با که است سازگاری معادله

 های‌ثابت[. 24] است همراه رویه ثابت چهار حسب بر

. شوند‌می جایگزین هسته معادله هفت در هارویه جداشده

 باقی هسته ثابت هفت حسب بر معادله هفت نهایت در

 است ثابت پانزده شامل معادلات مجموعه چند هر. ماند‌می

 بنابراین. داریم مستقل ویژه فرکانس هفت حقیقت در اما

 که آیند‌می دست به 7*7 ابعاد با جرم و سفتی های ماتریس

 m موج شماره هر برای همگن معادلات به گروهی از منجر

 است ممکن سفتی و جرم های‌ماتریس در که شود‌می

 و ویژه مقدار با برابر ویژه فرکانس که باشد شده تعریف

 های ویژه بردار m موج شماره هر برای ها سری های ثابت

 .باشد می زیر صورت به که است متناظر
(67) 2( ) 0m m m mk M C   

ای سفتی و جرم هستند ه ماتریس mMو mkدر این معادله

 mباشند.  ها می در سری mکه متناظر با عبارت هارمونیک 

است. صفر بردار خنثی  mفرکانس ویژه متناظر با مقدار 

های آن برابر با هفت ثابت  بردار ویژه و مولفه mCاست و 

برای  m=1در اینجا فرکانس ویژه مربوط به  سته است.ه

های مختلف محاسبه شده و در جداول ارائه خواهد  ساندویچ

 شد.

 اعتبار سنجي -5

به منظور اعتبارسنجی تحلیل حاضر، نتایج به دست آمده از 

[ مقایسه 52] این روش با نتایج به دست آمده در مرجع 

که از آلومینیوم با  aبا شعاع  شود. ورق مدور هدفمندی می

kg/3 2700و چگالی  70GPaمدول یانگ  m  و آلومینا با

kg/3و چگالی  380GPaمدول یانگ  m 3800  و ضریب

تشکیل شده است را در نظر بگیرید.  0.3پواسون ثابت 

  شود. بعد می فرکانس طبق رابطه زیر بی

 (62) 

2

3

212(1 )

c

c

c

c

h
a

D

E h
D


  




 

که 
c  ،چگالی سرامیک

cE مدول یانگ سرامیک وh 

باشد.  با در نظر گرفتن ورق مدور به  ضخامت ورق می

، فرکانس و در حالت سرامیک خالص صورت ایزوتروپیک

[ و تحلیل حاضر 52رجع ]بی بعد اول در حالت گیردار در م

 شود. ارائه می (5) در جدول

[52و مرجع] حاضر تحلیل بعد اول یفرکانس ب مقایسه( 5) جدول  

 [52مرجع ] تحلیل حاضر 

 259/53 2642/3 بعد اول فرکانس بی

 

های استفاده شده در   اختلاف بین نتایج به دلیل تفاوت روش

تبه بالای باشد. در تحلیل حاضر از تئوری مر می هر یک

 اصلاح شده ورق برای به دست آوردن نتایج استفاده شده

[ از روش المان محدود 52که در مرجع ] در حالی است،

 استفاده گردیده است.

 عددی بررسي -6

 مدور ساندویچی ورق یکاکنون برای بررسی بیشتر نتایج، 

. بگیرید نظر در را شده داده نشان (2) شکل در که هدفمند

/در  هارویه داخلی سطح 2c cz h   از فولاد ضدزنگ

kg/3 8166و  207GPaبا مدول یانگ و چگالی  m ه ساخت
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ا از سیلیکون ه شده است. همچنین سطح خارجی رویه

2707و 348GPaنیترید با مدول یانگ و چگالی  
3/kg m 

 هرو خواص دیگر  چگالی، یانگ مدول. ساخته شده است

 تغییرو با تغییرات دما  توانی تابعقانون  با مطابق رویه

 فولاد از نیز ساندویچی صفحه در منعطف هسته. ندنک‌می

 در باشد. و خواص آن وابسته به دما می شده ساخته ضدزنگ

 به وابسته ه است خواصپیوست )ت( آمدکه در ( 2) جدول

 با کهو هسته  هدفمند  های رویه دهنده تشکیل مواد دمای

 معادله در که دمایی به وابسته سوم مرتبه تابع برای ثابت پنج

 آزاد ارتعاشات تحلیل [. 2] است شده تعریف شد ارائه (9)

 مرتبه تئوری با و گیردار گاه‌تکیه حالت برای کار این در

. است شده انجام ساندویچی حهصف شده اصلاح بالای

 نظر در با کار این در ساندویچی صفحه بالای مرتبه تئوری

 خواص اثرات و هسته ای‌‌صفحه های تنش اثرات گرفتن

خواص فولاد ضد زنگ با  .است شده اصلاح دما به وابسته

(M( و خواص سیلیکون نیترید با )Ce.مشخص شد )  

 

ویه های )سیلیکون نیتیرید و ( صفحه ساندویچی هدفمند با ر2شکل )

 فولاد ضدزنگ( و هسته فولادی ضدزنگ

که با  ساندویچی مدور ورق آزاد ارتعاشات نتایج تحلیلی

 شده مقایسه محدود المان نتایج باحل شده  روش گلرکین

 محدود المان نتایج. شود ارائه می 1-9که در جداول  است

 دست هب ،(9) شکل ، ABAQUS افزار نرم از استفاده با

 .است آمده

 

 ( مدل المان محدود ورق ساندویچ مدور با تکیه گاه گیردار9شکل )

 دست به طبیعی فرکانس ( اولین1) و (4) (،9جداول ) در

 از آمده دست به فرکانس طبیعی اولین با روش این از آمده

 های( توانی تابع توان) k برای T=300K دمای در افزار نرم

 مقایسه 5-2-5 ،5-5-5 ،5-2-5 هایساندویچ در مختلف

 ثابت .دهندمی نشان را قبولی قابل اختلاف که است شده

 و سرامیک توزیع نحوه به مربوط( k)توانی تابع توان مثبت

به دلیل  (.الف پیوست) باشدمی هدفمند هایرویه در فلز

افزار المان  سازی ورق ساندویچی مدور در نرم اینکه در مدل

دفمند علی رغم تغییرات پیوسته به های ه محدود، رویه

های مجزا و به صورت گسسته در نظر گرفته  صورت لایه

شده است، بین نتایج تحلیل حاضر و نتایج المان محدود 

 شود. اختلاف دیده می

 افزار نرم از آمده دست به نتایج و تحلیل حاضر نتایج ( مقایسه9جدول )

 5-2-5 ساندویچ برای( T=300(K)) دمای در

 اختلاف)%( آباکوس تحلیل حاضر دیس توانیان

5/3 3331223/3 3331495/3 62/6 

5 3336524/3 3331653/3 93/2 

1 3336427/3 3331721/3 3/3 

 افزار نرم از آمده دست به نتایج و تحلیل حاضر نتایج مقایسه( 4) جدول

 5-5-5 ساندویچ برای( T=300K) دمای در

 اختلاف)%( آباکوس تحلیل حاضر اندیس توانی

5/3 3332264/3 3332353/3 6/3 

5 3333939/3 3332422/3 99/53 

1 335323/3 333355/3 62/53 

 افزار نرم از آمده دست به نتایج و تحلیل حاضر نتایج مقایسه( 1) جدول

 5-2-5 ساندویچ برای( T=300K) دمای در

 اختلاف)%( آباکوس تحلیل حاضر اندیس توانی

5/3  3337677/3  3336337/3  21/2  

5 3332213/3  3337152/3  34/3  

1 3332329/3  3332314/3  74/3  

 

 ،5-2-5 های ساندویچ برای روش این از آمده بدست نتایج

 گردیده ارائه (2-6) جداول در ترتیب به 5-2-5 و 5-5-5

 تابع توان افزایش و دما کاهش با شودمی مشاهده که است

افزایش توان . یابدمی افزایش طبیعی فرکانس مقدار توانی

شود که باعث  ها می باعث افزایش مقدار سرامیک در رویه

 فولاد ضد زنگ

 سیلیکون نیترید

ون نیتریدسیلیک  

a 

zt 

z

c z

b 
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افزایش استحکام سازه و همچنین افزایش مقدار فرکانس 

 گردد. ویژه اول می

 تابع های توان با 5-2-5 ساندویچی صفحه طبیعی فرکانس (6) جدول

 مختلف دماهای و توانی

 933 (K)333 (K)5933(K) توانی اندیس

5/3  33312231/3  333114771/3  33349613/3  

2/3  33312774/3  33316991/3  33341313/3  

5 3336524/3  3336321/3  3331213/3  

1 3336427/3  3336937/3  33365/3  

53 333612/3  333646/3  333621/3  

 تابع های توان با 5-5-5 ساندویچی صفحه طبیعی فرکانس (7) جدول

 مختلف دماهای و توانی

 933 (K)333 (K)5933(K) توانی اندیس

5/3  333226449/3  333212239/3  3332522/3  

2/3  3332342/3  33326371/3  3332223/3  

5 3333939/3  333356/3  3332937/3  

1 33532/3  333335/3  3333623/3  

53 335315/3  335327/3  335351/3  

 تابع های توان با 5-2-5 ساندویچی صفحه طبیعی فرکانس (2) جدول

 مختلف دماهای و توانی

 933 (K)333 (K)5933(K) توانی اندیس

5/3  33376771/3  33372362/3  3331315/3  

2/3  33377713/3  33379917/3  3336323/3  

5 3332213/3  3332352/3  3336742/3  

1 3332329/3  3332271/3  333216/3  

53 333321/3  33335/3  333233/3  

 

 مواد دمای به ابستهو الاستیک مدول ( بین3) جدول در

. است شده مقایسه انجام ها‌رویه و هسته دهنده تشکیل

 مدول فلز و مدول دما افزایش با که شود‌می مشاهده

 بسیار فلز الاستیک مدول کاهش اما یابدمی کاهش سرامیک

 هدفمند مواد از استفاده عوامل از یکی و است چشمگیرتر

-می دما ییراتتغ برابر در ماده خاصیت کاهش از جلوگیری

 خواص با ماده یک سرامیک و فلز ترکیب با که باشد

. داشت خواهیم سرامیک حرارتی خواص و فلز مکانیکی

 و دهدمی کاهش را مکانیکی خواص دما افزایش همچنین

 از یکی که شود‌می ساندویچی صفحه صلبیت کاهش باعث

 .بالاست دماهای در فرکانس کاهش دلایل

 ضدزنگ فولاد و نیتیرید سیلیکون الاستیسیته مدول بر دما اثر (3) جدول

 (K)دما نیترید سیلیکون زنگ ضد فولاد

73/237 (GPa) 27/922 (GPa) 933 

129/13 (GPa) 32/262 (GPa) 5933 

91/75%  25/56%  تغییرات 

 

 به را دما به نسبت طبیعی فرکانس تغییرات (6-4) های‌شکل

 رویه با 5-2-5 و 5-5-5 ،5-2-5 های‌حالت برای ترتیب

 نمایش توانی تابع توان مختلف مقادیر برای و گیردار

 صفحه یک 5-2-5 ساندویچ مثال عنوان به.  دهد می

 برابر هشت هسته ضخامت که است متقارن ساندویچی

 (6-4) های‌شکل در. هاست‌رویه از یک هر ضخامت

 افزایش با توانی تابع ثابت توان یک در که شود‌می مشاهده

 با ثابت دمای یک در. یابد‌می کاهش طبیعی کانسفر دما

 افزایش طبیعی فرکانس مقدار توانی تابع توان مقدار افزایش

 333(K) دمای تا فرکانس تغییرات شیب طرفی از .یابد‌می

 خصوص به یک از کمتر های‌توان در ولی است ملایم بسیار

 شدید تغییرات، شیب این ،5-2-5 و 5-2-5 های حالت در

  .است

 
 5-2-5( تغییرات فرکانس طبیعی با دما در صفحه ساندویچی4) شکل

 های مختلف تابع توانی برای توان
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 5-5-5( تغییرات فرکانس طبیعی با دما در صفحه ساندویچی1) شکل

 برای توانهای مختلف تابع توانی

 5-2-5( تغییرات فرکانس طبیعی با دما در صفحه ساندویچی6) شکل

 تلف تابع توانیهای مخبرای توان

 مقدار بر ها‌رویه خطی غیر کرنش اثر (3-7های)‌شکل در

 در دقت با. است گرفته قرار بررسی مورد ω فرکانس پارامتر

 توان افزایش با ثابت دمای در که شود‌می مشاهده ها‌شکل

 افزایش این. شود‌می زیاد طبیعی فرکانس مقدار توانی، تابع

 کاهش با. دارد یشتریب شدت یک از کوچکتر های‌ثابت در

 فرکانس مقدار توانی، تابع توان ثابت مقدار یک در دما

 توانی تابع ثابت توان یک در همچنین و یابد‌می افزایش

 تا  933(K) دمای از دما افزایش که شود‌می مشاهده

(K)333 دماهای در ولی دارد فرکانس تغییر در کمی تاثیر 

 طبیعی فرکانس ارمقد در شدید افت مقدار این از بالاتر

 توان از فرکانس تغییر ثابت، دمای در همچنین. شود‌می دیده

 . شود‌می انجام ملایم شیبی با بعد به پنج برابر توانی تابع

 
 

 

 

 صفحه برای توانی توان تابع طبیعی با فرکانس ( تغییرات7) شکل

 مختلف دماهای در5-2-5  ساندویچی 

 

 صفحه برایتوانی  توان تابع طبیعی با فرکانس ( تغییرات2) شکل

 مختلف دماهای در5-5-5ساندویچی   

 

 صفحه برای توانی توان تابع طبیعی با فرکانس ( تغییرات3) شکل

 مختلف دماهای در5-2-5ساندویچی   

 نتایج و بحث -7

 های‌رویه با ای‌دایره ساندویچی صفحه آزاد ارتعاشات

 های‌توزیع. دش بررسی پژوهش این در دما به وابسته هدفمند

 نظر در هسته افقی و عمودی جایی‌جابه برای مکعبی و مربع

 ضرایب شامل مدل این مجهولات بنابراین،. است شده گرفته
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 این. هاست‌رویه های‌جایی‌جابه همراه به ای ها چندجمله این

 با که دارد اشاره هسته بالای مرتبه های‌منتجه وجود بر مدل

 نظر در با مدل این. داردن سازگاری فیزیکی تعبیر هیچ

 حرکت معادلات و هسته ای‌صفحه درون های‌تنش گرفتن

 اصلاح شود، می حل معادلات کاهش روش از استفاده با که

 ساندویچی صفحه برای آمده دست به نتایج. است شده

 با نرم هسته و مختلف توانی تابع های توان با هدفمند مدور

 صفحه آزاد ارتعاشات تحلیل برای Abaqus افزار نرم نتایج

 دست به زیر نتایج که شد مقایسه مدور هدفمند ساندویچی

 :است آمده

 فرکانس توانی، تابع ثابت توان یک در دما افزایش با-5

 .یابد می کاهش طبیعی

 افزایش باعث ثابت دمای یک در توانی تابع توان افزایش-2

 .شود می طبیعی فرکانس

 در کمی تاثیر 333(K) تا 933(K) دمای از دما افزایش-9

 افت مقدار، این از بالاتر دماهای در ولی دارد فرکانس تغییر

 .شود می دیده طبیعی فرکانس مقدار در شدید

 ملایم بسیار  333(K) دمای تا فرکانس تغییرات شیب-4

 در خصوص به یک از کوچکتر های‌توان در ولی است

 شدید تغییرات، شیب این ،5-2-5 و 5-2-5 های حالت

 .است

 کاهش سرامیک و فلز الاستیسیته مدول دما افزایش با-1

 کاهش از چشمگیرتر بسیار فلز مدول کاهش اما یابد می

 ترکیب از استفاده به منجر که است سرامیک مدول

 .شود می هدفمند مواد صورت به فلز-سرامیک

 فهرست علائم -8

 انرژی جنبشی 
K 

 U (J)انرژی کرنشی
   (s)زمان

 E (GPa)مدول یانگ 

 G  (GPa)مدول برشی 

 h (m)ضخامت

   ضریب پواسون

 T (K) دما

 rمختصات در جهت 
u 

 θمختصات در جهت 
 

 zمختصات در جهت 
w 

 گر تغییراتعمل
 

 (Hz)فرکانس طبیعی 
 

 𝜆 ضریب لاگرانژ

 پيوست -9

 الف پيوست-9-1

 هر برای گشتاور های‌منتجه و تنش های‌منتجه تعیین برای

 .باشد می زیر شکل به معادلات ها،‌رویه از کدام

(62) 
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 
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     
     

      
          

    
    
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    
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    
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Tjکه 

rrN,TjN ،
Tj

rrM و
TjM  منتجه حرارتی نیرو و گشتاور

است.  , 1,2,6  , , j

klA k l j t b ،j

klB وj

klDهای  مولفه

ی بالا و پایین به ها هماتریس سفتی است که برای روی

 صورت زیر است:

(73)  
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(75)  
 
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,
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hj
j j j

j j j j j j
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z T
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 
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که  j j jE z ,T ، j j jν z , T ، j j jα z , T  و j t , b 

مدول ارتجاعی، ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی 

برای هسته نرم و هسته  FGMهاست و توسط تابع توانی  رویه

 سخت صفحه ساندویچی است:

(71) 
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 
 
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 
 
 

 

مربوط به فلز و سرامیک  "Ce"و  "m"که اندیس های 

برابر است با هر  Pو  P-FGMتوان مثبت ثابت تابع  kاست؛ 

ضریب پواسون  E، مثلا مدول الاستیسیته FGخاصیت رویه 

 . و چگالی   ، ضریب انبساط حرارتی  

 ب پيوست -9-2

(76) 
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(77) 
 

   

0 1 2 3 4 5 6

/2

2 3 4 5 6

/2

, , , , , ,

1, , , , , ,

c c c c c c c

hc

c c c c c c c c c

hc

I I I I I I I

T z z z z z z dz





 

 

که  kt kb I , I k 0,1,2 های  عبارات اینرسی رویهFG  بالا

و پایین است؛  lc I l 0,..,6  عبارات اینرسی هسته است؛

  j j jρ z ,T j t,b که  های بالا و پایین است چگالی رویه

الف تعریف شد.  پیوست در P-FGMبه صورت  c cρ T 

 چگالی هسته است.

 پ پيوست-9-3

 ایه با در نظر گرفتن اینکه هسته ایزوتروپ است، تنش

 ود.هسته به شکل زیر تعریف می ش وابسته به دمای
(72)  c c

rr c c rrE T    

(73)  c c

c cE T     

(23)  c c

zz c c zzE T    

(25)  c c

rz c c rzG T    

(22)  c c

z c c zG T     

(29)  c c

r c c rG T     

 های تنش هسته مرتبه منتجهاین روابط در شود که  یادآور می

 .شود جایگذاری میبالا 

 پيوست ت-9-4

( که مربوط به خواص مواد به کار رفته در 5جدول شماره )

 باشد. ساندویچ مدور می
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 [2] ( Si3N4)نیترید سیلیکون و (SUS304)ضدزنگ فولاد هدفمند، های رویه دهنده تشکیل مواد دمای به وابسته خواص (2جدول)

 𝜌(M) 𝜈(M) 𝛼(M) E(M) 𝜌(Ce) 𝜈(Ce) 𝛼(Ce) E(Ce) 

C0 2566 92622915/3  6- e 99/52  3e 39147/235  2973 24/3  6- e 2729/1  3e 4929/942  

C-1 3 3 3 3 3 3 3 3 

C1 3 4- e 335222/2-  3332/3  4- e 373236/9  3 3 3333/3  4- e 3637926/9-  

C2 3 7- e 7379172/9  3 7- e 19975/6-  3 3 3 7- e 563526/2  

C3 3 3 3 3 3 3 3 55- e 346561/2-  
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