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است. هسته  شده پرداخته ساندویچی پنلآزاد ارتعاشات خیز و در این مقاله به بررسی 

آن از دو ماده متفاوت  های یهروو  یوجه شش یزنبور لانهساندویچ پنل از نوع 

Carbon fiber reinforced plastic  وK-aryl/epoxy  شده گرفتهدر نظر 

استخراج گردیده و است. معادلات حاکم بر پایه تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 

است.  شده استفاده یافته یمتعم مربعاتبرای حل معادلات از روش عددی دیفرانسیل 

روش در این مقاله از  کاررفته به دیفرانسیل مربعاتبه روش  یاعتباربخشجهت 

که روش  شده دادهو نشان  شده استفادهدر مراجع  شده ارائهحل گالرکین  با کلاسیک

دارای نتایج خوب با درصد خطای  شده گرفتهبه کار  یافته یمتعمدیفرانسیل مربعات 

یجادشده در پنل اتغییر شکل  است. یادشدهنسبی پایین نسبت به مقاله مرجع 

 است.  قرارگرفته یموردبررسساندویچی به ازای دو نوع بارگذاری متفاوت 

به  ها یهروطبیعی برای چهار مد اول برای دو ماده متفاوت  یها فرکانس یتدرنها

متفاوت طول به ضخامت هسته و نسبت ضخامت  یها نسبت یرتأثدست آورده شده و 

است.  شده یبررسبر مقدار فرکانس طبیعی  یزنبور لانهبه ضخامت هسته  ها یهرو

و فرکانس طبیعی، ارائه  یجادشدها یزبرخ یونفونداسضریب سختی  یرتأثهمچنین 

  گردیده است.

 

-ارتعاشات – ساندویچی پنل

 لانه زنبوری-کوادراتوردیفرانسیلی

 51/93/31 تاریخ ارسال:

 25/59/31 تاریخ بازنگری:

 51/55/31 تاریخ پذیرش:

 

                                                           
 ، خوزستان، ایران.آزاد اسلامی واحد امیدیه دانشگاه مربی، مهندسی مکانیک، -5

 ، خوزستان، ایران.اهواز شهید چمران دانشکده مکانیک، دانشگاه دانشجوی کارشتاسی ارشد، -2

 ، خوزستان، ایران.اهواز شهید چمران دانشکده مکانیک، دانشگاه دانشجوی کارشتاسی ارشد، -9

 ی، دانشکده مکانیک، دانشگاه یزد، یزد، ایران.دانشجوی دکتر -4



Winter 2017/ vol. 9/ No. 4 

 

 
Journal of 

 

Solid Mechanics in Engineering 
 

http://jsme.iaukhsh.ac.ir  

 

 
Journal of 

Solid Mechanics 

in Engineering 
 

 

Deflection and Free Vibration of Sandwich Panel with Honeycomb Core on 

Winkler Elastic Foundation 

Younes Yousefi
 1

, Hossein Vahdanifar
 2

, Reza Shirani
 3

, Mohammad Dehghani
 4
 

* Corresponding Author: y.yousefi@iauo.ac.ir 

Key words: 

 

Abstract: 

Sandwich Panel 

Vibrations 

Differential Quadrature 

Honeycomb 

In this paper deflection and free vibration of sandwich panel is 

studied. The core of Sandwich panels is made of hexagonal 

honeycomb and faces are made of two different materials of 

Carbon Fiber Reinforced Plastic and K-aryl/epoxy covering. The 

governing equations are deduced from the First order Sheer 

Deformation Theory (FSDT) and they are solved using 

Generalized Differential Quadrature Method (GDQM). The 

classical method in the references is used to verify the DQ 

method and to show that the applied GDQM method has a good 

results with compared to the references. Deflection of sandwich 

panel is investigated with two different load types. Finally natural 

frequency for the first 4 modes and the two different faces 

materials are calculated and the effect of various lengths to core 

thickness ratios and faces to honeycomb core thickness ratios are 

studied. Further, the effect of foundation stiffness coefficient on 

deflection and natural frequency are showed. 
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 مقدمه -1

ساندویچی به دلیل داشتن  یها پانلبا توجه به اهمیت 

مقاومت بالا و وزن کم و  ازجملهخاص  های یژگیو

مختلف در  یها شکلاین اجزاء به  یریکارگ بههمچنین 

زمینه تحقیقات  یخودروسازصنایع هوافضا و  ازجملهصنایع 

است. بررسی عملکرد  بسیاری از محققان را فراهم کرده

تحلیل  ازجمله ها پانلاستاتیکی و تحلیل دینامیکی این 

نقش  زمان با یرمتغدر اثر بارگذاری خارجی  ها آنارتعاشی 

دارد. تحقیقات زیادی در  ها آنمهمی در طراحی و کاربرد 

 ازجملههای مختلف ‌ینهدرزمساندویچی  یها پانلرابطه با 

خیز و ارتعاشات آزاد و اجباری صورت گرفته است که 

 .باشند یمزیر شرح 

به  دار موج[ خیز تیر کامپوزیتی 5انصاری و همکاران ]

از مدل  ها آن نمودند. یبررس دار حافظهکمک سیم آلیاژ 

استفاده  دار حافظه رفتار آلیاژ یساز مدل منظور بهبرینسون 

[ به بررسی ارتعاش آزاد 2کردند. سیانگ و همکاران ]

 گاهی یهتکنازک مستطیلی ارتوتروپیک در شرایط  یها ورق

 یا صفحهارتعاش آزاد درون  ها آن مختلف به روش دقیق.

. همچنین حل نمودند محاسبهرا پرداختند صفحات مستطیلی 

دقیق ارتعاش آزاد صفحات ارتوتروپیک مستطیلی با استفاده 

[ روش 9] و همکاران چن .از نظریه میندلین را توسعه دادند

توسعه داده ضخیم  یها ورق لاگرانژی برای تحلیل دینامیکی

معایب روش آنان این  اما؛ ارائه دادندنیروهای برشی  یرتأثو 

از  تر کوچک لاگرانژتعداد چند جمله ایی های وقتی بود که 

تعداد حالات ارتعاش ورق باشد توابع شکل مد ممکن است 

کامل شرایط مرزی را برآورده سازد و همچنین  طور بهنتواند 

چن و  .شده است نظر صرفورق نیز  یها لبهاز خمش در 

 یها ورقعاش آزاد [ در مورد تحلیل ارت4همکاران ]

الاستیک میانی  گاه یهتکایزوتروپیک بر روی  یا استوانه

تحقیق کردند و فرکانس ارتعاش این ورق را محاسبه 

[ نیز یک چارچوب کلی برای 1و همکاران ] ویولا .نمودند

ورق دو  و محاسبات تحلیل دینامیکی پوسته و یبند فرمول

. در این اند کردهمتوسط را ارائه  باضخامت یهچندلاانحنایی 

روش ارتعاش پوسته با استفاده از  یدوبعدتحقیق مسائل 

عددی  صورت به یافته یمتعمدیفرانسیلی  سازیمربع

ارتعاش صفحات  [ به آنالیز6شو و همکاران ] .دان شده حل

 یها دامنهپرداختند. در پژوهش آنان  چهارضلعیکامپوزیتی 

ضای محاسباتی در ف یلیمستطفیزیکی نامنظم به یک دامنه 

و در گام بعد معادلات حاکم و شرایط  است شده یلتبد

 قرارگرفتهمرزی نیز به فرم مربوطه در فضای محاسباتی 

توسط آنان نسبت به روش دیلیو توت  شده یانبروش  است.

حجم محاسباتی و بازه  ازنظرو  کارآمدتر 5336در سال 

ارتعاشات  [1سروکین و همکاران ] .بود تر کوتاهزمانی بسیار 

نیروی عرضی  یرتأثاجباری پانل ساندویچی مستطیلی تحت 

با فرکانس تحریک در محدوده فرکانس طبیعی اول را 

. بر این اساس و با در دست بودن قراردادند یموردبررس

فرکانس طبیعی اول بر اساس پاسخ ارتعاشات اجباری در 

طبیعی سیستم را محاسبه  یها فرکانسفرکانس سایر  ی حوزه

وتحلیل ارتعاشات  یهتجز[ 1رامکومار و همکاران ] نمودند.

معادلات حاکم  ها آنپرداختند. اجباری ورق ارتوتروپیک 

با  یتدرنهاتوابع مثلثاتی بیان کردند و  صورت بهبر مدل را 

و همکاران  وو یوانروش لاگرانژی حل نمودند. استفاده از 

نظری کمانش حرارتی برای یک پنل  وتحلیل یهتجزبه [ 3]

در این مدل  شده گرفتهساندویچی پرداختند. هسته در نظر 

یک خرپا فرض شد و همچنین از اثر استحکام  صورت به

در پژوهش خود  ها آن شده است. نظر صرفخمشی هسته 

هندسی بر بار کمانشی حرارتی را  یپارامترهااثرات دما و 

 [ به تحلیل59همکاران ]و وانگ  .قراردادند یموردبررس

کامپوزیتی با استفاده از تئوری زیگزاگ مرتبه سوم  یها ورق

ایشان معادلات حاکم را از روش همیلتون  پرداختند.

نتایج حاصل از از استخراج نمودند و جهت صحه سنجی 

[ 55و سوامنتان ] کانت مدل المان محدود کمک گرفتند.

رتعاشات آزاد برای آنالیز ا یفرمولاسیون و حل تحلیل

کامپوزیتی و ساندویچی بر اساس تئوری  یهچندلا یها ورق

، تغییر شده ارائهمرتبه بالا ارائه دادند. در مدل  یافتهبهبود

 یها شکلتغییر  یراتتأثبا در نظر گرفتن  یهچندلا یها شکل

نرمال عرضی و  یها کرنشو  ها تنشبرشی عرضی، 

 یا صفحهون در های ییجا جابهبرای  یرخطیغ یرهایمتغ
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[ تئوری مرتبه بالای 52فراستیک و تامسون ] .دان شده محاسبه

ساندویچی را در آنالیز ارتعاشات آزاد پانل  یها پانل

. قراردادند مورداستفاده یرپذ انعطافساندویچی با هسته 

 آمیزی یتموفقایشان نشان دادند که این تئوری نتایج 

ساندویچی مانند آنالیز  یها پانلمختلف آنالیز  ی ینهدرزم

کمانش و ارتعاشات آزاد تیر ساندویچی، کمانش و خمش 

یکی دیگر از  ساندویچی برخوردار است. یها پانل

 یبعد سهحل دقیق استفاده از تئوری الاستیسیته  یها روش

[ با استفاده از این نظریه 59. سرینیواز و همکاران ]باشد یم

مستطیلی  یها ورقاد خطی به تحلیل ارتعاشات آز یبعد سه

ساده  گاهی یهتکتحت شرایط  ای یهلاضخیم همگن و 

[ به مطالعه ارتعاشات آزاد در 54نوس و همکاران ] پرداختند.

جدار نازک پرداختند. خواص مکانیکی بکار  یها پوسته

معادلات  ها آن. باشد یمرفته در تحلیل از مواد هدفمند 

ده از تئوری تغییر شکل را با استفا یا استوانهحاکم بر پوسته 

مرتبه بالا استخراج و با استفاده اصل کار مجازی به حل 

[ به حل معادلات حاکم 51فرانچسکو و همکاران ]نمودند. 

توسط المان  نامتقارن یها پوسته آزادبرای ارتعاشات 

یافته پرداختند. همچنین  یمتعم مربعاتدیفرانسیل  یدوبعد

 یها پوستهدوران و چرخش خود اثرات  پژوهشدر  ها آن

 .قراردادند یموردبررسمنحنی شکل را 

در این پژوهش به بررسی ارتعاشات آزاد و تغییر مکان 

پرداخته  یزنبور لانهدر ساندویچ پنل با هسته  یجادشدها

هندسی و  یپارامترهاانواع مختلف  یرتأث. همچنین شود یم

 است. قرارگرفته یموردبررس ها یهروتغییر خواص 

 

 :حاکم معادلات استخراج و مسئله بيان -2

در این مقاله به بررسی ارتعاشات آزاد و تغیر شکل 

بر بستر الاستیک  قرارگرفتهدر ساندویچ پنل  یجادشدها

 5در شکل  یک مدل ات. نمای شمشود یمپرداخته وینکلر 

 ازمعادلات حاکم بر مسئله با استفاده . است مشاهده قابل

و با استفاده از  شده استخراجه اول تئوری تغییر شکل مرتب

حل  یافته یمتعمروش حل عددی دیفرانسیل کوارداچر 

در  یجادشدها یها شکلتغییر برای  یخروجنتایج  .گردند یم

متفاوت گسترده و  یبارگذارپنل ساندویچی به ازای دو نوع 

 سینوسی ارائه خواهد شد.

 

 
 پنل بر بستر الاستیک یچساندونمای شماتیک ( 5شکل )

  

ساندویچ پنل بر اساس  یيجا جابهاستخراج معادلات -5-2

 (:FSDT) يبرشتئوری مرتبه اول تغيير شکل 
در تئوری مرتبه اول همانند تئوری کلاسیک دو فرضیه زیر 

 معتبر است:

خطوط مستقیم عمود بر صفحه میانی قبل از تغییر شکل  -5

 .مانند یممستقیم باقی  ،بعد از تغییر شکل

خطوط مستقیم عمود بر صفحه میانی تغییر طول  -2

 .دهند ینم

فرضیات  برخلافاما در تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی 

تئوری کلاسیک صفحات عمود بر سطح میانی بعد از تغییر 

 (.2شکل ) مانند ینمشکل دیگر بر سطح میانی عمود باقی 

 
نمایی از تغییر شکل یک صفحه با در نظر گرفتن انرژی کرنشی  -2شکل 

 [56]برشی )تئوری برشی مرتبه اول برای صفحات(
کرنش  یها مؤلفهبا در نظر گرفتن این تئوری  یجهدرنت

وجود داشته               و کرنش برشی         نرمال
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مچنین . هباشد یمصفر     کرنش نرمال  مؤلفهو تنها 

 صورت به( u , vیعنی ) x, yدر راستای  ییجا جابه یها مؤلفه

در  ییجا جابه مؤلفهفرض گردیده و  zتوابعی خطی نسبت به 

. شود یمدر نظر گرفته  zمستقل از  wراستای ضخامت یعنی 

 شود. زیر بیان می صورت به  ییجا جابهمیدان در نتیجه 

(5)                                 

(2)                                 

(9)                      

صفحه  ییجا جابه یها مؤلفه            در روابط فوق

چرخش عمود بر صفحه میانی به ترتیب        میانی و 

کرنش با  یها مؤلفه. همچنین باشند یم x ,yحول محورهای 

 ( تعریف3( الی )4روابط ) صورت بهفرض خطی بودن 

 .شوند یم

(4)    
  

  
 

(1)    
  

  
 

(6)    
  

  
 

(1)     
  

  
 

  

  
 

(1)     
  

  
 

  

  
 

(3)     
  

  
 

  

  
 

 توان یمبا توجه به تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 

 بیان نمود: (54( الی )59روابط ) صورت بهرا  ها کرنش

(59)     
   

  
  

   

  
 

(55)     
   

  
  

   

  
 

(52)      
   

  
 

   

  
   

   

  
 

   

  
  

(59)         
  

  
 

(54)         
  

  
 

 صورت بهکرنش لایه میانی و انحنا را  توان یمکه  ییدرجا 

 رابطه زیر تعریف نمود:

 

(51) 
   

{
  
 

  
 

   

  
   

  
   

  
 

   

  }
  
 

  
 

 

 

(56) 
  

{
  
 

  
 

   

  
   

  

   

  
 

   

  }
  
 

  
 

 

 روش انرژی و اصل هميلتون: -2

برای استخراج روابط حاکم بر مسئله از اصل انرژی و 

و هسته  ها یهروجنبشی و پتانسیل  های یانرژهمیلتون با رابطه 

بیان  شده یفتعر های ییجا جابه برحسبساندویچ پنل 

 :باشد یمزیر  صورت بهکه  شود یم

(51) 𝛿           

کار مجازی    δانرژی کرنشی مجازی    δدر این رابطه 

انرژی جنبشی    δتوسط نیروهای خارجی  شده انجام

رابطه زیر  با FSDT فرضیاتمجازی بوده و با توجه به 

 :گردند یمتعریف  هرکدام

𝜹  ∫∫∫∫   
 𝛿  

    
 𝛿  

     
 𝛿   

 

 

  

 

(51)     
 𝛿   

     
 𝛿   

                 

    ∫∫ 
 

 
           

(53) 𝛿   ∫∫    𝛿       

𝛿  ∫∫∫∫   ̇ 

 

  

𝛿 ̇   ̇ 𝛿 ̇   ̇ 𝛿 ̇       

(25)  

که  باشد یممعرف تغییرات انرژی پتانسیل ( 51)رابطه  

 همچنین رابطه ؛ واست شده یانب تنش و کرنش برحسب

میدان  یها مؤلفه برحسبتغییرات انرژی جنبشی پانل  (25)

که کار نیروهای خارجی  ییدرجا باشد یم ییجا جابه

 .اند شده یانب (53) روابط صورت به
 

𝛿  ∫∫∫∫    𝛿  
        

 
𝛿  

 
       

 
 



 وینکلر الاستيک بستر بر زنبوری لانه هسته با ساندویچي پنل آزاد ارتعاشات و خيز  

 

357 

   𝛿    
            ∫∫∫∫   𝛿     

(22)    𝛿         

 بيان برخي از روابط ساختاری: -3

 اند شده گرفتهکامپوزیت در نظر  ها یهروبا توجه به اینکه 

 یا صفحه یها کرنشو  گشتاورنیرو و  ینب یساختارروابط 

 های یسماتربا استفاده از  توان یمکامپوزیتی را  های یهرودر 

 صورت بهن از سختی هسته کرد نظر صرفسفتی خمشی با 

 به دست آورد.زیر 

(29)      ̅  

  

  
  

(24)          ̅      

  

  
 

(21)      ̅  

  

  
  

(26)         

  

  
  

 که در آن:

(21)      
 

 
  

  

  
 

(21)  ̅   
   

          

 

(23)  ̅   
   

          

 

 نازک داشتیم: یها ورقکه از روابط موجود در  ییدرجا

(99)    ∫        

(95)    ∫       

(92)     ∫        

(99)    ∫         

(94)    ∫         

(91)     ∫           

(96)    ∫       

(91)    ∫       

 رابطه(22و )( 25)در رابطه  (91( تا )99)با ادغام روابط 

 به دست می آید.( 93و ) ( 91)

𝛿  ∫∫
   

  
𝛿   

   

  
𝛿   

   

  
𝛿    

   

  
𝛿   

    

  
𝛿   

    

  
𝛿   

    

  
𝛿   

(91)  

𝜹  ∫∫∫∫ [( ̇    ̇ )𝛿( ̇    ̇ )]   

 [( ̇    ̇ )𝛿( ̇    ̇ )]    ̇ 𝛿 ̇       
(93) 

به  توان یماز روش همیلتون  شده یانببا استفاده از روابط  

برای معادلات حاکم بر فیزیک مسئله دست  تری یکلروابط 

 یها کوپل ازجملهپیدا نمود که با استفاده از تعاریف خاص 

ل به شک روابط را توان یمتنش و منتیجه های تنش برشی 

 .بیان نمودکه در ادامه می آیند،  تر ساده

 معادلات حاکم بر ساندویچ پنل: -4

 صورت بهخطی معادلات تعادل  یها کرنشبا در نظر گرفتن 

 :گردند یمزیر بیان 

(49) 
        

   

  
 

   

  
        

   

   
 

(45) 
         

   

  
 

    

  
   

    

   
 

(42) 
         

   

  
 

    

  
   

    

   
 

بنابراین معادلات بنیانی ورق کامپوزیتی متقارن به شرح زیر 

 که: ییدرجاهستند 

(49)                

(44)                

(41)            

 همچنین نیروهای برشی به شرح زیر است.

(46) (
  

  
)  (

   

 

 
   

) (
   
   

) 

(41) 
            

(41)             
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 برابرند با:و نیروهای برشی  انحناها که یدرحال

(43)    
   

  
 

(19)    
   

  
 

(15)     
   

  
 

   

  
 

(12)    
     

  

  
 

(19)    
     

  

  
 

 سه( 42و)  (49)در معادله ( 41(، )49روابط )با جایگزینی 

به رابطه اصلی ارتعاشات آزاد ساندویچ پنل بر بستر الاستیک 

 دست خواهد آمد.

    (
   

  
 

   

   
)     (

   

  
 

   

   
)     

(14) 
     

   

   
 

   

    

   
    

    

   
          

    

    
  

(11) 
   (   

  

  
)    

    

   
 

         
    

    
    

    

   
    

    

   
  

(16) 
   (   

  

  
)    

    

   
 

از روابط زیر  هیچندلاکه ممان اینرسی و چگالی  ییدرجا

 .کنند یمپیروی 

(11) 
    ∑           

 

   

 

(11) 
  ∑  ∫  

    

 

   

 

زیر برای چهار سر گیردار تعریف  صورت بهشرایط مرزی 

 :شود یم

(13)           

 

 :یافته يمتعمروش دیفرانسيل کوادراچر  -5

تبدیل  درصددعددی در حل مسائل  یها روش یطورکل به

در معادلات دیفرانسیلی به یک دستگاه  ها انتگرالمشتقات و 

میدانی  یرمتغمقادیر  برحسبجبری و یا معادلات مرتبه اول 

به همین منظور ابتدا  .باشد یمدامنه حل  در نقاط مجزا در

شده و سپس روش عددی اعمال و  یبند شبکهناحیه حل 

 .پذیرد یمصورت  یبند شبکهبر اساس این  مسئلهحل 

تبدیل ناحیه حل به  صورت به یبند شبکه DQ درروش

 DQ روش .پذیرد یماز نقاط به نام گره انجام  یا مجموعه

در هر گره نسبت به یک راستای مشخص  fمشتق تابع  مقدار

از مقادیر تابع در تعدادی  دار وزنمجموع خطی  صورت بهرا 

ا ریاضی تعریف فوق ر یانب .کند یمنقاط در آن راستا بیان 

 :زیر بیان نمود صورت به توان یم

 :تعریف مشتقات- 5-1 

 صورت بهاست      که تابعی از fدر این روش مشتق برای 

 :شود یمزیر تعریف 
 

  
   

(     )  ∑   
   

                     

  

   

 

(69)  

  
   

(     )  ∑   
   

                     

  

   

 

(65) 

   
     

(     )  ∑   
   

∑   
   

            

  

   

    

  

   

 

(62) 
                                

به نام ماتریس   در روابط فوق در قالب ماتریس  ها وزن

نشانگر مرتبه      های یساندو  اند شده یانبضرایب وزنی 

 منظور به .باشد یمو ماتریس ضرایب مربوط  یریگ مشتق

استخراج ماتریس ضرایب وزنی تابع مطلوب در هر راستا 

توابع تقریب  به که این  شوند یمتوسط توابعی تقریب زده 

 طور به[ 6]چانگ و شو .  شوند یمنام توابع تست شناخته 

توابع تست  عنوان بهلاگرانژ  یاب یانمتوابع مجزا با انتخاب 

آوردن ماتریس  به دستصریحی را برای  یها فرمول

 طور بهضرایب وزنی  ها فرمولدر این  .اند کردهارائه  یبضرا

حاصل  ها گرهمستقیم و دقیق مستقل از تعداد و موقعیت 

 واسطه بهتوسط شو و ریچارد  شده ارائه یها فرمول .شوند یم

برای محاسبه ماتریس ضرایب در  یبازگشتبیان یک رابطه 
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در  .اند قرارگرفتهبیشتری  موردتوجهمرتبه بالاتر  یها مشتق

صلی ماتریس ضرایب برای غیر قطر ا یها مؤلفه ها فرمولاین 

 شوند یمزیر بیان  صورت بهرتبه اول مشتق م

(69)    
   

 
     

(     )     
                    

 که: درجایی

 

 

(64) 

       ∏ 

  

   
   

        

 :و برای مشتقات مرتبه بالاتر

   
   

  (   
     

    
   

 
   
     

     
)                  

(61)  

 به شکل زیر تغییر می یابد.برای اعضای قطر اصلی ماتریس 

   
   

  ∑   
   

  

   
   

                       

(66)  

مشتق را به حاصل  DQذکر شد روش  قبلاًکه  گونه همان

از طرف دیگر  ؛ وکند یماز مقادیر تابع تبدیل  دار وزنجمع 

بر اساس تعداد و موقعیت  شده یانببا توجه به روابط  ها وزن

به این نکته  توان یم یراحت بهبنابراین ؛ شنود یمحاصل  ها گره

نقاط نمونه نیز  ها آنکه به  ها گرهپی برد که موقعیت و تعداد 

 .کنند یمنقش مهمی در دقت نتایج نهایی بازی  شود یمگفته 

چبیشف  یا چندجملهدر این تحقیق نقاط واقع بر صفرهای 

این نقاط توسط  .اند شده انتخابمجموعه نقاط نمونه  عنوان به

 .ندگرد یمرابطه زیر محاسبه 

 

   
 

 
(     (

   

    
 ))                

 

(61) 

در  موردنظربه ترتیب طول بازه  a , bکه در عبارت بالا 

در راستای  ها گرهتعداد  کننده یانب         x , yراستای 

نقاط چیبیشف شناخته  بانامط ینا .این باشد یممذکور 

  .شوند یم

باید رابطه  GDQبرای روش  شده یانبحال با توجه به توضیح 

معادلات حاکم بر ارتعاش آزاد  کننده یانبرا که  (21)

ستر الاستیک است را جداسازی نمود که ساندویچ پنل بر ب

 شرح زیر انجام گرفته است.به 

∑      
    

  
 

 

   

 ∑      
    

  
 

 

   

  

(61) 
∑            

    
  

 

 

   

 ∑   

 

   

    
    

  
  

 
 ∑   

 

   

(     
 
    

   
  )   

∑   

 

   

(     
     

     
)         

      

 
 

(63)  

∑      
    

  
 

 

   

 ∑            

    
  

 

 

   

   ∑      

    
  

 

 

   

 

 ∑   (   
  

     

   
  )

 

   

 ∑   ( 
  
  

     

   
  )

 

   

 

(19)       
      

 
 

∑   (   
   

  
 
    

    
  

 
     

    
  )  

 

   

 

 

∑   (   

     
 
    

      )

 

   

 ∑       

   
  

 
    

    
   

 

   

 

(15)       
     

  
 

زیر برای چهار سر گیردار تعریف  صورت بهشرایط مرزی 

 شوند. یم

(12)           

 

 اعتبار سنجي -6

در  شده ارائهدر ابتدا جهت صحه سنجی روش در این بخش 

با  GDQاین پژوهش به مقایسه نتایج حاصل از حل عددی 

برای شرط مرزی گیردار [ 56] مرجع از آمده دست بهنتایج 

. بدین منظور خصوصیات شود میپرداخته ورق  های لبهدر 

تا  5در مقاله مرجع در جدول  شده استفادهورق ارتوتروپیک 

 است. شده بیان 9



 /سال نهم/ شماره چهارم 5931زمستان  فصلنامه علمي پژوهشي مهندسي مکانيک جامدات/

 

353 

 T-graphite/epoxyمشخصات ماده  -5جدول 

 کمیت واحد مقدار

   مدول یانگ     581

   مدول یانگ     5.01

    یبرشمدول      307

    نسبت پواسون   0.8.

 𝝆 چگالی       ..50
 

 

 

 B-boron/epoxyمشخصات ماده  -2جدول 

 کمیت واحد مقدار

   مدول یانگ     8..

   مدول یانگ     5801

    یبرشمدول      103

    نسبت پواسون   0.7.

 𝝆 چگالی       ....
 

 

 K-aryl/epoxyمشخصات ماده  -9جدول 

 کمیت واحد مقدار

   مدول یانگ     30

   مدول یانگ     100

    یبرشمدول      07.

    نسبت پواسون   070.

 𝝆 چگالی       .500

 

 [56مقایسه نتایج خروجی برای شرط مرزی گیردار با مرجع ] -4جدول 

 مد ارتعاشی حل گالرکین حل اجرا محدود GDQMحل 

0031 0085 008 1 
10.8 105. 10.8 2 
1008 103. 1008 3 
0011 0013 0010 4 

3001 300. 300. 5 
3087 301. 3081 6 
3018 80.0 80.7 7 
80.0 807. 8075 8 

8035 8031 8030 9 
808. 8033 8030 11 

برای روش  4همانطور که از نتایج ارائه شده در جدول 

مشاهده می گردد میزان خطای نسبی این  GDQMحل 

روش در مقایسه با روش اجزا محدود و گالرکین برای 

یک ورق ارتوتروپیک با شرط مرزی گیردار در لبه های 

آن بسیار کم می باشد. در ادامه جهت اعتبار سنجی بیشتر 

مد اول ارتعاشی برای رویه هایی با خواص  5به بررسی 

 ؛ کهپردازیممی[ 16مقاله مرجع ]مطابق مکانیکی مختلف 

 نشان داده شده است. 8الی  5ن در جدول های آنتایج 

 [56با مرجع ] B-boron/epoxy مقایسه نتایج برای رویه ها -1جدول 

 مد ارتعاشی حل گالرکین حل اجرا محدود GDQMحل 

0080 0088 0083 1 
101. 101. 101. 2 
0003 003. 0008 3 
3080 301. 3015 4 

8055 8053 8051 5 
 

 [56با مرجع ] B-boron/epoxyمقایسه نتایج برای رویه ها  -6جدول 

 مد ارتعاشی حل گالرکین حل اجرا محدود GDQMحل 

0037 0031 0031 1 
0085 0087 008. 2 

0011 10.5 10.. 3 
1075 1077 107. 4 
108. 108. 1038 5 

 

 [56با مرجع ] B-boron/epoxyمقایسه نتایج برای رویه ها  -1جدول 

 مد ارتعاشی حل گالرکین حل اجرا محدود GDQMحل 

003. 0030 0030 1 
0030 0030 0030 2 
0031 0085 0085 3 

0081 0015 001. 4 

10.1 10.0 10.1 5 
 

 [56با مرجع ] K-aryl/epoxyمقایسه نتایج برای رویه ها  -1جدول 

 مد ارتعاشی حل گالرکین حل اجرا محدود GDQMحل 

0080 0083 0081 1 
100. 1000 1005 2 

0003 001. 0008 3 
308. 3081 3083 4 
3080 301. 301. 5 

 

هدف از انجام این پژوهش تحلیل ارتعاش آزاد و تغییر 

در ساندویچ پنل بر بستر الاستیک وینکلر  یجادشدهاشکل 

با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول به همراه 

ساندویچ پنل از نوع  هسته ،باشد یم GDQMروش 

است که خواص آن و همچنین  یوجه شش یزنبور لانه

. در این اند شده یانبدر جدول زیر  ها یهروخصوصیات 

 ها یهرومقاله نتایج خروجی برای دو ماده متفاوت برای 

 :باشند یماست به ترتیب شرح زیر  شده ارائه

 ها یهرو دهنده یلتشکنام مواد  -3جدول 

   Carbon fiber reinforced plastic 
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   K-aryl/epoxy 
 

 ها یهروخواص مکانیکی  -59جدول 

 کمیت واحد ها یهرونوع ماده 

        

   مدول یانگ     10011 30

   مدول یانگ     10011 100

    مدول یرشی     003.. 07.

    مدول یرشی     7038 07.

    مدول یرشی     7038 051.

    نسبت پواسون - .07. 070.

    نسبت پواسون - .07. 070.
 

 یزنبور لانههسته در نظر از جنس نرم و از نوع 

 GDQMکه با توجه به اینکه در کد  باشد یم یوجه شش

 Zنیاز به مدول های برشی هسته در راستای  شده نوشته

 .است 11جدول لذا مقادیر آن به شرح  .باشد یم

 هستهمشخصات ماده  -55جدول 

 کمیت واحد مقدار

    مدول یرشی     444

    مدول یرشی     224

 

 يازموردنتعریف چند پارامتر  -7

مختلف  پارامترهایجهت ارائه نتایج خروجی به ازای 

 شده تعریف موردنیاز متغیرهای 11هندسی در جدول 

 است.

 یازموردن یرهایمتغتعریف  -52جدول 

 کمیت واحد یرمتغنام 

 طول ساندویچ پنل    

 عرض ساندویچ پنل    

 ساندویچ پنل های یهروضخامت      

 (یزنبور لانهضخامت هسته )     

 نسبت طول به ضخامت هسته -     

 های یهرونسبت ضخامت هسته به  -     

 خروجي نتایج -8

سه در این پژوهش در  GDQMاز حل  آمده دست بهنتایج 

و دوم به محاسبه فرکانس . در بخش اول اند شده ارائهبخش 

هایی از دو  یهروی و زنبور لانهبا هسته  پانلطبیعی ساندویچ 

ماده  دو نوعها  یهروشود. برای  یمماده ارتوتروپیک پرداخته 

و شرط مرزی  شده گرفتهبا خواص مکانیکی متفاوت در نظر 

حاکم بر آن از نوع گیردار لحاظ شده است. در بخش سوم 

نکلر بر میزان مد ارتعاشی و خیز حاصل یون ویفونداسیر تأث

 شده است. یبررسمختلف  در مدل به ازای پارامترهای

 بخش اول ارائه نتایج 5-1

مد اول  4فرکانس طبیعی برای  میزان ،6تا  9 شکلدر 

و            یونفونداسارتعاشی به ازای سختی 

طول  ازجملهیرهایی متغو با در نظر گرفتن        عرض 

لازم به  است. شده دادههسته نشان  ضخامتو نسبت آن به 

 Carbon fiber reinforcedها از  یهروذکر است که جنس 

plastic باشد. یم 

 
         مد اول با فرض 4طبیعی برای  یها فرکانس -9 شکل

 

مد اول ارتعاشی به ازای  4فرکانس های طبعی برای  9شکل 

نسبت های مختلف طول به ضخامت هسته را نشان می دهد. 

با توجه به روند نمودار مشاهده میشود که با افزایش نسبت 

طول به ضخامت هسته پنل ساندویچی میزان فرکانس طبیعی 

افزایش می یابد. این روند افزایشی برای سایر مود های 

نتایج خروجی بر  4ارتعاشی نیز صادق می باشد. در شکل 

حسب فرکانس سازه و نسبت طول به ضخامت هسته لانه 

 .آورده شده است       زنبوری به ازای 
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         مد اول با فرض 4طبیعی برای  یها فرکانس -4 شکل

 

مشاهده می گردد افزایش طول پنل  4همانطور که از شکل 

باعث کاهش میزان فرکانس طبیعی سازه می ساندویچی 

افزایش بیشتر این پارامتر و تاثیر  6و  1شود. در شکل های 

آن بر فرکانس طبیعی و مد های ارتعاشی قابل مشاهده می 

 باشد.
 

 
         مد اول با فرض 4طبیعی برای  یها فرکانس -1 شکل

 
         مد اول با فرض 4طبیعی برای  یها فرکانس -6 جدول

دریافت  توان می 6تا  9 ایبا مشاهده نتایج خروجی در شکله 

 میزان فرکانس طبیعی سازه کاهش سازه که با افزایش طول

 1همچنین با توجه به روند نتایج خروجی در شکل . یابد می

فرکانس طبیعی با نسبت  این نتیجه حاصل میشود که 6 و

درادامه  طول به ضخامت ساندویچ پنل رابطه مستقیم دارد.

ها  زنبوری به رویه تأثیر ضخامت هسته لانه 59در جدول 

 شده است. نشان داده

 

 
مختلف ضخامت  های نسبتبه ازای  طبیعی های فرکانس -59 جدول

 ها رویههسته به ضخامت 

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

38.0.3 1710.5 17.051 .07001 .05 

5573011 387011 331003 780000 .0. 

5077011 1170.7 131051 0150.7 .07 

53.0018 5580080 5501000 183010 .00 

510501. 573.087 570.011 08.035 .01 

..5.000 511.007 515105. 335071 .00 

.010011 53.303. 508005. 80.010 .03 

.011001 51.7070 58150.0 11.0.0 .08 

.170083 ..38077 ..530.8 5.710.. .01 

 

تاثیر افزایش نسبت ضخامت هسته به ضخامت  59جدول 

مد اول ارتعاشی را نشان می دهد. مشاهده  4رویه ها برای 

می شود که با افزایش نسبت ضخامت هسته به رویه پنل 

 ساندویچی فرکانس طبیعی افزایش می یابد.

 

 بخش دوم ارائه نتایج  2-8
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 در این بخش همانند بخش اول به بررسی پارامترهای هندسی

. رویه دارای پردازیم بر فرکانس طبیعی ساندویچ پنل می

در نظر گرفته  K-aryl/epoxyخواص مکانیکی از جنس 

با  51الی  54ه شده در جداول از مقایسه نتایج ارائشده اند. 

بخش اول مشاهده میگردد که میزان فرکانس طبیعی سازه 

کاهش خواص مکانیکی  کاهش یافته است دلیل این امر

 ها می باشد.رویه ماده در نظر گرفته شده برای 
        مد اول با فرض 4فرکانس های طبیعی برای  -54جدول 

 می باشد( (Hz))واحد فرکانس های طبیعی 

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

3..001 11101. 71.05. .800.0 1 

11003. 333083 107077 711005 59 

50380.8 5538077 8.0030 05.018 29 

51.1010 5108011 55.005.7 8.5053 19 

.707015 ..57031 50.3088 5.01075 599 

 

         مد اول با فرض 4فرکانس های طبیعی برای  -51جدول 

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

71.080 700001 ...003 501007 1 

037087 038030 75.031 ..00.7 59 

315081 3..050 031053 751081 29 

5..1058 110051 071011 07.011 19 

57.1051 5..8030 87.07. 133070 599 
 
 

         مد اول با فرض 4فرکانس های طبیعی برای  -56جدول 

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

7510.. .00058 517010 50.037 1 

00.001 70.035 .3.015 ..3018 59 

007081 151050 05005. 715058 29 

835035 01.0.. 1130.1 033051 19 

5.1108. 88.008 3.7015 0.8030 599 
 

 

 

         مد اول با فرض 4فرکانس های طبیعی برای  -51جدول 

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

.370.3 .75083 ...003 581005 1 

738010 7..01. .8.000 .11057 59 

108077 08307. 07.0.0 710071 29 

3000.. 001008 130001 17.01. 19 

173010 8..000 3780.0 01.01. 599 
 

به ازای نسبت های مختلف ضخامت هسته به  فرکانس های طبیعی -51جدول 

 ضخامت رویه ها

         مد اول مد دوم مد سوم مد چهارم

155010 710008 .30018 ..5000 .05 

3..0.7 113070 788011 .810.1 .0. 

88.051 08707. 030003 701010 .07 

5.500.5 3150.. 11.07. 0.103. .00 

55780.1 88800. 0..00. 011011 .01 

5.1.0.3 1380.0 087001 1..013 .00 

5711057 5.0.087 30.088 10001. .03 

5010017 550701. 311018 188001 .08 

5101011 5..50.85 810051 0.8015 .01 

 

 بخش سوم ارائه نتایج  9-1

طول به ضخامت هسته پنل  نسبت تأثیراین بخش به  در

در ساندویچ پنل با خواص  ایجادشده برخیز a/h ساندویچی

 Carbon fiberو  K-aryl/epoxyاز جنس  های رویه

reinforced plastic  گسترده و  های یبارگذارتحت

میزان سختی  یرتأثدر پایان  شده است ارائهسینوسی 

 است. شده یبررسبر میزان فرکانس طبیعی  یونفونداس

 
از  ها رویهدر ساندویچ پنل با خواص  ایجادشده برخیز a/hنسبت  تأثیر( 1) شکل

 تحت بارگذاری گسترده (Carbon fiber reinforced plastic) جنس
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 ها رویهدر ساندویچ پنل با خواص  ایجادشده برخیز a/hنسبت  تأثیر -( 1شکل )

 ( تحت بارگذاری گستردهK-aryl/epoxy)از جنس 
 

دریافت که با افزایش نسبت  توان یم 1و  1با توجه به شکل 

در ساندویچ پنل  یجادشدهاطول به ضخامت هسته میزان خیز 

 ینمؤثرتر افزایش خواهد یافت. از طرفی یکی از

زایی دارد بس یرتأثکه بر میزان تغییر شکل سازه  پارامترهایی

و  9در ادامه در شکل  .باشد یم ها یهروخواص مکانیکی 

 یجادشدهابارگذاری سینوسی بر میزان خیز  یرتأث 11

  است. شده ارائه

 

 
 ها رویهدر ساندویچ پنل با خواص  ایجادشده برخیز a/hنسبت  تأثیر( 9) شکل

 ( تحت بارگذاری سینوسیCarbon fiber reinforced plastic) جنساز 
 

 
از  ها رویهدر ساندویچ پنل با خواص  ایجادشده برخیز a/hنسبت  تأثیر( 59شکل )

 ( تحت بارگذاری سینوسیK-aryl/epoxy) جنس

 
 های نسبتسختی فنر بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی مد اول برای  تأثیر( 55شکل )

 Carbon fiber reinforced plastic از جنس ها رویه مختلف ابعاد ساندویچ پنل

 

 
 های نسبتسختی فنر بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی مد اول برای  تأثیر( 52شکل )

 (K-aryl/epoxy از جنس ها رویه) پنلمختلف ابعاد ساندویچ 
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که با افزایش  گردد یممشاهده  11و  11 یها شکلاز 

ضریب سختی فونداسیون وینکلر فرکانس طبیعی برای 

 .یابد یمنسبت ابعاد مختلف افزایش 

 

 گيری يجهنتبحث و  -6

 یها شکلطبیعی و تغییر  یها فرکانسدر این مقاله به بررسی 

در ساندویچ پنل بر بستر الاستیک پرداخته شد.  یجادشدها

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول در  مورداستفادهتئوری 

نظر گرفته شد و جهت حل معادلات حاکم بر فیزیک مسئله 

مطابق روند د. یاستفاده گرد GDQMاز روش حل عددی 

نتایج حاصل دارای دقت بالا و درصد خطای صحه سنجی، 

. در این استکلاسیک  های یتئورنسبی پایین در مقایسه با 

دارای خواص متفاوتی  هرکدامه مقاله از دو ماده مختلف ک

؛ قرار گرفت مورداستفادهساندویچ پنل  های یهروبودند در 

 :باشند یمنتایج آن به شرح زیر  که

از بخش ارتعاشات ساندویچ  شده حاصلآنچه برای جداول 

 :باشد یمنتیجه گرفت به شرح زیر  توان یمپنل 

 

  مقدار         با افزایش نسبت طول به ضخامت هسته

 .یابد یمارتعاشی افزایش  یمدهافرکانس طبیعی 

  ها یهروبا افزایش ضخامت هسته به h/t  مقدار فرکانس

 .یابد یمارتعاشی افزایش  یمدهاطبیعی 

  باعث  کلر ینوالاستیک  یونفونداسافزایش سختی

 .گردد یمارتعاشی و خیز ماکزیمم  یمدهاافزایش 

 

 توان یماز بخش خیز  شده حاصل ینمودارهاآنچه برای 

 :استنتیجه گرفت به شرح زیر 

  ها یهروبا افزایش نسبت ضخامت هسته به ضخامت 

در ساندویچ پنل کاهش  یجادشدهاماکزیمم تغییر مکان 

 .یابد یم

  با افزایش نسبت طول ساندویچ پنل به ضخامت

 .یابد یمقدار ماکزیمم تغییر مکان افزایش م         

  با افزایش نسبتa/b  خیز ماکزیمم در مدل کاهش

 .یابد یم
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