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  چکيده
، ܩ يگروه متناه يباشد. برا يح نامنفياثر صح يدان مختلط است که دارايم ينامنفرد رو يسي، ماتريگشتيجاس شبهيماتر

و  (ܩ)ݍد ين فرض کنيچنرا نشان دهد. هم  ܩکيبهکي يگشتيجا يهاشين درجه نمايکوچکتر ،(ܩ)د يفرض کن
 ℂو  ℚ يهادانيم يرو يگشتيجاشبه يهاسيله ماتريبه وس ܩک يبهکي يهاشين درجات نمايب کوچکتري، به ترت(ܩ)ܿ

(ܩ)ܿن صورت يرا نشان دهند. در ا ≤ (ܩ)ݍ ≤ پوچتوان  يهادرجات فوق را در گروهن مقاله، ارتباط ي. در ا(ܩ)
م از مرتبه يچ عامل مستقيه يباشد که دارا يتوان متناهک گروه پوچي ܩم اگر يدهيقت، نشان ميدر حق  م کرد.يخواه يبررس
ܩست و ين 6 = ଵܲ ×⋯× ܲ يهينابد يلويس يهارگروهيم زيضرب مستقبه صورت حاصل ܩه يتجز ܲ گاه باشد، آن

(ܩ)ܿ = ܿ( ଵܲ) + ⋯+ ܿ( ܲ) . توان از مرتبه فرد ک گروه پوچي ܩم داد که اگر يجه، نشان خواهيک نتيبه عنوان
(ܩ)ܿگاه باشد، آن = (ܩ)ݍ =  . (ܩ)

  
  .هام گروهيضرب مستقس شور، حاصلير، انديناپذلي، گروه پوچتوان، سرشت تحويگشتيجاش شبهينما هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: ghaffarzadeh@iaukhoy.ac.ir                                                                             :     دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۸۸                                                               ۱۳۹۶ زمستان، دوازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش غفارزاده يمهد
 
 

 

  بيان مسأله و مقدمات  - ۱
هاي مورد بحث در اين مقاله، متناهي هستند.  تمام گروه

باشد؛ يعني  ݊يك گروه خطي از درجه  ܩفرض كنيد 
هاي يك فضاي برداري مختلط  يك گروه از خودريختي

هاي  طور معادل يك گروه از ماتريس  بعدي يا به݊–
݊نامنفرد  × ]، يك ۱۲هاي مختلط. وانگ در [ با درآيه ݊

صورت يك گروه   را به ݊جايگشتي از درجه  گروه شبه
خطي تعريف كرد كه هر عضو آن داراي اثر صحيح 

گذاري از اين حقيقت ناشي  نامنفي است. علت چنين نام
ها روي  يك گروه از جايگشت ܩشود كه اگر  مي

گاه با عمل  باشد، آن ݊از اندازه  Ωاي مانند  مجموعه
، يك Ωروي فضاي برداري مختلط با پايه  ܩاعضاي 

دست  به  ۱و  ۰هاي  هاي نامنفرد با درآيه ز ماتريسگروه ا
است. اثر ماتريس متناظر با  ܩآوريم كه يكريخت با  مي

ݔيك عضو  ∈ است كه  Ω، برابر تعداد نقاطي از ܩ
شوند. بنابراين، يك گروه  داشته مي  ثابت نگه ݔتوسط 

صورت يك   ، داراي يك نمايش به݊جايگشتي از درجه 
  است. nي از درجه جايگشت گروه شبه

] بررسي كرد كه كدام خواص از ۱۳] و [۱۲وانگ در [
جايگشتي تعميم  هاي شبه هاي جايگشتي به گروه گروه
هاي  ]، مطالعه شباهت۴هارتلي و همكاران [ يابند. بعداً مي

جايگشتي را با بررسي  هاي جايگشتي و شبه ن گروهيب
يك  به ارتباط كوچكترين درجه يك نمايش جايگشتي يك

يك  به جايگشتي يك و كوچكترين درجه يك نمايش شبه
  ادامه دادند. اين درجات در ادامه، معرفي خواهند شد.

جايگشتي، ماتريسي نامنفرد روي ميدان  شبه ماتريس
كه اثر آن، يك عدد صحيح   طوري  مختلط است به

، يك ℂنامنفي باشد. بنابراين هر ماتريس جايگشتي روي 
يك گروه  ܩد ياست. فرض کنجايگشتي  ماتريس شبه

كوچكترين درجه ، (ܩ)(متناهي) باشد. فرض كنيد 
را نشان دهد. بنا بر  ܩيك  به جايگشتي يك يهانمايش

ها  يك قضيه از كيلي، هر گروه با يك گروه از جايگشت
كوچكترين درجه ، (ܩ)ݍيكريخت است. فرض كنيد 

هاي  وسيله ماتريس به  ܩ يك به يك  يهانمايش
را نشان دهد و  ℚجايگشتي روي ميدان گويا  شبه

  به ܩيك  به يك يها، كوچكترين درجه نمايش(ܩ)ܿ

 ℂجايگشتي روي ميدان مختلط  هاي شبه وسيله ماتريس
  باشد. با توجه به بحث بالا، واضح است كه همواره، 

(ܩ)ܿ ≤ (ܩ)ݍ ≤  .(ܩ)
هاي متناهي، معمولاً  در مطالعات نظري و محاسباتي گروه

اي از  مفيد است كه يك نمايش جايگشتي روي مجموعه
اندازه تا حد امكان كوچك انتخاب كنيم. از اين رو 

صورت گسترده مورد مطالعه قرار گرفته است.  به  (ܩ)
] مراجعه كنيد. از آنجايي ۱۴] و [۹]، [۵براي نمونه به [

 ،(ܩ)از  ييهامي، به عنوان تعم(ܩ)ݍو  (ܩ)ܿكه 
هستند و محاسبه آنها  ن مناسبي براي آنييهاي پا كران

ها انجام  طور مستقيم با استفاده از جدول سرشت گروه به 
رسد  نظر مي  را ببينيد)، لذا معقول به ۲.۲گيرد (قضيه  مي

به خوبي  (ܩ)ݍو  (ܩ)ܿكه بدانيم تا چه اندازه، 
  كنند. عمل مي 	(ܩ)

ܣبراي مثال، اگر  = ଵܣ يك گروه آبلي  ܣ…×
دوري از مرتبه تواني از يك عدد  ،ܣباشد كه در آن هر 

  ] داريم: ۲، قضيه ۹گاه طبق [ اول است، آن
(ܣ)     )۱( = (ଵܣ) + ⋯+   (ܣ)

دست  ] به۴در [ 	(ܣ)ݍو  (ܣ)ܿنتيجه مشابه براي 
اي هيچ عامل مستقيم دار ܣآمده است كه مي گويد اگر 

(ܣ)ܿگاه  نباشد، آن 6از مرتبه  = (ܣ)ݍ =  (ܣ)
 و 
(ܣ)ܿ	 )۲( = (ଵܣ)ܿ +⋯+   	.(ܣ)ܿ

 ܣتوان مشاهده كرد كه اگر  سادگي مي  در حقيقت، به
(ܣ)		گاه  باشد، آن 6گروه دوري از مرتبه  =

(ଶܥ) + (ଷܥ) = (ܣ)ܿو  5 = (ܣ)ݍ =
  را نشان  ݉از مرتبه  يگروه دور ܥ، که در آن 4
  را ببينيد. ۲.۶دهد. مثال يم

هاي آبلي  ]، نتيجه فوق را به كل گروه۱بعداً بهروش [
بزرگترين عدد صحيح  ݊تعميم داد و نشان داد كه اگر 

داراي جمعوند مستقيم يكريخت با  ܣنامنفي باشد كه 
  گاه  است، آن ܥ

(ܣ)ܿ	  )۳( = (ܣ)ݍ = (ܣ) − ݊.  
-اصلصورت ح  توان به با توجه به اينكه هر گروه پوچ

هاي سيلوي خود است، لذا طبيعي  ضرب مستقيم زيرگروه
هاي  ) را به كل گروه۳(-)۱توان ( است بپرسيم كه آيا مي

] و ۹ن راستا، جانسون [يتوان تعميم داد يا نه؟ در ا پوچ
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هاي  گروه ܭو  ܪاند كه اگر  ] نشان داده۱۴رايت [
  گاه  توان نابديهي باشند، آن پوچ

ܪ) )۴( × (ܭ = (ܪ) +        .(ܭ)
يك  ܩاند كه اگر ]، بهروش و غفارزاده نشان داده۳در [
گاه  ک عدد اول است، آني  گروه باشد که در آن-

(ܩ)ݍ = داراي هيچ بخش  ܩو اگر  (ܩ)	
يكريخت با يك گروه كواترينون تعميم يافته نباشد؛ به 

  گاه فرد باشد، آن ويژه، اگر 
(ܩ)ܿ = (ܩ)ݍ =  .(ܩ)

ܩون يگروه کواترنتوجه كنيم كه براي  =   داريم: ଼ܳ
(ܩ)ܿ = (ܩ)ݍ								,4 = (ܩ) = 8. 

گروه -، دو ܭو  ܪرا ببينيد). بنابراين، اگر  ۲.۵(مثال 
) ۴گاه از ( يكسان) باشند، آن ازاي يك  (به  يهينابد

  شود که نتيجه مي
ܪ)ݍ × (ܭ = (ܪ)ݍ +  .(ܭ)ݍ

دو  ܭو  ܪ]، نشان داده شده است كه اگر ۶بعداً در [
–   گاه يكسان) باشند، آن ازاي يك  ه نابديهي (به گرو

ܪ)ܿ )۵( × (ܭ = (ܪ)ܿ +   								(ܭ)ܿ
هاي  در اين مقاله، نتايج اشاره شده در بالا را به رده گروه

  دهيم. يتوان تعميم م پوچ
  

توان باشد كه  يك گروه پوچ ܩفرض كنيد : ۱.۱قضيه 
  نيست و فرض كنيد ܥداراي هيچ عامل مستقيم 

ܩ = ଵܲ × …× ܲ  
هاي  ضرب مستقيم زيرگروهصورت حاصل به  ܩتجزيه 

  صورت   اين سيلوي نابديهي باشد. در
(ܩ)ܿ = ܿ( ଵܲ) + ⋯+ ܿ( ܲ). 

 تر است. به به مراتب پيچيده (ܩ)ݍوضعيت در مورد 
ܩعنوان يك نمونه، گروه   = ଼ܳ × نظر  را در ଷܥ

شود،  نشان داده مي ۲.۷كه در مثال  طور بگيريد. همان
(ܩ)ݍ = (଼ܳ)ݍحالي که ، در 8 = و  8
(ଷܥ)ݍ = توان  . لذا ممكن است يك گروه پوچ3

  نباشد، ولي  ܥداراي هيچ عامل مستقيم 
(ܩ)ݍ < )ݍ ଵܲ) + ⋯+ )ݍ ܲ). 

داراي  ܩطوركه در بالا اشاره شد، اگر  ن حال، همانيبا ا
هيچ بخش يكريخت با يك گروه كواترينون تعميم يافته 

1، ݅هر  ازاي  گاه به  نباشد، آن ≤ ݅ ≤   داريم:  ݎ
ܿ( ܲ) = )ݍ ܲ) = ) ܲ). 

  آوريم. دست مي به ۱.۱از اين رو، نتيجه زير را از قضيه 
  

توان باشد كه  يك گروه پوچ ܩفرض كنيد : ۱.۲نتيجه 
 ܩد يست و فرض کنين ܥم يچ عامل مستقيداراي ه

هيچ بخش يكريخت با يك گروه كواترينون تعميم  يدارا
  گاه  از مرتبه فرد باشد، آن ܩيافته نباشد؛ به ويژه اگر 

(ܩ)ܿ = (ܩ)ݍ =  .(ܩ)
صورت زير است:  ابتدا در  دهي اين مقاله به  سازمان

و  (ܩ)ݍ، (ܩ)هاي محاسبه بخش دوم، الگوريتم
هاي متناهي ارائه خواهيم كرد.  را براي گروه (ܩ)ܿ

هاي از مرتبه تواني از يك عدد اول،  سپس در رده گروه
هاي  اي را بيان خواهيم كرد. لم شده هاي ساده الگوريتم

ارائه خواهيم نمود. در  ۱.۱منظور اثبات قضيه  مقدماتي به 
نهايت، در بخش سوم، نتيجه اصلي اين مقاله را اثبات 

  خواهيم كرد.
] ۸هاي متناهي [ مرجع اصلي درباره نظريه سرشت گروه

چنين، خواننده براي مطالعه بيشتر در زمينه است. هم
–]۱تواند به [ يك مي به جايگشتي يك شبه يهاشينما

  ] مراجعه كند.۱۳] و [۱۲]، [۶]، [۴[
  
  كوچكترين درجات جايگشتي و شبه- ۲

  هاي متناهي  يك گروه به جايگشتي يك
را  (ܩ)ܿو  (ܩ)ݍ، (ܩ)ابتدا الگوريتم هاي محاسبه 

كنيم. لازم به ذكر  بيان مي ܩک گروه متناهي يبراي 
ܪاست كه اگر  ≤ كه با نماد  ܩدر  ܪگاه مغز  ، آنܩ

  شود:  صورت زير تعريف مي دهيم، به  نشان مي ீܪ

ீܪ =ሩ݃ିଵ݃ܪ
∈ீ

 

است كه  ܩو آن بزرگترين زيرگروه نرمال منحصر بفرد 
  باشد.مي ܪمشمول در 

  
يك گروه باشد. در اين  ܩفرض كنيد  :۲.۱قضيه 

  صورت  

(ܩ) = min ൝|ܪ:ܩ|


ୀଵ

∶ ܪ		

≤ ீ(ܪ)ሩ			,ܩ = 1


ୀଵ

ൡ. 
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داراي  (ܩ)ܼگروه باشد كه مركز آن، -يك  ܩاگر 
2/݀گاه  است، آن dرتبه  ≤ ݊ ≤ . به علاوه كران ݀

n=d  دست   به ܩتوسط يك نمايش جايگشتي از
  آيد. مي

  ]، مراجعه كنيد. ۳و قضيه  ۱، بخش ۹به [ .اثبات
، (ܩ)ݍو  (ܩ)ܿمحاسبه  يهابه منظور بيان الگوريتم

كنيم كه در كل مقاله مورد  هاي زير را بيان مينمادگذاري
  استفاده قرار خواهند گرفت.

، ࣝيك گروه باشد و فرض كنيد  ܩفرض كنيد 
0 ≤ ݅ ≤ براي  ℚهاي تزويجي گالوا روي رده ، ݎ

 ۱۸۲باشند (صفحه  ܩناپذير مختلط  هاي تحويل سرشت
0با  ݅هر  ازاي  ] را ببينيد). به ۸مرجع [ ≤ ݅ ≤ ، ݎ

باشد كه در آن  ୧ࣝيك نماينده از رده ߰فرض كنيد 
߰ = 1ீ 1هر   ازاي  به . ≤ ݅ ≤   ، فرض كنيدݎ

Γ(߰) = Gal(ℚ (߰) ℚ⁄ ). 
باشد. قرار  ℚ(߰)/ℚگروه گالواي متناظر با توسيع 

  دهيم  مي

Ψ =  ߰ఙ
ఙ∈௰(ట)

. 

است كه از جمع  ܩسرشتي از  Ψبه عبارت ديگر، 
دست آمده است. فرض كنيد  به ߰هاي گالواي مزدوج

ܭ = ker߰ ܭ.  به وضوح = ker	Ψ ازاي  . به
ܫهر   ⊆ {0. 1. … . ூܭدهيم  ،  قرار مي{ݎ =

⋂ را  ℚروي ميدان  ߰. همچنين انديس شور ∈ூܭ
ک ي ߯ن که، اگر يت ايدهيم. در نها نشان مي ݉با 

براي نشان  (߯)݉ باشد، از نماد ܩاز  يراصليسرشت غ
  دادن 

݉(߯) = |min	{߯(݃) ∶ ݃ ∈  |{ܩ
߯ يکه برا يكنيم. در حال استفاده مي  =   قرار  1ீ
(߯)݉م يدهيم = 0.  
  

 اين يك گروه باشد. در ܩفرض كنيد : ۲.۲قضيه 
  صورت  

(ܩ)ܿ = min{(1)ߦ (ߦ)݉+ ∶},  
ߦ = ∑ Ψ∈ூ , ூܭ	 = 	1					for		ܫ ⊆ {1.… .   ,{ݎ
and		ܭ ≠ 1		for		ܬ ⊂   ܫ

(ܩ)ݍ = min൛(1)ߦ (ߦ)݉+ ∶ ߦ =
∑ ݉Ψ∈ூ , ூܭ = 													1	for	ܫ ⊆
{1. … . ,{ݎ and	ܭ ≠ 1	for	ܬ ⊂   .ൟܫ

  .]، مراجعه كنيد۲.۲، لم ۳] و [۳.۶، قضيه ۲به [ .اثبات
آيد كه در ، بلافاصله اين سوال پيش مي(ܩ)همانند 
براي  Ψ يهاهاي بالا، چه تعداد از سرشتالگوريتم

لازم است و اينكه مقدار  (ܩ)ݍو  (ܩ)ܿمحاسبه 
هاي از مرتبه تواني از  چند است. در رده گروه (ߦ)݉

  كنيم. يك عدد اول، نتايج زير را در اين باره ذكر مي
  

گروه باشد كه مركز آن -يك  ܩفرض كنيد  :۲.۳لم 
  است. فرض كنيد  dداراي رتبه 

(ܩ)ܿ = (ܿ)ߦ + ߦ							,(ߦ)݉ = ∑ Ψ∈ூ   
  صورت   صدق كند. در اين ۲.۲قضيه در شرايط 

(ߦ)݉الف)  = ଵ
ିଵ

∑ Ψ∈ூ ،  
|ܫ|ب)  = ݀.  

  نيز برقرار هستند. (ܩ)ݍمشابه (الف) و (ب) براي 
  .]، مراجعه كنيد۲.۳، قضيه ۶به [ .اثبات 

  
گروه باشد. در اين -يك  ܩفرض كنيد  :۲.۴قضيه 

(ܩ)ܿصورت   ≤ (ܩ)ݍ = داراي  ܩو اگر  (ܩ)
هيچ بخش يكريخت با يك گروه كواترينون تعميم يافته 

(ܩ)ܿگاه  نباشد، آن = (ܩ)ݍ =   .(ܩ)
  .] مراجعه كنيد۳.۲، قضيه ۳[ .اثبات

هاي بالا را در چندين مثال طريقه استفاده از الگوريتم
  م.يدهيح ميتوض

  
يا گروه  ଼ܦگروه دو وجهي  ܩفرض كنيد : ۲.۵مثال 

دوري است، لذا طبق  (ܩ)ܼباشد. چون  ଼ܳكواترينون 
 ، ۲.۱قضيه 

(ܩ) = min{|ܪ:ܩ|: ܪ ≤ ,	ܩ ீܪ = 1}. 
با مغز بديهي  2داراي زيرگروهي از مرتبه  ଼ܦگروه  

(଼ܦ)است، لذا  = هاي  كه تمام زيرگروه در حالي  .4
با مغز  ଼ܳنرمال هستند. از اين رو، تنها زيرگروه  ଼ܳ

(଼ܳ)بديهي، زيرگروه بديهي است. پس  = 8 .
  دانيم كهمي ۲.۳و لم  ۲.۲چنين از قضيه  هم
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(ܩ)ܿ = min{2Ψ(1) ∶ ܭ	 = 1},	 
(ܩ)ݍ = min{2݉Ψ(1) ∶ ܭ = 1}. 

ناپذير (مختلط)  در هر حالت، تنها سرشت تحويل
  است، لذا 2، يك سرشت از درجه ܩيك  به يك

(଼ܦ)ܿ = (଼ܦ)ݍ = 4, ܿ(଼ܳ) = 4. 
 ଼ܳدر گروه  ℚچون انديس شور سرشت فوق روي 

(଼ܳ)ݍاست، لذا  2برابر  = 8 .  
  

ܩگروه  :۲.۶مثال  = ܥ ≅ ଶܥ × را در نظر  ଷܥ
و  ଵߣيك  به دقيقاً داراي دو سرشت خطي يك ܩبگيريد. 
هم هستند.  يمزدوج گالوا ଶߣو   ଵߣن يچناست. هم ଶߣ

باشد،  ܩدر  2عضوي از مرتبه  ݔواضح است كه اگر 
  گاه آن

(ݔ)ଵߣ = λଶ(ݔ) = −1.  
  پس

(ܩ)ܿ = (ܩ)ݍ = ଵߣ) + ଶ)(1)ߣ
ଵߣ)݉+ +  (ଶߣ

										= 2 + 2 = 4.  
  )،۱چنين بنا بر رابطه ( هم

(ܩ) = (ଶܥ) + (ଷܥ) = 5. 
  

ܩفرض كنيد  :۲.۷مثال  = ଼ܳ × . فرض كنيد ଷܥ
باشد  ଼ܳيك  به ناپذير مختلط يك تنها سرشت تحويل ߮

 يراصليهاي خطي غ سرشت ଶ߰و  ଵ߰و فرض كنيد 
مزدوج گالواي هم  ଶ߰و  ଵ߰باشند. توجه كنيم كه  ଷܥ

  دهيم: هستند. قرار مي
ߦ = ߮ × 1 + 1 × ߰ଵ + 1 × ߰ଶ. 

(ߦ)݉صورت  در اين  =   . پس3
(ܩ)ܿ ≤ (1)ߦ + (ߦ)݉ = 7. 

Cସاز طرفي  × Cଷ ≤  ، لذاܩ
ସܥ)ܿ × (ଷܥ = 7 ≤  .(ܩ)ܿ

(ܩ)ܿدهد كه  اين نتيجه مي = . توجه كنيم كه  7
߮ × ] ۸مرجع [ ۱۰است (فصل  2داراي انديس شور  1

مناسب نيست.  (ܩ)ݍرا ببينيد)، لذا اين براي محاسبه 
، ܩيك  به ناپذير يك هاي تحويل ولي اگر تنها سرشت

߮يعني  × ߰ଵ  ߮و × ߰ଶ  كه مزدوج گالوا هستند را
]، انديس ۱۰.۹، تمرين ۸بر [ گاه بنا نظر بگيريم، آن در

چنين است. هم 1برابر  ℚشور هر دو سرشت فوق روي 

ߟكمترين مقدار سرشت  = ߮ × ߰ଵ + ߮ × ߰ଶ 
دهد.  رخ مي 2است كه در يك عضو از مرتبه  4−برابر 
 پس

(଼ܳ)ݍ  = 8 ≤ ଼ܳ)ݍ × (ଷܥ ≤ (1)ߟ +
(ߟ)݉ = 4 + 4 = 8.	 

଼ܳ)ݍبنابراين  × (ଷܥ =   چنين. هم8
଼ܳ) × (ଷܥ = (଼ܳ) + (ଷܥ) = 11. 

  هاي دهد كه نامساوي اين نشان مي 
(ܩ)ܿ < ,(ܩ)ݍ (ܩ)ݍ <  ,(ܩ)

  .در يك گروه رخ دهند توانند هم زمان مي
كنيم. ابتدا  را فراهم مي ۱.۱اينك مقدمات اثبات قضيه 

  كنيم. يك لم ساده ولي در عين حال مفيد را بيان مي
  

ܩفرض كنيد : ۲.۸لم  = ܪ × كه در آن  ܭ
,|ܪ|) (|ܭ| = ߮. فرض كنيد 1 ∈ Irr(ܪ)  و
߰ ∈ Irr(ܭ)دهيم: . قرار مي 

Φ = ∑ ߮ఙఙ∈(ఝ) ,							  
Ψ = ∑ ߰ఙ

ఙ∈(ట) ,  
߯ = ߮ × ߰ ∈ Irr(ܩ),							 
Χ = ∑ ߯ఙఙ∈(ఞ) .  

(1)ܺصورت   در اين = Φ(1)Ψ(1).  
݉د ي. فرض کناثبات = ݊و  |ܪ| = . فرض |ܭ|

ام و mبه ترتيب يك ريشه اوليه مختلط  ߝو  ߝد يکن
n صورت  ام واحد باشند. در اينℚ(߮) ⊆ ℚ(ߝ)  و

ℚ(߰) ⊆ ℚ(ߝ) چون .(݉, ݊) = ، لذا بنا بر 1
(ߝ)ℚ⋂(ߝ)ℚ]،  ۲۰.۱۲، قضيه ۷[ = ℚ از اين .

(߰)ℚ(߮)⋂ℚرو = ℚ.   
(߮)ℚم يدانيم ⊆ ℚ(߯)  وℚ(߰) ⊆ ℚ(߯) .

(߯)ℚچون  ℚ⁄ ] ۷يك توسيع گالوا است، لذا بنا بر ،
(߯)ℚ]، ۱۸.۲۲قضيه  ℚ(߰)⁄ ز گالوا خواهد بود و ين  

|ℚ(߯):ℚ(߰)| = |ℚ(߮):ℚ|. 
  بنابراين 

|ℚ(߯): ℚ| = |ℚ(χ):ℚ(߰)||ℚ(߰):ℚ|
= |ℚ(߮):ℚ||ℚ(߰):ℚ|. 

|Γ(χ)|پس  = |Γ(߮)||Γ(߰)| از اين جا نتيجه .
  شود: يم

ܺ(1) = ∑ ߯ఙ(1)ఙ∈(ఞ) = |Γ(߯)|߯(1) =
(|Γ(߮)|߮(1))(|Γ(߰)|߰(1)) =
Φ(1)Ψ(1).  
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 .ن اثبات کامل استيبنابرا
، ߯باشد. مركز  Gيك سرشت از گروه  ߯فرض كنيم 

  شود: صورت زير تعريف مي  به (߯)ܼ
ܼ(߯) = {݃ ∈ :ܩ |߯(݃)| = ߯(1)}.  

(߯)ܼبه وضوح  ⊴ يك نمايش از  ॒چنين اگر . همܩ
  گاه  را القا مي كند، آن ߯باشد كه  ܩگروه 

ܼ(߯) = {݃ ∈ ܩ ∶ 	॒(݃) = ,ܫߝ
for	some	ߝ ∈ ℂ}.  

݃توجه كنيم كه اگر  ∈  ݊از مرتبه  ي، عضو(߯)ܼ
ام واحد است. به ݊يك ريشه مختلط  ߝگاه  باشد، آن

  ]، همواره داريم:۲.۲۷، لم  ۸علاوه طبق [
ܼ(߯) ker ߯⁄ ≤ Z(ܩ ker߯⁄ ), 

  قرار است. ناپذير باشد، تساوي بر تحويل ߯و اگر 
  

߰يك گروه باشد و  ܩفرض كنيد  :۲.۹لم  ∈
Irr(ܩ)ݖد مرتبه ي. فرض کن ∈ مانه يبه پ (߰)ܼ
ker߰  دهيم  باشد. قرار مي برابر عدد اول

Ψ = ∑ ߰ఙ
ఙ∈(ట) .صورت  در اين  

Ψ(ݖ) = −
1

 − 1Ψ
(1). 

 ߝام واحد مانند بنا بر تعريف، يك ريشه اوليه اثبات. 
(ݖ)߰كه  طوري  وجود دارد به  = م ي. دار(1)߰ߝ

ℚ(ߝ) ⊆ ℚ(߰)دهيم: . قرار مي  
	Γ = Γ(߰),		 
Γᇱ = Γ(ℚ(߰) ℚ(ߝ))⁄ , 
Γ" = Γ(ℚ(ߝ)/ℚ).  

(߰)ℚچون همواره  ℚ⁄  يك توسيع گالوا با گروه
]، نگاشت ۶.۴.۲، قضيه ۱۰گالواي آبلي است، لذا طبق [

 تحديد
߶: Γ → Γ",					߶(ߪ) =  ℚ(க)|ߪ

ത߶يكريختي ک ي ∶ 
ᇱ
≅ Γ" كند:  را القا مي  

߶ത(ߪത) = ,ℚ(ఌ)|ߪ തߪ =  .Γᇱߪ
  پس 

Ψ(ݖ) = ∑ ߰ఙ
ఙ∈ (ݖ) = ߰(1)∑ ఙఙ∈ߝ   

= ߰(1)∑ ఙഥఙ∈ߝ = |Γᇱ|߰(1)∑ "ఙఙ∈ߝ .  
|"Γ|توجه كنيم كه  =  −   و 1

∑ ఙߝ = ߝ + ଶߝ +⋯+ ିଵߝ = −1.ఙ∈"   
  لذا 

Ψ(ݖ) = −|Γᇱ|߰(1) = − ||
|"|

߰(1) =

− ଵ
ିଵ

Ψ(1).  
  

گروه باشد و فرض -يك  ܩفرض كنيد  :۲.۱۰لم 
باشد. قرار  ܩ يراصلير غيناپذليک سرشت تحوي ߰د يکن

  دهيد: 
Ψ = ∑ ߰ఙ

ఙ∈(ట) . 
(Ψ)݉صورت  در اين  = ଵ

ିଵ
Ψ(1) .  

  كنيم كه  . يادآوري مياثبات
݉(Ψ) = |min{Ψ(݃) ∶ ݃ ∈ |{ܩ  .  

(Ψ)݉دهيم  ابتدا نشان مي ≤ ଵ
ିଵ

Ψ(1) براي .
݃اين كار، كافي است  ∈ را دلخواه اختيار كنيم و  ܩ

  نشان دهيم
Ψ(݃) ≥ − ଵ

ିଵ
Ψ(1). 

ܭدهيم  قرار مي = ker	߰ اگر .݃ ∈ ، نامساوي ܭ
(ܭ݃)واضح است. لذا فرض كنيد  = ݊ > . بنا 1

(݃)߰]، ۲.۱۵، لم ۸بر [ = ∑ ௦ߝ
ୀଵ كه در آن ،

ݏ = ام ݊ه مختلط ييك ريشه اول ߝو هر  (1)߰
݊واحد با  ∣ يك ريشه اوليه  ߝاست. فرض كنيد  ݊
  صورت ام واحد باشد. در اين |ܩ|

ℚ ⊆ ℚ(߰) ⊆ ℚ(ߝ),				ℚ ⊆ ℚ(ߝ) ⊆
ℚ(ߝ). 

  دهيم:  قرار مي 
Γ = Γ(ℚ(ߝ) ℚ),⁄ 			 
Γᇱ = Γ(ℚ(ߝ) ℚ(߰))⁄ ,	 
Γ" = Γ(߰),			Γ′ = Γ(ℚ(ߝ) ℚ(ߝ)⁄ ),	 
Γ" = Γ(ℚ(ߝ) ℚ⁄ ). 

هاي ]، نگاشت۶.۴.۲، قضيه ۱۰صورت، طبق [ در اين 
:ଵ߶تحديد  Γ → Γ"  و߶ଶ: Γ → Γ"ترتيب   ، به

തଵ߶هاي  يكريختي ∶ Γ/Γ′ ≅ Γ"  و	߶෨ଶ ∶
Γ Γ′⁄ ≅ Γ" كنند كه در آن  را القا مي  

߶തଵ(ߪത) = (ߪ)߶෨ଶ				,	ℚ(ట)|ߪ =  .ℚ(ఌ)|ߪ
 بنابراين 

Ψ(݃) =
∑ (∑ ௦ߝ

ୀଵ )ఙ =ఙ∈" ∑ (∑ ௦ߝ
ୀଵ )ఙഥ 	∈"   



 

 ۹۳                                                                                       توان هاي پوچ يك گروه به جايگشتي يك هاي شبه كوچكترين درجات نمايش
 

   

= ଵ
|ᇲ|

∑ (∑ ௦ߝ
ୀଵ )ఙ =ఙ∈   

ଵ
|ᇱ|

∑ ∑ ఙߝ .		ఙ∈
௦
ୀଵ                                  )۶(  

݊هر  ازاي  تابع موبيوس باشد: به  ߤفرض كنيم  ∈ ℕ ،
ام واحد ݊هاي اوليه مختلط برابر جمع ريشه (݊)ߤ

(݊)ߤاست. همواره  ∈ {0,−1, چنين . هم{1
(݊)ߤ = آزاد و داراي -مربع ݊اگر و تنها اگر   1−

  تعداد فردي عامل اول باشد.
݀دهيم  قرار مي =

||
|"|

ين ي. براي يافتن يك كران پا
توانيم بدون از دست دادن كليت فرض  مي (݃)Ψبراي 

1هر  ازاي   كنيم كه به ≤ ݅ ≤ (݊)ߤ، ݏ = −1 .
  ) داريم:۶لذا در ادامه (

Ψ(݃) = ଵ
|ᇲ|

∑ ݀௦
ୀଵ (݊)ߤ ≥

− ଵ
|ᇲ|

∑ ݀ .௦
ୀଵ   

|"Γ|م يدانيم = ߮(݊)  لر يتابع او ߮كه در آن
  است. پس 

Ψ(݃) ≥ − ଵ
|ᇲ|

∑ ||
ఝ()

௦
ୀଵ =

−|Γ"|∑ ଵ
ఝ()

௦
ୀଵ .  

(݊)ߤايم  بنا بر فرضي كه انجام داده = ، لذا 1−
݊ > گروه است، لذا -يك  ܩو  ݊|݊. از طرفي 1
  . پس ݊|

()߮ =  − 1 ≤ ߮(݊). 
  از اين رو 

Ψ(݃) ≥ −|Γ"|∑ ଵ
ିଵ

௦
ୀଵ =

− ଵ
ିଵ

Ψ(1).  
݃هر  ازاي  پس به  ∈ (݃)Ψ، ܩ ≥
− ଵ

ିଵ
Ψ(1)خواستيم طور كه مي . در نتيجه همان  

݉(Ψ) ≤ ଵ
ିଵ

Ψ(1). 
߰براي نامساوي عكس، توجه كنيم كه  ≠ ، لذا 1ீ

  گروه نابديهي است. از اين رو -يك  ܭ/ܩ
ܼ(߰) ܭ = ܩ)ܼ (ܭ ≠ 1⁄⁄ . 

∋zعضو  كنيم كه مرتبه  را طوري انتخاب مي (߰)ܼ
 ۲.۹صورت طبق لم   اين باشد. در برابر  Kآن به پيمانه 

  داريم: 

Ψ(ݖ) = − ଵ
ିଵ

Ψ(1). 

(Ψ)݉دهد كه  اين نتيجه مي ≥ ଵ
ିଵ

Ψ(1) .
  .بنابراين اثبات كامل است

  
ܩفرض كنيد : ۲.۱۱لم  = ଵܲ × …× ܲ تجزيه ،

م يضرب مستق صورت حاصل به  Gتوان  گروه پوچ
، ݅هر  ازاي   باشد. به ܲهاي سيلوي نابديهي  رگروهيز

1 ≤ ݅ ≤ ߣ، فرض كنيد ݎ ∈ Irr( ܲ).  قرار
  دهيم:  مي

߰ = ଵߣ × …× ߣ ∈ Irr(ܩ), 
Ψ = ∑ ߰ఙ

ఙ∈௰(ట) ,		  
ܫ = ൛݅ ∶ 1 ≤ ݅ ≤ ,ݎ ߣ ≠ 1ൟ. 

ܩ|اگر  ker߰⁄ | ≠   گاه ، آن6
2Ψ(1) ≥ ∑ ܿ( ܲ ker )⁄∈ூߣ .  

  دهيم: قرار مي اثبات.
Λ = ∑ ఙఙ∈(ఒ)ߣ , ܭ = ker ߣ ܭ			, =
ker ߰. 

2Ψ(1)، ۲.۸بنا بر لم  = 2∏ Λ∈ூ . توجه (1)
  كنيم که همواره 

∏ Λ∈ூ (1) ≥ ∑ Λ(1).						∈ூ )۷   (           
݆ازاي يك  مگر اين كه به  ∈ داشته باشيم  ܫ

Λ(1) = Λ(1). ولي بنا بر تعريف، 1 = اگر و  1
൯ߣℚ൫تنها اگر  = ℚ  ߣو(1) = . اين نتيجه 1

ݔهر  ازاي  دهد كه به  مي ∈ ܲ  ،ߣ(ݔ) ∈
{−1, . چون هر سرشت خطي، يك همريختي به 	{1

 است، لذا ×ℂتوي گروه ضربي 
(ଶݔ)ߣ = ଶ(ݔ)ߣ = 1. 

ݔهر  ازاي  يعني اين كه به  ∈ ܲ ،ݔଶ ∈ . بنابراين ܭ
ܲ ، ۸است، ولي طبق [ يگروه آبلي مقدمات2-يك  ⁄ܭ

داراي مركز دوري است. پس  ܭ/ܲ]، ۲.۲۷ لم
ห ܲ/ܭห ≤ ߣچون  .2 ≠ 1ೕ لذا  ،ܲ ⁄ܭ ≅

  .ଶܥ
ܲ ،1هاي  بنا بر فرض زيرگروه ≤ ݆ ≤ ، از ݎ

ازاي  هاي نسبت به هم اول هستند. پس حداكثر به  مرتبه
݆يك  ∈ Λ(1)ممكن است داشته باشيم  ܫ = . در 1

  اين حالت 
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2Ψ(1) = 2∏ Λ∈ூ\{} (1) ≥
2∑ Λ(1).∈ூ\{}  )۸  (                                 

يك با  به يك سرشت يك Λتوجه داشته باشيم كه 
است، لذا طبق لم  ܭ/ܲمقادير صحيح براي گروه 

  داريم:  ۲.۲و قضيه  ۲.۱۰


 − 1Λ(1) ≥ ܿ( ܲ ⁄.(ܭ  

|عامل اول  كه در آن  ܲ|  ازاي يك  است. اگر به
1 ≤ ݅ ≤ ୧، داشته باشيم ݎ ≥   گاه ، آن5

2Λ(1) = 2. ିଵ
ିଵ

Λ(1) 	≥
ାଶ
ିଵ

Λ(1)  

= 
ିଵ

Λ(1) +
ଶ

ିଵ
Λ(1) ≥


ିଵ

Λ(1) + 2 ≥ ܿ( ܲ ⁄ܭ ) + 2 =

ܿ( ܲ ⁄ܭ ) + ܿ൫ ܲ ⁄ܭ ൯.	 )۹(                          
1هر  ازاي  بنابراين، اگر به  ≤ ݅ ≤ Λ(1)، ݎ > 1 ،

1ازاي يك   يا به ≤ ݅ ≤ ، ݎ ≥ گاه از  ، آن5
  شود كه  ) نتيجه مي۹( –) ۷روابط (

2Ψ(1) ≥ ∑ ܿ( ܲ ⁄ܭ )∈ூ .  
به فرم  Gپس در ادامه كافي است فرض كنيم 

ଵܲ × Pଶ  است كه در آنଵܲ گروه و 2-ک يଶܲ  يك
ଵܲكه   طوري باشد به گروه مي3- ⁄ଵܭ ≅ و  ଶܥ

Λଵ(1) =   . چون1
(| ଵܲ|, | ଶܲ|) = 1, 

  لذا
ܭ = ଵܭ × ଶܭ 	⟹ ܩ	 K⁄

≅ ଵܲ ⁄ଵܭ ×	 ଶܲ ⁄ଶܭ  
																																≅ ଶܥ × ଶܲ ⁄ଶܭ .  

ܩ|بنا بر فرض  ⁄ܭ | ≠ |، لذا 6 ଶܲ ⁄ଶܭ | ≥ 3 
ܽكه در آن  ≥ نتيجه  ۲.۴و  ۲.۱. حال از قضاياي 2

)ܿشود كه  مي ଶܲ ⁄ଶܭ ) ≥   . بنابراين6
2Ψ(1) = 2Λଵ(1)Λଶ(1) = 2Λଶ(1)			 
= ସ

ଷ
൬ଷ
ଶ
Λଶ(1)൰ ≥

ସ
ଷ
ܿ( ଶܲ ⁄(ଶܭ 	≥ 2 +

ܿ( ଶܲ ⁄ଶܭ ) = ∑ ܿ( ܲ/ܭ)∈ூ .  
م که يچنين توجه کنببينيد. همرا  ۲.۲و قضيه  ۲.۱۰(لم 
ݑ اگر ≥ ସگاه  ، آن6

ଷ
ݑ ≥ 2 + ). حال اثبات ݑ

  كامل است.  
ܩفرض كنيد : ۱۲,۲لم  = ଵܲ × …× ܲ تجزيه ،

ضرب مستقيم  صورت حاصل به  ܩتوان  گروه پوچ

زيرگروه ଵܲ ،-2باشد كه در آن  ܩهاي سيلوي  زيرگروه
2هر  ازاي  است و به  Gسيلوي  ≤ ݅ ≤ ܲ، ݎ ≠ 1 .
  دهيم قرار مي

߰ = λଵ × …× λ୰	, ߣ	 ∈ Irr( ܲ), Ψ =
∑ ߰ఙ
ఙ∈(ట) ,	  

ܫ		 = ൛݅ ∶ 2 ≤ ݅ ≤ ,ݎ ߣ ≠ 1ൟ. 
از مرتبه گروه  هر عامل اول  ازاي  صورت به  در اين 

ܩ ( ଵܲ(ker	߰))⁄ :داريم 


ିଵ
Ψ(1) ≥ ∑ ܿ( ܲ ker	ߣ⁄ )∈ூ .  

  دهيم قرار مي اثبات.
Λ = ∑ ఙఙ∈(ఒ)ߣ , ܭ = ker	ߣ , ܭ =
ker ߰.  

1هر  ازاي  چون به  ≤ ݅	, ݆ ≤ |)، ݎ ܲ|, | ܲ|) =
ܭ، لذا 1 = ଵܭ × …×   . داريمܭ

Ψ(1) = ∏ Λ
ୀଵ (1).  

݅هر  ازاي   ، به۲.۱۱همانند اثبات لم  ∈ داريم  ܫ
Λ(1) > 2؛ زيرا 1 ∤ | ܲ| اگر .ଵܲ ≠ و  1

، از درجه بزرگتر از يك باشد، Λଵسرشت متناظر با آن، 
  گاه  آن

Ψ(1) = ∏ Λ
ୀଵ (1) ≥ 2∏ Λ∈ூ (1)  

≥ 2∑ Λ∈ூ (1) ≥ ∑ ܿ( ܲ ⁄ܭ )∈ூ .  
از اين رو 

ିଵ
Ψ(1) > Ψ(1) ≥

∑ ܿ( ܲ ⁄ܭ )∈ூ شود. و حكم ثابت مي  
ଵܲكنيم يا  در ادامه، فرض مي = ଵܲ، يا 1 ≠ و  1

باشد.  اگر به ازاي  ۱، از درجه Λଵسرشت متناظر با آن 
|، يك عدد اول  ܩ ଵܲܭ| = ، كه در آن ⁄

ݎ ≥ 2ازاي يك  گاه به  ، آن1 ≤ ݅ ≤ ܫ، ݎ ⊆ {݅} .
ܫم يم فرض کنيتوان يم = Ψ(1). لذا {݅} =

Λ(1)جه ي. در نت  


 − 1
Ψ(1) =


 − 1

Λ(1) ≥ ܿ( ܲ ⁄ܭ ) 

|ܫ|در حالت ن يشود. البته ا و حكم ثابت مي  = ز ين 1
|ܫ|م يکن يبرقرار است. لذا در ادامه، فرض م ≥ 2.  

ازاي يك عدد اول  اگر به  ≠ ܩ|، 3 ଵܲܭ⁄ | =
ܩگاه  ، آن3 ଵܲܭ⁄ ≅ ଶܲ ⁄ଶܭ × ଷܲ كه  ⁄ଷܭ
 در آن

ଶܲ ⁄ଶܭ ≅ 							,ଷܥ ଷܲ ∈ SyL(ܩ). 
 چون ≠   لذا  ،2
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3
2
Ψ(1) =

3
2
Λଶ(1)Λଷ(1) =

3
2
. 2. Λଷ(1) 

	= Λଷ(1) + 2Λଷ(1) ≥ 3 +


 − 1
Λଷ(1)	 

	≥ ܿ( ଶܲ ⁄ଶܭ ) + ܿ( ଷܲ ⁄ଷܭ ). 
  به همين ترتيب


ିଵ

Ψ(1) = 
ିଵ

. 2. Λଷ(1) ≥ 3 +


ିଵ
Λଷ(1) 	≥ ܿ( ଶܲ ⁄ଶܭ ) + ܿ( ଷܲ ⁄ଷܭ ). 

  توانيم فرض كنيم پس در ادامه، مي
ܩ| ଵܲܭ⁄ | ≠  ,  .3

صورت اجتماع دو   توان به را مي ܫن صورت يدر ا
  نوشت كه ଶܫو  ଵܫمجموعه مجزا از هم 

∏ Λ∈ூభ (1) ≥ 4,				 ∏ Λ∈ூమ (1) ≥ 4.  
دو عدد صحيح مثبت باشند  ݒو  ݑتوجه كنيم كه اگر  

.ݑكه  ݒ ≥ ݒݑگاه  ، آن4 ≥ ݑ)2 + . بنابراين (ݒ
ܩ|از  هر عامل اول  ازاي  به  ଵܲܭ⁄   داريم: |


ିଵ

Ψ(1) > Ψ(1) ≥ 2 ቀ∏ Λ∈ூభ (1) +

∏ Λ∈ூమ (1)ቁ ≥ 2∑ Λ݅݅∈1ܫ (1)+
2∑ Λ݅݅∈2ܫ (1) ≥ ∑ ܿ(ܲ݅ ⁄݅ܭ ܫ∋݅( .  

يك سرشت با مقادير صحيح براي  Λتوجه كنيم كه (
ܲگروه   ، ۲.۲و قضيه  ۲.۱۰است، لذا طبق لم  ⁄ܭ

2Λ(1) ≥ (ܿ( ܲ .(ܭ )⁄  
  حال اثبات كامل است.

  
  نتايج اصلي  - ۳

، لم ۱هاي مقدماتي در بخش دوم و [از لمبا استفاده 
  ايم نتيجه اصلي اين مقاله را اثبات كنيم.]، آماده۲.۱۰

توانيم  بدون از دست دادن كليت مي .۱.۱اثبات قضيه 
ଵܲفرض كنيم  ∈ Sylଶ(ܩ) بديهي است كه اگر .

ଵܲ = (ܩ)ܿصورت   گاه حكم به ، آن1 =
ܿ( ଶܲ) + ⋯+ ܿ( ܲ) .خواهد بود  

 ଵ ،... ،߰௦߰ر يناپذليتحو يهاسرشت، ۲.۲ه يبنا بر قض
  که يوجود دارند به طور ܩاز گروه 

(ܩ)ܿ = (1)ߦ +  					,(ߦ)݉
ߦ	 = ∑ Ψ௦

ୀଵ ,				Ψ = ∑ ߰ఙ ,ఙ∈(ట)   
1هر  ازاي  و اگر به  ≤ ݅ ≤  قرار دهيم:  ݏ

ܭ = ker߰ ∗ܭ			, = ⋂ ௦	ܭ
ୀଵ
ஷ

  

⋂گاه  آن ௦ܭ
ୀଵ = ∗ܭو  1 ≠ 1.  

كنيم. در بين  پيدا مي (ߦ)݉ائين براي ابتدا يك كران پ
، يك مجموعه از كوچكترين اندازه ܭهاي  زيرگروه

 ଵܲممكن را تحت اين شرط كه داراي اشتراك بديهي با 
كنيم و در صورت لزوم با شماره  هستند، انتخاب مي

هاي  كنيم اينها متناظر با سرشتيگذاري مجدد فرض م
߰ଵ ،... ،߰୲  صورت  هستند. در اين  

)۱۰      (    ⋂ ௧ܭ
ୀଵ ⋂ ଵܲ = 1,																						  

ܺو اگر  ⊆ {1.⋯ . |ܺ|كه در آن  {ݏ < گاه  ، آنݐ
⋂ ∈ܭ ⋂ ଵܲ ≠ ݐ. حالت 1 = را به صورت  	0

ଵܲ =   كنيم. تعبير مي 1
1هر  ازاي   توان است و به گروه پوچ ܩچون  ≤ ݆ ≤
  ، ݐ

1 ≠ ⋂ ⋂ܭ) ଵܲ)௧
ୀଵ
ஷ

⊴   ,ܩ

  ذا ل
⋂ ⋂ܭ) ଵܲ)௧
ୀଵ
ஷ

(ܩ)ܼ⋂ =

⋂ )ܼ⋂ܭ) ଵܲ))௧
ୀଵ
ஷ

≠ 1.  

كنيم و قرار  را در اين اشتراك نابديهي اختيار مي ݔعضو 
ݔ  دهيم مي = عضوي ار  ݔصورت  . در اين ௧ݔ…ଵݔ

⋃\(ܩ)ܼدر  2مرتبه  ௧ܭ
ୀଵ  خواهد بود. بنا بر لم

  م:يدار ۲.۹
Ψ(ݔ) = −Ψ(1),								1 ≤ ݅ ≤  ݐ

  حال در صورت لزوم با شماره گذاري مجدد، فرض  
دقيقاً آنهايي هستند كه  ଵ ،... ،߰௨߰ كنيميم

Ψ(ݔ) = −Ψ(1) هر  ازاي  صورت به  . در اين
ݑ + 1 ≤ ݅ ≤ ݔ، ݏ ∈   .ܭ

(ܩ)ܼ⋂∗ܭ، ݅هر  ازاي  چون به  ≠ توان  ، لذا مي1
ݔعضو  ∈ را  از مرتبه يك عدد اول  (ܩ)ܼ⋂∗ܭ

݃دهيم  قرار مي اختيار كرد. = ن ي. در ا௦ݔ…௨ାଵݔݔ
  صورت

݃ ∈ ⋃\(ܩ)ܼ ܭ 	.௦
ୀଵ   

  م:يدار ۲.۹بنا بر لم 
Ψ(݃) = Ψ(ݔ) = −Ψ(1),		 
1 ≤ ݅ ≤  ,ݑ
	Ψ(݃) = Ψ(ݔ) = − ଵ

ିଵ
Ψ(1), ݑ +

1 ≤ ݅ ≤   .ݏ
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  ن يبنابرا
(ܩ)ܿ = (1)ߦ (ߦ)݉+ ≥ (1)ߦ − (݃)ߦ ≥
2∑ Ψ݅(1)+∑ ݅

1−݅
Ψ݅(1)ݏ

1+ݑ=݅
ݑ
݅=1 . )۱۱ (    

ف ير تعريرا به صورت ز ܩاز  ܯنرمال  يهارگروهيز
  م:يکنيم

ܯ = 

ቐ
1			ܭଷܩ ≤ ݅ ≤ ,ݑ | ܩ |ܭ = 6⁄ 									
1					ܭ ≤ ݅ ≤ ,ݑ | ܩ |ܭ ≠ 6						⁄
ଵܲܭ					ݑ + 1 ≤ ݅ ≤ 																								,ݏ

		 

 ياست. به سادگ ܩ يلويرگروه سيز-ଷ ،3ܩکه در آن 
  شود که يده ميد

⋂ܯ ܲ = 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܲ 					1 ≤ ݅ ≤ ,ݑ ܩ| ⁄ܭ | = 6, 3|ห ܲ ห
⋂ܭ ܲ 	 1 ≤ ݅ ≤ ,ݑ ܩ| ⁄ܭ | = 6, 3 ∤ ห ܲห
⋂ܭ ܲ 	1 ≤ ݅ ≤ ,ݑ ܩ| ⁄ܭ | ≠ 6														
ଵܲ 									 ݑ + 1 ≤ ݅ ≤ ݆			,ݏ = 1															
⋂ܭ ܲ 		 ݑ + 1 ≤ ݅ ≤ ,ݏ ݆ ≠ 1																
)۱۲(  

هاي  از مرتبه فرد است، لذا زيرگروه ܲدر مورد آخر، 
 ܭكه از مرتبه فرد هستند همگي در  ܯسيلوي 

  مشمول هستند).
⋂دهيم  نشان مي ܯ

௦
ୀଵ = . براي اين كار، ابتدا 1

1توجه كنيم كه اگر  ≤ ݅ ≤ ܩ|و  ݑ ⁄ܭ | = 6 ،
  گاه زيرگروه  آن

൯(ଷܩ)ଵ൫ܼߗ = ݖ} ∈ (ଷܩ)ܼ ∶ ଷݖ = 1} 
توان  مشمول است؛ زيرا در غير اين صورت مي ܭدر 

انتخاب كرد. چون  ܭ\൯(ଷܩ)Ωଵ൫ܼرا در  yعضو 
ݔ ∉ ܭ⋂〈ݕݔ〉، لذا ܭ = پس با توجه به . 1

ܩ| ⁄ܭ | = (ݕݔ)و  6 =   داريم:  6
ܩ ≅ 〈ݕݔ〉 × ܭ ≅ ܥ ܭ×  

 كه يك تناقض با فرض است. فرض كنيم
ܫ = {1.… .  ,{ݏ
ܬ	 = 1}\ܫ ≤ ݅ ≤ ݑ ∶ ܩ| ⁄ܭ | = 6}. 

⋂چون  ௦ܭ
ୀଵ =   ، لذا 1

⋂ ൫ܭ⋂ܼ(ܩଷ)൯ = 1,					∈ )۱۳ (                 
⋂ولي  ∈(ଷܩ⋂ܭ) ⊴ توان  گروه پوچ Gو  ܩ

⋂است. پس  (ଷܩ⋂ܭ) = 1∈دهد  . اين نتيجه مي
⋂ كه (ଷܩ⋂ܯ) = 1௦

ୀଵ .   

⋂) داريم ۱۰طبق رابطه ( ياز طرف ⋂ܭ) ଵܲ) =௧
ୀଵ

⋂بنابراين  .1 ⋂ܯ) ଵܲ) = 1௦
ୀଵجه ي. در نت

⋂ ܯ = 1௦
ୀଵ مانند  ين صورت، عضوير ايرا در غيز؛

⋂در  ک عدد اول ياز مرتبه  ݔ ܯ
௦
ୀଵ  وجود دارد. با

توجه به مطالب بالا،  ≥ ف يبنا بر تعر ي. ول5
گروه - ،2ܭ/ܯ، واضح است که هر ܯ يها رگروهيز
از مرتبه  يتوانند عضو ين رو نميگروه است. از ا-۳ا ي

 ≥   دهد که يجه مين نتيداشته باشند. ا 	5
ݔ ∈ ⋂ ܭ = 1,௦

ୀଵ   
  ک تناقض است. ين يا يول
1هر  ازاي   به ≤ ݅ ≤   دانيم، ميݏ

߰ = ଵߣ × …× ߣ ߣ			,	 ∈ Irr൫ ܲ൯ 
1هر  ازاي  چون به  ≤ ݅, ݆ ≤ ݅با  ݎ ≠ داريم  ݆

൫| ܲ|	, | ܲ|൯ = ߣker، لذا 1 = ⋂ܭ ܲ قرار .
  دهيم مي

ܶ = ቄ݅ ∶ 1 ≤ ݅ ≤ ,ݑ ߣ	 ≠ 1ೕቅ, 
2و براي   ≤ ݆ ≤   كنيم: تعريف مي ݎ

ܶ = ቄ݅ ∶ 1 ≤ ݅ ≤ ,ݑ ܩ| ⁄ܭ | ≠

6, ߣ	 ≠ 1ೕቅ  

⋃ቄ݅ ∶ ݑ + 1 ≤ ݅ ≤ ,ݏ ߣ	 ≠ 1ೕቅ, 
1هر  يچنين براهم ≤ ݅ ≤   دهيم: قرار مي ݏ

ܶ
ᇱ = ቄ݆ ∶ 1 ≤ ݆ ≤ .ݎ ߣ	 ≠ 1ೕቅ. 

1اگر   ≤ ݅ ≤ ܩ|و  ݑ ⁄ܭ | ≠ گاه بنا بر لم  ، آن6
  داريم: ۲.۱۱

2Ψ(1) ≥ ∑ 	ܿ( ܲ ( ܲ⋂ܭ))	⁄∈ ்
ᇲ   

	= ∑ ܿ( ܲ ( ܲ⋂ܯ)).							⁄∈ ்
ᇲ  )۱۴          (  

݆)، اگر ۱۲(بنا بر رابطه ( ∈ ܶ
ᇱگاه  ، آنܲ⋂ܭ =

ܲ⋂ܯ 1.) اگر ≤ ݅ ≤ ܩ|و  ݑ ⁄ܭ | = 6 ،
ناپذير  جايگشتي تحويل تنها سرشت شبه Ψگاه  آن

ܩيك گروه  به يك را  ۲.۶است (مثال  ℚروي  ⁄ܭ
Ψ(1)ببينيد). پس  = ܯ. چون 2 = ، لذا ܭଷܩ

ܩ ⁄ܯ ≅ ଵܲ ( ଵܲ ⁄(ܯ∩ ≅ Cଶ پس .  
2Ψ(1) = 4 > ܿ( ଵܲ ( ଵܲ ⁄(ܯ∩ ). )۱۵  (    

ݑدر نهايت، اگر  + 1 ≤ ݅ ≤ گاه طبق لم  ، آنݏ
  داريم:  ۲.۱۲
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ିଵ

Ψ(1) ≥
∑ ܿ൫ ܲ ( ܲ ∩݉)⁄ ൯∈ ்

ᇲ;	ஹଶ 	  

= ∑ ܿ ቀ ܲ/൫ ܲ ∩ ∋	൯ቁܯ ்
ᇲ;	ஹଶ . )۱۶   (      

) نتيجه مي گيريم ۱۱) در (۱۶( –) ۱۴با قرار دادن روابط (
  كه 

(ܩ)ܿ ≥ ∑ ܿ( ଵܲ ( ଵܲ⋂ܯ))⁄ 				∈் )۱۷(  
	+∑ ∑ ܿ( ܲ ( ܲ⋂ܯ))⁄∈்ೕ


ୀଶ .  

⋂توجه كنيم كه  ܯ = 1௦
ୀଵلذا ، 

∩∈் ܯ) ∩ ଵܲ) = 1. 
  م يضرب مستقتوان در حاصليرا م ଵܲن رو گروه ياز ا

Dr∏ ଵܲ∈் /( ଵܲ ∩   (ܯ
 . بنابرايننشاند

	ܿ( ଵܲ) ≤ ∑ ܿ( ଵܲ ( ଵܲ⋂ܯ)⁄ )∈் . )۱۸   (     
݆هر  ازاي  چنين به هم ≥ 2 ،⋂ ൫ ܲ⋂ܯ൯ =∈்ೕ
  لذا همانند بالا داريم: ،1

ܿ( ܲ) ≤ ∑ ܿ൫ ܲ ൫ ܲ⋂ܯ൯⁄ ൯∈்ೕ .  )۱۹  (      
  گيريم ) نتيجه مي۱۹( –) ۱۷از روابط (

(ܩ)ܿ ≥ ∑ ܿ൫ ܲ൯
ୀଵ .  

 ܩهر گروه دلخواه  ازاي  عكس تساوي فوق، به وضوح به 
ܩبا تجزيه مستقيم  = ଵܲ × …× ܲ  .برقرار است

  از اين رو
(ܩ)ܿ = ∑ ܿ( ܲ)

ୀଵ   
  شود.  و حكم ثابت مي 
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