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  دهيچک

به  (ܩ)ܸاست با مجموعه رئوس  يشود، گرافينشان داده م ଶܩ ، که با ܩ، توان دوم گراف ܩگراف داده شده  يبه ازا
م هرگاه ييگو يرا مربع ܩگراف  باشد. 2 کثرحداܩ ن دو راس درين گراف مجاورند اگر و تنها اگر فاصله ايکه دو راس در ايطور
ܩکه، يطوروجود داشته باشد به ܪمانند  يگراف = (ܩ)ܸ:݂تابع . ଶܪ → {0,1, … ,    ܩاز  يزيرنگ آمλ−ک يرا  {݇

,ݔهر دو راس  يم هرگاه برايناميم ݕ ∈ ,ݔ)݀با  ܸ (ݕ = (ݔ)݂|ميداشته باش 1 − |(ݕ)݂	 ≥ به علاوه اگر   	2
,ݔ)݀	 (ݕ = (ݔ)݂|آنگاه  ،2 − |(ݕ)݂	 ≥ وجود داشته  ܩاز  يزيرنگ آمλ−ک يآن  يکه به ازا ݇ن مقدار يکمتر. 1

≤∆مم درجه يبا ماکس يگراف ܩ اگره حدس زدند يکس و يگر ۱۹۹۳م. در سال يدهينشان م  (ܩ)ߣباشد را با باشد، آنگاه  2
(ܩ)ߣ ≤ ∆ଶيبرا ييهان مقاله، ضمن ارائه کراني. در ا −λ يمربع يهاگراف يها، حدس مذکور را براگراف يزيآمرنگ ،
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  مقدمه
نظر گرفته شده و  ها ساده درن مقاله، گرافيدر سراسر ا

ن مقاله يه گراف که در اينظر ياصطلاحات و نمادها يبرا
فرض م. يدهيارجاع م ]۱[ارائه نشده، خواننده را به مرجع

ܩد يکن = (ܸ, و  ܸک گراف با مجموعه رئوس ي (ܧ
در  ݒو  ݑباشد. فاصله دو راس  ܧ يهااليمجموعه 

 ݒو  ݑوس رئ نيب ܩر در ين مسيترطول کوتاه 	ܩ،گراف 
,ݑ)݀شود و با نماد يف ميتعر شود. ينشان داده م (ݒ

ن و ي، کمترݒراس  يهاهي، مجموعه همساݒدرجه راس 
ب با يبه ترت ܩن درجه رئوس در گراف يشتريب

  نشان داده  (ܩ)∆و  δ(G)، (ݒ)ܰீ،  (ݒ)ீ݃݁݀
اف از رئوس گر يارمجموعهيز  ܵبه علاوه، اگر  .شونديم
 [ܵ]ܩرا با  ܵرئوس  يرو ܩاز  يرگراف القائيباشد، ز ܩ

، توان ݇ح و مثبت يعدد صح يبه ازا م.يدهينشان م
 يشود، گرافينشان داده م ܩ ، که با ܩام گراف ݇−

که دو راس در يبه طور (ܩ)ܸاست با مجموعه رئوس 
 ن دو راس درين گراف مجاورند اگر و تنها اگر فاصله ايا
هر دو  يد که برايتوان ديم يباشد. به راحت ݇حداکثر ܩ

  	ܩ،در گراف  ݒو  ݑراس 

݀ீೖ(ݑ, (ݒ = ቒௗಸ(௨,௩)


ቓ. 
  

وجود  ܪمانند  يم هرگاه گرافييگو يرا مربع ܩگراف 
ܩکه، يطورداشته باشد به =   .ଶܪ

 يها از حالت يکيگراف  يزيآم ، رنگه گرافينظردر 
 يکرد کلياست. رو گراف يگذار برچسب يها خاص مسئله

ا يها اليبه  ييهار کردن رنگيآن استفاده از نظ
را  يت خاصيمحدود يزيآمن رنگيهاست که ا راس
از گزاف که   يزيآم ن حالت، رنگيتر ت کند. در سادهيرعا

 هم رنگ نباشند را رنگ يچ دو راس مجاوريدر آن ه
از در ين تعداد رنگ مورد نيم. کمتريناميجاز مم يزيآم
ده و با ينام يرا عدد رنگ ܩمجاز از  يزيآمک رنگي

 يها کاربردهاگراف يزيآمم. رنگيدهينشان م (ܩ)߯
علاوه  گوناگون دارد. يو تئور يعمل يها نهيدر زم ياديز

نه، با در ين زميف شده در ايک تعريکلاس يها بر مسئله
ها، نوع گراف يرو يمختلف يها تيودنظر گرفتن محد

تعداد و رنگ عناصر گراف،  يو حت يزيآمروش رنگ يرو
ع در صنعت و علوم يوس يبا کاربردها يمتنوع يها مسئله

ص يان،  مساله تخصين ميشود. در ا يف و حل ميتعر
 يزيآماز رنگ يتوان با نوع از خاصيرا م يوئيکانال راد

–ها به نام گراف λدر  ]۲،۴[.کرد يبندمدل يزيآمرنگ
،  علاوه بر قراردهي يوئيراد يهاص کاناليمساله تخص

هاي موجود در باند مكاني منابع راديويي، تخصيص كانال
فركانسي قابل دسترس به صورتي كه تداخلي در شبكه به 

  برخوردار است که به  يت خاصيوجود نيايد، از اهم
ي گراف به هآميزي در نظريهاي رنگي الگوريتموسيله

هر كدام از اين منابع راديويي يك كانال اختصاص داده 
  ن تداخل اتفاق افتد.يشود به طوريكه کمتريم

(ܩ)ܸ:݂تابع  → {0,1, … , رنگ λ−ک يرا  {݇
هر دو راس  يم هرگاه برايناميم ܩاز  يزيآم

,ݔ ݕ ∈ ,ݔ)݀با  (ܩ)ܸ (ݕ =  ميداشته باش 1
(ݔ)݂| − |(ݕ)݂	 ≥ ,ݔ)݀	 به علاوه اگر 	2 (ݕ = 2 ،

(ݔ)݂|آنگاه  − |(ݕ)݂	 ≥ که به  ݇ن مقدار يکمتر. 1
وجود داشته باشد را  ܩاز  يزيآم رنگλ−ک يآن  يازا
  م.يدهينشان م  (ܩ)ߣبا

 يوجود دارند که به مطالعه و بررس ياديار زيمقالات بس
–مساله  λن يا از ياريبس  اند.ها پرداختهگراف يزيآمرنگ

محاسبه  ܩخاص  يهاگراف يا به ازار (ܩ)ߣمقالات، 
حدس  ]۳[هيکس و يگر ۱۹۹۲در سال .  ]۳[ ،]۸[اندکرده

ان کردند که يها بگراف يزيرنگ آمλ−ر را در مورد يز
  باشد.يمعروف م ଶ∆به حدس 

  
≤∆مم درجه يبا ماکس يگراف ܩ اگر )]۳[( .۱حدس  2 

(ܩ)ߣباشد، آنگاه ≤ ∆ଶ .  
مم يبا ماکس يگراف ܩه که اگر نشان داده شد ]۳[در مرجع

(ܩ)ߣ  باشد، آنگاه 	∆درجه ≤ ∆ଶ + 2∆.  
نشان  ]۴[شانکرال و همکاران ۲۰۰۳به علاوه،  در سال 

م يدار ∆مم درجه يماکس باܩ هر گراف  يدادند که برا
(ܩ)ߣ ≤ ∆ଶ + ∆− به علاوه نشان داده شد که  .1

(ܩ)ߣباشد آنگاه  ۲با قطر  يگراف 	ܩاگر ≤ ∆ଶ . به
هر  يبرا (ܩ)ߣکه محاسبه  ]۳[علاوه نشان داده شده

  باشد. يم NPک مسأله ي،  ܩدلخواهگراف 
 يزيرنگ آمλ− يبرا ييهان مقاله، ضمن ارائه کرانيدر ا

ها از از گراف ييهاکلاس يها، حدس فوق را براگراف
   ହܭو ସܭنور يفاقد ما يهاو گراف يمربع يهاجمله گراف



                                                                                              ۶۱∆حدس و  هااز گراف يبرخ  يزيرنگ آمࣅ−
 

   

  م کرد.يواهاثبات خ 
  
  هاگراف يزيآمرنگ- ૃ يتم  برايک الگوري
ان کردند که کران يرا ب يتميالگور ]۳[هيکس و يگر 

قبل  .دهديارائه م ܩگراف  يزيرنگ آمλ− يبرا يبالائ
م. ياز داريف و نماد نيتم، به چند تعرين الگوريان اياز ب

مستقل  -iک مجموعه يرا  (ܩ)ܸاز  ܺرمجموعه يز
 i	بزرگتر از  Xهرگاه فاصله هر دو رأس در  ميناميم

مستقل همان  - ۱ يهاف، مجموعهين تعريباشد. با ا
 ܺ رمجموعهيباشند. زيمستقل در گراف م يهامجموعه

ده يمال ناميمستقل ماکس -۲ک مجموعه ي ܻاز مجموعه 
مستقل بوده و به  -۲ک مجموعه ي ܺشود هر گاه يم

مستقل  -۲ چ مجموعهيهر مجموعه سره از يز ܺعلاوه 
ک يم که يکنيان مير را بيتم زينباشد. حال الگور 	ܻگريد

  .دهديارائه م ܩگراف  يزيآمنگر λ−يکران بالا برا
  

  ۱تم يالگور
ܩگراف تم : يالگور يورود = (ܸ,              	(ܧ

  	݇ن برچسبيبزرگتر تم:يالگور يخروج
ر يک زيم، تياز الگورام -	݅مرحلهدر  تم:يده الگوريا

نشده   ين رئوس برچسب گذاريمستقل از ب -۲مجموعه 
شده در  يگذارشود که از رئوس برچسبيانتخاب م

داشته باشند. رئوس مجموعه  ۲مرحله قبل فاصله حداقل 
از  	݅سيم. انديدهيم 	݅سيافت شده را انديمستقل  -۲

ک واحد يتم يصفر شروع شده و در هر مرحله از الگور
در 	݅	همان مقدار ݇ن مقدار يشتريابد. بي يش ميافزا
  باشد. يتم مين مرحله از الگوريآخر

  
  تميآغاز الگور

ܸ، ଵିܺ= ∅د يقرار ده  = ݅،   (ܩ)ܸ = و   0
  د.ير را تکرار کنيمراحل ز

ܺ يهامجموعه - ۱ 	و		 ܻ ل  ير تشکيرا به صورت ز
  د:يده
*ܻ د که برچسبيريبگ در نظر ܩاز  يرا مجموعه رئوس 

ݕ هر  ياند و به علاوه برانشده يگذار ∈ ܺିଵ داشته
.م يباش ,ݔ)݀ (ݕ ≥ 2  

*ܺ   مال از يمستقل ماکس -۲ک مجموعه يراY  در
ܻد. (اگر يرينظر بگ = ܺد يقرار ده ∅ = ∅(.  

 ݅	را با عدد  ܺرئوس انتخاب شده در مجموعه  - ۲
  د.ينک يگذاربرچسب

ܸرا با  ܸ  - ۳ − ܺ د.ين کنيگزيجا  
ܸاگر  - ۴ ≠ د و يک واحد اضافه کنيرا  ݅آنگاه   ∅

  د.يبرگرد ۱سپس به مرحله 
  د.يره کنيذخ ݇افت شده را به عنوان ي 	݅ - ۵
  
  تميان الگوريپا

ن يراس با ا 	ݔتم بالا ويالگور يخروج 	݇ديحال فرض کن
را به صورت  	ଷܫو  	ଶܫ ، ଵܫ يهابرچسب باشد. مجموعه

  م:يکنيف مير تعريز
0 يهارا مجموعه  برچسب 	ଵܫ ≤ ݅ ≤ ݇ − ، در ݅		،1

ݕمانند يراس يکه به ازايد به طوريرينظر بگ ∈ ܺ 		 
.ميداشته باش ,ݔ)݀ (ݕ =  يهارا مجموعه برچسب 	ଶܫ  1

݅ ،0 ≤ ݅ ≤ ݇ −  يکه به ازايد به طوريريدر نظر بگ 1
ݕند مان يراس ∈ ܺ ,ݔ)݀م يداشته باش 	 (ݕ ≤ و در  	2
 يهامجموعه تمام برچسب 	ଷܫد يت فرض کنينها

0 ≤ ݅ ≤ ݇ − هر راس  يکه برايباشد به طور 1
ݕ ∈ ܺ ,ݔ)݀م يداشته باش 	 (ݕ ≥ 3.  
  نشان دادند که ]۸[چانگ وکو

λ(ܩ) ≤ ݇ ≤ |ଶܫ| + |ଷܫ| ≤ |ଵܫ| +  .|ଶܫ|
است  يکاف 	λ(G)يکران بالا برا افتني ين برايبنابرا

|ଵܫ| +   م. ين بزنيرا تخم  	|ଶܫ|
  
  يمربع يهاگراف يزيآمرنگ-ૃ

  در مورد  ۱ م داد حدسين بخش، نشان خواهيدر ا
از آن،  ياجهيدرست است و به عنوان نت يمربع يهاگراف

۱يکل گراف يزيآمرنگ-λ يبرا ييکران بالا
ک گراف ي †

  م کرد.يان خواهيب
  

 ∆مم درجه يبا ماکس يمربع يگراف ܩاگر  .۱ه يقض
(ܩ)ߣباشد، آنگاه  ≤ ∆ଶ 

                                                
1. Total Graph 
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ܩباشد که يگراف ܪد ي: فرض کناثبات  = و به   ଶܪ
ن برچسب باشد که از يبزرگتر 	݇ديعلاوه فرض کن

ن برچسب يرأس با ا ݔبدست آمده باشد و  ۱ تميالگور
|ଵܫ| يبرا يبالائ  باشد. کران + ارائه  ܩگراف در  |ଶܫ|

1د يم داد. فرض کنيخواه ≤ ݅ ≤   :ديو قرار ده  4
ܪ = ݕ	} ∈ ,ݔ)ு݀			:(ܪ)ܸ (ݕ = ݅} 

   
ܪفيبنابر تعر .	م: يدار ، 	 (ݔ)ܰீ = ଵܪ ଶܪ∪ به  

  علاوه 
|ଵܫ| ≤ |ଵܪ| + ,|ଶܪ| |ଶܫ| ≤ ∑ |ସܪ|	

ୀଵ       )۱(  
  

|ଵܪ|   ادعا: + |ଷܪ| + |ସܪ| + 1 ≤   . ∆|ଶܪ|
 د:ياثبات ، قرار ده يبرا  اثبات ادعا:

    2, :  , GS z y z H y N x    
م. واضح است که يکنيرا شمارش م ܵو عناصر مجموعه 
|ܵ| ≤  	∆حداکثر ۀدرج يرا هر رأس دارايز .∆|ଶܪ|

  گر،يد يباشد. از طرفيم
|ܵ| = |ଵܪ| + |ଷܪ| + |ସܪ| + 1 

   
به همراه  رأس   Hସو  Hଷو  Hଵرئوس واقع دررا تمام يز
  مجاورند. لذا   Hଶبا رئوس Gدر  ݔ

|ଵܪ| + |ଷܪ| + |ସܪ| + 	1 ≤  ∆|ଶܪ|
  
  کند.يز اثبات ادعا را تمام مين نيو ا

  م:يفوق دار يحال بنابر ادعا
|ଷܪ| + |ସܪ| <  		.∆|ଶܪ|

   شت:م داي، خواه)۱(ب رابطه فوق و يبا ترک
|ଵܫ| + 	 |ଶܫ| ≤ |ଵܪ|)	2 + (|ଶܪ| +
=∆|ଶܪ| ∆)|ଶܪ| + 2) + )ଵ|             )۲ܪ|2   

  
  م.يريگير را درنظر ميز يهاحال، حالت

|ଵܪ|. )۱حالت = 1 
ଵܪد يفرض کن = |ଶܪ|. اگر{ݕ} < ∆ −  نيدر ا  1

|ଵܫ|،۲صورت بنابر رابطه  + |ଶܫ| 	≤ ∆ଶ ن ي. بنابرا
|ଶܪ|توان فرض کرديم = ∆ − ن حالت ي. در ا 1

݀݁݃ு(ݕ) =  ܩمم درجه در يو از آنجا که ماکس ∆
ଷܪاست، لذا  ଶ∆برابر  = ସܪ =   ن حالت، ي. در ا		∅

(ݔ)ீ݃݁݀ = ∆= ݊ − 1. 

ܩکند کهيجاب ميز اين نيا =   و لذا 	ܭ
(ܩ)ߣ = (ܭ)ߣ = 2(݊ − 1) ≤ (݊ − 1)ଶ. 

ݐ.  )۲حالت ≥ |ଵܪ|	،2 =   .	ݐ
|ଵܪ|از آنجا که  + |ଶܪ| ≤ م داشت    ي، خواه∆
|ଶܪ| ≤ ∆ −   م داشت:ي) خواه۲. لذا بنابر رابطه ( ݐ

|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ ∆ଶ. 
  

|ଵܫ|ن در هر حالت،يبنابرا + |ଶܫ| ≤ ∆ଶ   و لذا
λ(G) ≤ ∆ଶ	 ان يه را به پايز برهان قضين نيکه ا  

 رساند.يم
نسبت داده  يک گراف باشد. گراف کلي ܩد يکن فرض

م و آن را يدهينشان م  (ܩ)ܶرا با ܩشده به گراف 
(ܩ)ܸم که رئوس آنيکنيف ميتعر يگراف ∪   (ܩ)ܧ

  ܩها دربر اساس مجاورت (ܩ)ܶها در است و مجاورت
,ݒ	گر، اگريشوند. به عبارت ديف ميتعر ′ݒ ∈ و  (ܩ)ܸ

,݁ به علاوه  ݁′ ∈   نصورت:يدر ا	(ܩ)ܧ
′ݒݒ	الف)  ∈ ′ݒݒ	وتنها اگر اگر ((ܩ)ܶ)ܧ ∈  (ܩ)ܧ
݁ݒب)  ∈ در گراف  ݒاگر و تنها اگر رأس  ((ܩ)ܶ)ܧ
  واقع باشد.  ݁ال يبر  ܩ

′݁݁ج)  ∈ ,′݁ يهاالياگر وتنها اگر  	((ܩ)ܶ)ܧ در   ݁
  مجاور باشند. ܩ

 يزيآمدر رنگ ياديت زيک گراف اهمي يگراف کل
 	(ܩ)௧߯، که باܩگراف  يکل يها دارد. عدد رنگگراف

(ܩ)௧߯	 صورتشود بهينشان داده م =  	((ܩ)ܶ)߯
 يگراف ܩد که اگر يتوان ديم يشود. به راحتيف ميتعر

(ܩ)௧߯باشد، آنگاه  ∆مم درجه يبا ماکس ≥ ∆ + به . 1
ز وجود دارد که بنا بر آن ين ]۹[يعلاوه حدس معروف

، ∆مم درجه يبا ماکس ܩهر گراف  ياحدس، بر
߯௧(ܩ) ≤ ∆ + 2.  

۲، گراف مشتقܩگراف داده شده  يبه ازا
که با  ܩ ‡

 ينيگزياست که با جا يشود، گرافينشان داده م (ܩ)ܵ
شود. به  يحاصل م ۲به طول  يريبا مس ܩال از يهر

به  	(ܩ)ܶ	و	(ܩ)ܵنيد که ارتباط بيتوان ديم يراحت
  ان است.يل بر قابيصورت ز

.	،   ܩهر گراف دلخواه  ي. برا۲لم  ܵଶ(ܩ) ≅   (ܩ)ܶ

                                                
2. Subdivision Graph 
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م داشت ير را خواهيه زي، قض۲و  لم  ۱ه يحال بنا بر قض
ز ين يکل يهاگراف يبرا ଶ∆دهد حدس يکه نشان م
  برقرار است. 

  
  ، ܩ	هر گراف دلخواه يبرا .۳ه يقض

(ܩ)ܶ)ߣ ≤ 	∆ଶ൫ܶ(ܩ)൯ 
  

  هاگراف يزيآمرنگ-ૃ  يچند کران برا
 هاگراف يزيرنگ آم-ߣ يبرا ن بخش، چند کرانيدر ا

ارائه شده را ارائه  يهااز کران ييان و سپس کاربردهايب
  م کرد.يخواه

ها  گراف يزيآمبا رنگ يکيم که ارتباط نزدياز مفاه يکي
 ܩد يباشد. فرض کنيها مگراف يدگيدارد، مفهوم تباه

 يرو σب يباشد. ترت يتح و مثبيعدد صح ݇ک گراف و ي
 ݒهرگاه هر رأس  .ميناميند ميخوشا-݇را  ܩرئوس 

݇حداکثر يدارا − ,ଵݒ]ܩه در يهمسا 	1 … ,  [ିଵݒ
 يدارا ܩآن، گراف  يکه به ازا ݇	ن مقدار يباشد. کمتر

رئوس باشد، را عدد  يند رويخوشا ݇− يبيترت
م. به يدهيشان من  (ܩ)݈ܿده و با ينام  ܩيدگيتباه
  ،ܩهر گراف  يد که برايتوان ديم يراحت

(ܩ)߯	  ≤  (ܩ)݈ܿ
  

 ܩگراف دلخواه  يزيآمرنگ-ߣ يبرا ير، کرانيه زيدر قض
  م کرد.يارائه خواه ∆و (ଶܩ)݈ܿ (ܩ)݈ܿ،بر حسب 

  
 ∆مم درجه يبا ماکس يگراف ܩ دي.  فرض کن۴ه يقض 

ܽباشد و به علاوه،  = (∆ + (ܩ)݈ܿ)(2 − و  (1
ܾ = (ଶܩ)	݈ܿ + 2∆ −   نصورتي. در ا1

(ܩ)ߣ ≤ ݉݅݊{ܽ, ܾ}. 
  

(ܩ)݈ܿبا  يگرافܩ بالاخص اگر  ≤ ∆ − باشد،  1
≥  آنگاه ∆ଶ − 4 .   (ܩ)ߣ

(ܩ)݈ܿد ي: فرض کناثبات = ن ي. بنابرا	ݐ	
,ଵݒبيترت … , که يبه طور وجود دارد ܩرئوس  يرو ݒ

ݐحداکثر  يدارا ݒهر راس  − ه در يهمسا 1
,ଵݒ]ܩ … , ب از ين ترتيباشد. با توجه به ايم 	[ଵ	ିݒ
- λرا  ܩصانه، رئوس گراف يتم حريرئوس و بنابر الگور

 يهاتم حداکثر برچسبين الگوريم. ايکنيم يزيآمرنگ
0, 1, … , (∆ + ݐ)	(2 −  يکند. برايرا استفاده م 	(1

تم رئوس ين الگوريد اين مطلب، فرض کنيدن ايد
,ଵݒ … , تم به يکرده باشد و الگور يزيرا رنگ آم ିଵݒ

باشد. از آنجا که درجه  ݒراس  يدنبال رنگ مناسب برا
,ଵݒ]ܩدر   ݒراس … , ݐبرابر  [ଵ	ିݒ − باشد و يم 1

ݐ) حداکثر − 1)(∆ −  ݒاز رأس ۲رأس به فاصله 	(1
  ݒرأس  ير مجاز برايغ يهاوجود دارند، لذا رنگ 

ݐ) حداکثر − 1)(∆ − 1) + ݐ)3 − باشد. از آنجا يم (1
 ها به صورتکه مجموعه رنگ

ܥ = {0,1, … , ݐ) − 1)(∆ + 2)} 
    ݒتواند به رأسيوجود دارد که م ياست لذا رنگ

صانه در هر مرحله يتم حرياختصاص داده شود. لذا الگور
انتخاب کند.   ݒرأس يتواند رنگ  مناسب را برايم

  ن حالت ين، در ايبنابرا
(ܩ)ߣ ≤ (	∆ + (ܩ)݈ܿ)(2 − 1). 

  
صانه و يتم حريبا استدلال مشابه، (با به کاربردن الگور

,ଵݒ بيترت … , م يآوري) به دست مଶܩرئوس يرو ݒ
(ܩ)ߣکه  ≤ (ଶܩ)݈ܿ + 2∆ − ز برهان ين نيو ا  1
 رساند.يان ميه را به پايقض

م. به يکنيان ميه را بين قضياز ا يير ادامه، کاربردهاد
مم يبا ماکس ܩهر گراف  يد که برايتوان ديم يراحت

(ܩ)݈ܿ،	∆درجه ≤ ∆ + برقرار است اگر  يو تساو 	1
 ܩمنظم باشد. لذا اگر  ∆−ک گراف ي ܩو تنها اگر 

م يه قبل، خواهيگراف منظم نباشد، با به کار بردن قض
(ܩ)ߣداشت  ≤ ∆ଶ + ∆ − به علاوه، از آنجا که . 2

دارد، لذا    ۱با درجه  يهمواره رأس ܶهر درخت 
(ܶ)݈ܿ ≤ (ܶ)ߣ،۴ه يو بنابر قض  2 ≤ ∆ + .  از  	2

، ܩهر گراف  يد که برايتوان ديم ي، به راحتيطرف
∆ + 1 ≤ ، ܶهر درخت دلخواه  يلذا برا .  (ܩ)ߣ

  م داشت.ير را خواهيجه زينت
  
  باشد، آنگاه ∆م درجه يبا ماکس يتدرخ ܶ	اگر .۵جه ينت

(ܶ)ߣ ∈ {∆ + 1, ∆ + 2}.	 
باشد که  يگراف ܩکه اگر  ]۱۰[نشان داده شده است 

ر گراف نداشته باشد. آنگاه يرا به عنوان ز 	ସܭوريمان
(ܩ)ߜ ≤ را  	ସܭور يباشد که مان يگراف ܩلذا اگر . 2
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(ܩ)݈ܿنداشته باشد، آنگاه ≤ ، ۴ه يو لذا بنابر قض  3
(ܩ)ߣ ≤ 2∆ +  ،]۱۱[ه واگنري. به علاوه بنابر قض 4

 يدارا)، ଷ,ଷܭور ي(به علاوه مان 	ହܭوريهر گراف فاقد مان
 ܩگر، اگر يعبارت دبه .است ۵با درجه حداکثر  يرأس
(ܩ)݈ܿباشد، آنگاه  	ହܭوريفاقد مان يگراف ≤ و لذا  	6

(ܩ)ߣ، ۴ه يبنابر قض ≤ 5∆ + ر يجه زينتن، يبنابرا . 10
  م داشت.يرا خواه

  
و فاقد  ∆مم درجه يبا ماکس يگراف Gاگر  .۶جه ينت
ܭوريمان 	  ،݈ ∈ {4, (ܩ)ߣ، باشد آنگاه {5 ≤ ݈(∆ + 2) 

با  يگراف ܩرسد اگر ي، به نظر م۶و ۵ج يبا توجه به نتا
  ܩباشد، آنگاه رئوس  ܭور يو فاقد مان ∆مم درجه يماکس
∆)݈ر توان با حداکثيرا م +  يزيآمرنگ-λرنگ  (2

݈ يم که برايدهير را ارائه ميکرد. لذا حدس ز ≤ 5 
݈اثبات شده و  = آن  ياست که به ازا ين عددياول 6

  رد.يقرار گ يد مورد بررسين حدس بايا
و فاقد  ∆مم درجه يبا ماکس يگراف Gاگر  حدس.

ܭوريمان .باشد، آنگاه  	 (ܩ)ߣ ≤ ݈(∆ + 2)  
 يزيآمرنگ -λ يبرا يگريد يلادر ادامه، کران با

  م کرد.يان خواهيها بگراف
  

راس با  ݔدلخواه و  ي، گراف ܩ	ديفرض کن .۷ هيقض
بدست آمده  ۱تم ين برچسب باشد که از الگوريبزرگتر

 (ݔ)ܰرئوس  يرو ܩاز  يرگراف القائيز ܪباشد. اگر 
  باشد، آنگاه 

(ܩ)ߣ ≤ deg(ݔ) +  deg(ݕ)
௬∈ே(௫)

−  .|(ܪ)ܧ|2

|ଵܫ|، ۱تم يبنابر الگوراثبات:  ≤ و به علاوه  (ݔ)	݃݁݀
|ଶܫ| ≤ ∑ ال يهر  ي. اما بوضوح برا௬∈ே(௫)(ݕ)݃݁݀

 ۲به اندازه  ݔاز راس  ۲، تعداد رئوس به فاصله ܪدر  ݁
  افت. لذايواحد کاهش  خواهد 

|ଶܫ| ≤  (ݕ)݃݁݀
௬∈ே(௫)

−  .|(ܩ)ܧ|2

  ن،يرابناب
(ܩ)ߣ ≤ |ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ (ݔ)݃݁݀ +
∑ (ݕ)݃݁݀ − ௬∈ே(௫)|(ܪ)ܧ|2   

  

 رساند.يان ميه را به پايز برهان قضين نيو ا

م يه فوق را ارائه خواهياز قض ييحال در ادامه، کاربردها
  کرد.

  
 ܩح  مثبت و يک عدد صحي ݎد ي. فرض کن۸جه ينت

، گراف ݒهر راس  يبراکه يطورهمبند باشد به يگراف
باشد.  يمولفه همبند ݎحداکثر  يدارا (ݒ)ܰ يرو يالقائ
(ܩ)ߣنصورت يدر ا ≤ 	∆ଶ − ∆ +   .ݎ2

ن برچسب باشد که يراس با بزگتر ݔ ديفرض کن اثبات:
بدست آمده باشد و  ۱تم ياز الگور = . قرار (ݔ)	݃݁݀

ܪد يده =  ݊. از آنجا که هر گراف همبند [(ݔ)ܰ]ܩ
݊حداقل  يدارا ياسر −  يدارا ܪال است، لذا ي 1

݊حداقل  −r ۷ه يباشد. لذا بنا بر قضيال مي،  
|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ 2 + ∆) − 1) − )2 −  (ݎ

1 يحال برا ≤ ݔ ≤   دي، قرار ده ∆
(ݔ)݂ = ݔ2 + ∆)ݔ − 1) − ݔ)2 −  (ݎ

ݔدر نقطه  (ݔ)݂واضح است که  = مم مقدار يماکس ∆
  کند. لذايخود را اتخاذ م

(ܩ)ߣ ≤ |ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ ∆ଶ − ∆ +  .ݎ2
   رساند.يان ميز برهان را به پاين نيو ا

 ܩد که اگر يتوان ديم ي، به راحت۸جه يبا توجه به نت
به صورت  ଵ,ଷܭباشد که فاقد  ∆مم درجه يبا ماکس يگراف
ݎباشد، آنگاه  يالقائ ≤ هر گراف  ي، برا۱و لذا حدس  2

۳آزاد -ଵ,ଷܭ
از  يگريجه ديبرقرار است. قبل از ارائه نت §

م. لازم به ذکر است که ياز دارير ني، به گزاره ز۷ه يقض
شود هرگاه يده مينام يبحران ݇− گرافک ي ܩگراف 

(ܩ)߯ = ، ܩاز  ܪ	رگراف سرهيهر ز يو برا ݇
(ܪ)߯ < ک ي Gاگر  ]۱[توان نشان داديم يبه راحت .݇

(ܩ)ߜباشد آنگاه  يبحران ݇−گراف  ≥ ݇ − 1.  
(ܩ)߯همبند با  يگراف ܩ. اگر ۹گزاره  = باشد،  ݇

|(ܩ)ܧ| آنگاه ≥ |(ܩ)ܸ| − ݇ + (ିଵ)
ଶ

  
݇ ي. بوضوح حکم برااثبات ≤ برقرار است. لذا   2

݇د يفرض کن ≥  ݇− ير گرافيز ܪد ي. فرض کن3
(ܪ)ߜ بوضوح باشد. ܩاز  يبحران ≥ ݇ − و  1

|(ܪ)ܸ| ≥ |(ܪ)ܧ|. لذا  ݇ ≥ |(ு)|(ିଵ)
ଶ

  
  
  م داشت: يهمبند است، خواه ܩاز آنجا که گراف  

                                                
3. Claw-free 
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|(ܩ)ܧ| ≥ |(ܪ)ܧ| + |(ܩ)ܸ| −  .|(ܪ)ܸ|
  ن يبنابرا 

|E(G)| ≥
|V(H)|(k − 1)

2 + |V(G)| − |V(H)| 
ݔ يبرا  ≥   د ي، قرار ده݇

(ݔ)݂ =
(݇ − ݔ(1

2 + |(ܩ)ܸ| −  ݔ
  

ر ه يبرا (ݔ)݂د که تابع يتوان ديم يبه راحت
ݔ ≥ ݇ ≥ ن مقدار ياست و لذا کمتر يصعود يتابع 3

ݔخود را در  =     يعنيکند. ياتخاذ م ݇

|(ܩ)ܧ| ≥ |(ܩ)ܸ| − ݇ +
݇(݇ − 1)

2
 

  
هر راس  يم هر گاه برايناميم ۴همبند را موضعاً ܩگراف 

ک گراف همبند باشد. با ي [(ݒ)ܰ]ܩ، گراف ܩدر  ݒ
م ير را خواهيزجه ي، نت۷ه ياستفاده از گزاره قبل و قض

 موضعاً يهاگراف يزيآمرنگ يبرا يداشت که کران بالائ
  دهد.يهمبند ارائه م

  
مم يهمبند با ماکس موضعاً يگراف ܩاگر  .۱۰ جهينت

([(ݒ)ܰ]ܩ)߯  ݒ،هر راس  يباشد و برا ∆درجه  ≥ ݇ ،
  آنگاه

(ܩ)ߣ ≤ 	∆ଶ − ∆ − ݇(݇ − 3). 
اشد که ن برچسب بيگتررراس با بز ݔ ديفرض کن. اثبات
  ديبدست آمده باشد. قرار ده ۱تم ياز الگور

  = ܪو  (ݔ)݃݁݀ =   ،  ۹. بنابر گزاره [(ݔ)ܰ]ܩ
|(ܪ)ܧ|  ≥  − ݇ + (ିଵ)

ଶ
|ଵܫ|از آنجا که   ≤   و 

|ଶܫ| ≤  + ∆) − 1) −  |(ܪ)ܧ|2
  ، ۷ه يلذا بنا بر قض

|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ ∆) − 1) − ݇(݇ − 3) 
(ݔ)݂اما تابع  = ∆)ݔ − 1) − ݇(݇ − ، با شرط (3

1 ≤ ݔ ≤ ن مقدار را دارد که يشتريب ي، هنگام∆
ݔ =   نيبنابرا ،∆

|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ ∆(∆ − 1) − ݇(݇ − 3). 
(ܩ)ߣلذا  ≤ 	∆ଶ − ∆ − ݇(݇ − 3)..  

مم يموضعا همبند با ماکس يگراف ܩاگر  ،۱۰جه يبنا بر نت
(ܩ)ߣباشد، آنگاه  ∆درجه  ≤ 	∆ଶ − ∆ + ن يو ا 2

همبند  موضعاً يهاگراف يبرا ۱بدان معناست که حدس 
  باشد. يدرست م

م ير را خواهيجه زي، نت۷ه يجه از قضين نتيبه عنوان آخر
کند. ياثبات م ۵ياليهر گراف  يرا برا ۱داشت که حدس 

ک گراف باشد، گراف ي ܩاست که اگر  ياداوريلازم به 
  نشان   (ܩ)ܮرا با ܩنسبت داده شده به گراف  يالي
م که رئوس يکنيف ميتعر يرا گراف م و آنيدهيم

اساس  بر (ܩ)ܮها دراست و مجاورت  (ܩ)ܧآن
را گراف  ܩشوند. گراف يف ميتعر  Gها درالي مجاورت

که يطورباشد به  ܪمانند يم هرگاه گرافيناميم يالي
ܩ =   .(ܪ)ܮ

  
باشد،  ∆مم درجه يبا ماکس ياليگراف  Gاگر  .۱۱ جهينت

(ܩ)ߣآنگاه  ≤ 	 ଵ
ଶ
∆ଶ + 2∆.  **    ††  

ܩد يفرض کن. اثبات = ݔو  (ܭ)ܮ =   ܩراس  ݒݑ
بدست آمده  ۱تم ين برچسب باشد که از الگوريبا بزگتر
باشد.  (ݔ)ܰتوسط  ܩاز  ير گراف القائيز ܪباشد و 

ଵد يفرض کن = ݀݁݃ ଶ، (ݑ)	 = ݀݁݃(ݒ) .
(ݔ)ீ݃݁݀م داشت ين خواهيبنابرا = ଵ + . به ଶ

|(ܪ)ܧ|وضوح   ≥ ൫భଶ ൯ + ൫మଶ ൯.  
باشد. واضح  ܭمم درجه گراف يماکس ′∆د يفرض کن
≥∆است که  |ଵܫ| ،۷ه ي. بنابر قض′∆2 ≤ ଵ +   ଶ

|ଶܫ| ≤ ଵ) + −∆(ଶ  .|(ܪ)ܧ|2
  لذا

|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ ଵ) + ∆)(ଶ + 2) − ଵଶ −  .ଶଶ
  
,ݔ)݂ره يابع دو متغت   ف ير تعريرا به صورت ز (ݕ
  م.يکنيم

,ݔ)݂ (ݕ = ݔ) + ′∆2)(ݕ + 2) − ଶݔ −  ଶݕ
  

1که يبه طور ≤ ,ݔ ݕ ≤ ن مقدار يشتري. به وضوح  ب′∆
,ݔ)݂ ,ݔ)در  (ݕ (ݕ = (∆ᇱ, افتد. (در ياتفاق م (′∆

=∆ن حالت يا 2∆ᇱني). بنابرا  

|ଵܫ| + |ଶܫ| ≤ 	݂(∆ᇱ, ∆ᇱ) =
∆ଶ

2
+ 2∆. 

  

(ܩ)ߣ لذا، ≤ 	∆
మ

ଶ
+ ان يز برهان را به پاين نيو ا ∆2

             رساند.يم

                                                
4. Locally Connected 
5. Line Graph 
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