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 ۱۸/۱۱/۹۵رش مقاله: يخ پذيتار     ۲۸/۰۵/۹۵افت مقاله: يخ دريتار

  
  دهيچک
  صدق  يخاص يرانبساطيط غيها که در شرار خودنگاشتياز غ يارده يب براين نقاط تقرين مقاله مساله وجود بهتريدر ا

ب ين نقطه تقريگر وجود بهتراني] که ب۱مربوط به مرجع [ يجه اصليک نتين اساس يرد. بر ايگيمطالعه قرار مکنند مورد يم
ع داده خواهد شد. يباشد، بهبود و توسيکنواخت محدب ميطور باناخ به يدر فضاها يرانبساطيغ يهانگاشت ر خوديغ يبرا

بسته، کراندار و محدب در  يهااز مجموعه يرتهيک زوج غي يبرا ينسب يتحت عنوان مرکز مجانب يدين مفهوم جديهمچن
ک يهر دنباله در  يد که مرکز مجانبيم ديخواه يجه از بحث اصليک نتيعنوان  شده و به يک هادامار معرفيمتر يفضاها

استفاده از باشد. در ضمن با يک نقطه ميقاً شامل يهادامارد دق يک فضاي، بسته، کراندار و محدب از يرمجموعه ناتهيز
 يهانگاشت يب براين نقاط تقريدر باب بهتر يگريد يج وجوديهادامارد، نتا يمناسب موجود بر فضاها يهندس يهايژگيو
ج بدست آمده، ين نتاييبه تب يشود که با ارائه چند مثال کاربرديت تلاش ميافته حاصل خواهد شد. در نهايم يتعم يرانبساطيغ
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  مقدمه  - ۱
 يکند که هر خودنگاشت انقباضيان ميباناخ باصل انقباض 

ک يقاً يدق يک کامل دارايمتر يک فضايف شده بر يتعر
که نقطه  يعلاوه هر دنباله تکرارباشد. بهينقطه ثابت م

ن نقطه ثابت همگرا ينش هر عنصر فضا باشد به ايآغاز
 خواهد بود.

باشد که ياز اصل انقباض  باناخ موجود م يجالب يهاميتعم
از  يمختلف يهااکثر آنها با در نظر گرفتن کلاس

 يوستگيپ يشرط اساس ي، دارايانقباظ يهاخودنگاشت
شود ين سوال مطرح ميا يعيطور طبباشند. اکنون بهيم

 يم، مسئله وجودير خودنگاشت مواجه شويک غيکه اگر با 
بار توسط  نين مطلب اولينقطه ثابت چگونه خواهد بود. ا

واقع  ير مورد بررسيصورت زبه ۱۹۶۹ فن در ساليکا
  د.يگرد
، يرمجموعه ناتهيز يک퐴 د يفرض کن ])۲([ .۱ه يقض

و  푋دار نرم يبردار يفشرده و محدب از فضا
푇: 퐴 → 푋 ن يوسته باشد. در اير خودنگاشت پيک غي
∗푥صورت بردار  ∈ 퐴 که: يطور موجود است به  

‖푥∗ −푇푥∗‖ = 푑푖푠푡({푇푥∗}, 퐴). 
  

,퐴د يحال فرض کن 퐵 ياز فضا يناته ييهارمجموعهيز 
,푋)ک يمتر 푑)  و푇: 퐴 → 퐵 ر خودنگاشت يک غي

푇푥باشد. آنچه که مسلم است، معادله نقطه ثابت  = 푥 
نکه يباشد مگر ايجواب نم ين حالت لزوماً دارايدر ا

퐴 ∩ 퐵 باشد. لذا چنانچه  يناته퐴 ∩ 퐵 = ، مسئله ∅
م يب تعميتقرن نقاط يبهتر ينقطه ثابت به مسئله وجود

푝ابد. در واقع نقطه ييم ∈ 퐴  ب ين نقطه تقريک بهتريرا
 ند هرگاهيگويم 푇رخودنگاشت يغ يبرا

푑(푝, 푇푝) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵). 
  

 يب براين نقاط تقريوجود بهتر ۲۰۰۵ن بار در سال ياول
 يهاها تحت عنوان نگاشتر خودنگاشتياز غ يارده
 يبا استفاده از مفهوم هندس يرانبساطينسبتاً غ يدور

و محدب  يک زوج ناتهي يکه رو يساختار نرمال مجاور
]). ۳د([يگرد يشود، بررسيف ميباناخ تعر يک فضايدر 

ر ياز غ يگريد يهارده يبعدتر برا ين بحث وجوديا
])، ۴مال ([يپروکس يهاها مانند انقباضخودنگاشت

 يهاانقباض]) و ۵مال ([يافته پروکسيميتعم يرانبساطيغ

ک و يمتر ي]) در فضاها۱۰([ يمال چند مقداريپروکس
 يدر فضاها يخواص هندس يباناخ و با استفاده از برخ

  مدنظر مورد مطالعه قرار گرفت.
ها ر خودنگاشتياز غ يگريکلاس د ين مقاله با معرفيدر ا

 - ياز نوع سوزوک يرانبساطيغ يهاتحت عنوان نگاشت
ب را ين نقاط تقريبهتر ييو همگرا يند، مسئله وجوديبرآ

مورد  يط کافيشرا يکسريک تحت يمتر يدر فضاها
به  يت هندسيک خاصيم. در ضمن يدهيقرار م يبررس

ر ياز ز يک زوج ناتهي يکه رو ينسب ينام مرکز مجانب
 يک فضايبسته، کراندار و محدب از  يهامجموعه

 يرسخواهد شد که در بر يشود، معرفيف ميهادامارد تعر
 يهار خودنگاشتيغ يب براين نقاط تقريوجود بهتر

مورد استفاده قرار خواهد  ياز نوع سوزوک يرانبساطيغ
  گرفت.

  
  ازهاينشيپ - ۲

و خواص مهم مربوط  يم اساسيمفاه ين بخش برخيدر ا
م که در يينمايم يادآوريک را يک ژئودزيمتر يبه فضاها

  شد.ن مقاله مورد استفاده واقع خواهد يادامه ا
لبرت با توجه به خواص يه يم فضاهايدانيهمانطور که م

 ياز نرم القا شده از ضرب داخل يمناسب که ناش يهندس
در  يفراوان يکاربردها يباشد، دارايآن م يموجود رو

باشد يم يز تابعيژه در آناليوبه ياضيمختلف ر يهاشاخه
از آنجا  د).يي] مراجعه نما۶,  ۷,  ۸(به عنوان مثال به منابع [

باناخ را  ياز فضاها يلبرت رده محدوديه يکه فضاها
دانان با الهام گرفتن از خواص ياضيراً ريشوند، اخيشامل م

باناخ  يلبرت توانستند فضاهايه يموجود بر فضاها يهندس
باشند) با خواص يهم نم يضرب داخل متنوع (که لزوماً

ج ينتا يع و بهبود بخشيرا به منظور توس يمطلوب يهندس
توان به دو دسته ين اساس ميند. بر اينما ين، معرفيشيپ

توسط کلارکسون  ۱۹۳۶باناخ که در سال  يمهم از فضاها
  شد، اشاره نمود. ير معرفيبه صورت ز

  :را 푋باناخ  ي]) فضا۹([ .۱تعريف
داً يند هرگاه تابع اکيگويکنواخت محدب مي(آ) به طور 

:δ يصعود  يموجود باشد چنان که برا [0,1]→[0,2)
,푥هر 푦, 푝 ∈ 푋  و푟 ∈ [0, 2푅]و		푅 > داشته  0
  ميباش
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‖푥 −푝‖ ≤ 푅,
‖푦 −푝‖ ≤ 푅,
‖푥 −푦‖ ≥ 푟

⟹
푥 + 푦
2

−푝‖

≤ 1 − 훿
푟
푅

푅; 
  

,푥هر  يند هرگاه برايداً محدب گوي(ب) اک 푦, 푝 ∈ 푋  و
푅 > 0،  

‖푥 −푝‖ ≤ 푅,
‖푦 −푝‖ ≤ 푅,

푥 ≠ 푦
⟹

푥 + 푦
2

−푝‖ < 푅. 

 
푙لبرت ويه يفضاها 1 يها به ازا  < 푝 <  يانمونه ∞

باشند. در ضمن يکنواخت محدب ميطور به ياز فضاها
کنواخت يطور به يطور که مشهود است، هر فضاهمان

ن مطلب يباشد حال آنکه عکس ايداً محدب ميمحدب، اک
  ]).۹ست ([يلزوماً برقرا ن

 يلبرت به فضاهايه يفضاها يخواص هندس يهاعيتوس
ادامه ملاحظه  طور که درشود. همانيباناخ محدود نم
 يخواص هندس ياز برخ يجالب يهاميخواهدشد، تعم

ز مورد توجه يک نيمتر يلبرت به فضاهايه يفضاها
  از پژوهشگران واقع شده است.  ياريبس

,푋)ک يمتر يفضا 푑)  ند يگويک ميژئودز يک فضايرا
ر (راه) يک مسيله يوسز را بتوان بهيهرگاه هر دو نقطه متما

هر دو نقطه  ي، براياضيان رينمود. به بگر متصل يکديبه 
,푥ز يمتما 푦  در푋  نگاشت푐: [0, 푙] ⊆ ℝ ⟶ 푋 

푐(0)موجود باشد که  = 푥, 푐(푙) = 푦	  و
푑 푐(푡), 푐(푡 ) = |푡 − 푡 ,푡هر  يبرا ،| 푡 ∈ [0,1].  

,X)ک يمتر يفضا 푑) ک يکتا ژئودزيطور به يرا فضا
له يز آن را بتوان به وسيند هرگاه هر دو نقطه متمايگويم
,푋)هم متصل نمود. اگر کتا بهير يک مسي 푑) يک فضاي 

ر متصل ين صورت مسيک باشد، در ايکتا ژئودزيطور به
,	푥کننده هر دو نقطه مانند  푦	  را با[푥	, 푦] ش ينما  

,푥هر  يدهند. در ضمن برايم 푦	 ∈ 푋  و푡 ∈ [0	, 1] 
  م:يدهيقرار م

]푥, 푦[ ≔ [푥, 푦] − {푥, 푦}, 
푐(푡0 + (1 − 푡)푙) ≔ 푡푥⨁(1 − 푡)푦. 

  

  محدب  푋ک يکتا ژئودزيطور به ياز فضا 퐴رمجموعه يز

,푥هر  يشود هرگاه برايده مينام 푦 ∈ 퐴 م يداشته باش
[푥, 푦] ⊂ 퐴يشتر در مورد فضاهاياطلاعات ب ي. برا 

  ] مراجعه نمود.۱۱, ۱۲, ۱۳توان به منابع [يک ميژئودز
] ۱۴ک در [يژئودز يداً محدب بودن فضاهايمفهوم اک

  د.يگرد ير معرفيصورت ز به
,푋)ک يژئودز يفضا .۲تعريف  푑) داً محدب يرا اک  

푟هر يند هرگاه برايگويم > ,푎و هر  	0 푥, 푦 ∈ 푋  با
푥شرط  ≠ 푦, 푑(푥, 푎) ≤ 푟, 푑(푦, 푎) ≤ 푟,  داشته

,푑(푎م يباش 푝) < 푟  که در آن푝 ∈]푥, 푦[.   
ک يداً محدب يک اکيژئودز يم که هر فضايشويمتذکر م

 يباشد. در ضمن هر فضايک ميکتا ژئودزيطور به يفضا
 يک فضايعنوان  توان بهيداً محدب را ميباناخ اک

  داً محدب در نظر گرفت.يک اکيژئودز
푥)∆ک يمنظور از مثلث ژئودز , 푥 , 푥  يدر فضا (

,푋)ک يژئودز 푑)  عبارت است از سه عنصر
푥 , 푥 , 푥 ∈ 푋 خط عنوان رئوس مثلث و سه پاره به

푥ن نقاط يک بيژئودز 	, 푥 يبرا 푖, 푗 ∈ به  {1,2,3}
푥)∆ن مثلث يعنوان اضلاع مثلث. همچن , 푥 , 푥 ) ≔

∆(푥̅ , 푥̅ , 푥̅ ک مثلث ي ℝ يدسياقل يدر فصا (
شود هرگاه يده مينام ∆ک يمثلث ژئودز يهمسنج برا

,푖 يبرا 푗	 ∈  م: يداشته باش {1,2,3}
푑ℝ 푥 , 푥 = 푑(푥 , 푥 ). 

,푋)ک يژئودز يفضا 푑)  يک فضايرا CAT(0)   
푥)∆ک يمثلث ژئودز يند هرگاه برايگويم , 푥 , 푥 با  (

  ر برقرار باشد:يز ينابرابر ∆سنج مثلث هم
푑(푥, 푦) ≤ 푑ℝ (푥̅, 푦), ∀푥, 푦 ∈ ∆, ∀푥̅, 푦 ∈ ∆. 

,푋)ک يژئودز يفضا .۳تعريف 푑)  يک فضايرا 
 CAT(0)کامل و  يک فضاي 푋ند هرگاه يگويهادامارد م

  باشد.
ن مقاله يا يج اصليان دو لم مهم که در نتايدر ادامه به ب

  م.يپردازيمورد استفاده قرار خواهند گرفت، م
,푋)د ي]) فرض کن۱۲. ([۱لم  푑) يک فضاي CAT(0) 

  صورت نيباشد. درا
푑(푡푥⨁(1 − 푡)푦, 푡푢⨁(1 − 푡)푣) 
≤ 푡푑(푥, 푢) + (1 − 푡)푑(푦, 휐), 

  
푡هر  يبرا ∈ ,푥	و		[0,1] 푦, 푢, 휐 ∈ 푋.  
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,푋)ک يژئودز ي]) فضا۱۲. ([۲لم 푑) يک فضاي 
CAT(0) ر موسوم به ياست اگر و تنها اگر رابطه ز

  برقرار باشد: CN ينامساو
,푝هر  يبرا 푞, 푟	 ∈ 푋	  و هر푚 ∈ 푋  با  

푑(푞,푚) = 푑(푟,푚) =
1
2
푑(푞, 푟) 

 ميداشته باش
 푑(푝, 푞) + 푑(푝, 푟) ≥ 2푑(푚, 푝) +
푑(푞, 푟)  

,푋)ک يژئودز ي]) فضا۱۲([ .۴تعريف  푑) يانعکاس 
 يهار مجموعهياز ز ير نزوليشود هرگاه هر زنجيده مينام

اشتراک  يدارا 푋، بسته، کراندار و محدب در يناته
  باشد. يرتهيغ

 يک فضايعنوان  توان بهيرا م يباناخ انعکاس يهر فضا
ان ذکر ين شايدر نظر گرفت. همچن يک انعکاسيژئودز

   يانعکاس يک فضايز يهادامارد ن ياست که هر فضا
  ]). ۱۲باشد ([يم
  م.يبريان ميمتداول به پا ين بخش را با چند نمادگذاريا

,퐴)د يفرض کن 퐵) يهار مجموعهياز ز يک زوج ناتهي 
,푋)ک يمتر يفضا 푑) م:يدهيباشد. قرار م  

푑∗(푥, 푦) ≔
푑(푥, 푦) − 푑푖푠푡(퐴, 퐵), ∀(푥, 푦) ∈ 퐴 × 퐵, 
퐴 ≔ {푥 ∈ 퐴 ∶ 푑(푥, 푦′) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵)	;  
푦′ ∈ 퐵}. 
퐵 ≔ {푦 ∈ 퐵 ∶ 푑(푥′, 푦) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵)	;  
푥′ ∈ 퐴}. 

  

퐴)لازم به ذکر است که  , 퐵 باشد، اما ينم يلزوماً ناته (
,퐴)در حالت خاص اگر  퐵) بسته و يک زوج ناتهي ،

퐴)باشد، آنگاه  푋هادامارد  يمحدب در فضا , 퐵 ز ين (
  ]).۱۶، بسته و محدب خواهد بود ([يناته

,퐴) يم که زوج ناتهيکنيم يآورادين يهمچن 퐵)  در
,푋)ک يمتر يفضا 푑)	 ند يگويمال ميرا شارپ پروکس

푥هر  ي]) هرگاه برا۱۷([ ∈ 퐴  يکتايعنصر 푦 ∈ 퐵 
,푑(푥موجود باشد چنانچه  푦) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵)		 در .

푥ن صورت عنصر يا ∈ 퐴 مال يرا نقطه پروکس푦 ∈ 퐵  و
푦ب ين ترتيبه هم ∈ 퐵 مال يرا نقطه پروکس푥 ∈ 퐴 

,퐴)ند. به طور مثال اگر يگو 퐵) ک زوج محدب و ي
باشد، آنگاه  푋داً محدب يک اکيژئودز يفشرده در فضا

(퐴, 퐵) مال خواهد بود.يک زوج شارپ پروکسي  

 يرمجموعه ناتهيز يک روير مترين مقاله عملگر تصويدر ا
퐶 ک يمتر ياز فضا(푋, 푑) باP :푋 → نشان داده  2
  شود که يم

푃 (푥) ≔ {푦 ∈ 퐶 ∶ 	푑(푥, 푦)
= 푑푖푠푡({푥}, 퐶)}, 

باشد. يم 퐶 يهارمجموعهيمعرف خانواده تمام ز 2و 
، بسته يرمجموعه ناتهيک زي 퐶لازم به ذکر است که اگر 

 푃ر يباشد، آنگاه عملگر تصو 푋هادامارد  يو محدب ازفضا
  ]).۱۱خواهد بود ([ يمقدارتک

  
 يهانگاشت يب براينقاط تقرن يبهتر - ۳
  نديو برآ ياز نوع سوزوک يرانبساطيغ
   يادآورين مقاله يا يش از پرداختن به بحث اصليپ
:푇م که نگاشت يکنيم 퐴 → 퐵 ده ينام يرانبساطيغ  
  شود هرگاهيم

푑(푇푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푦), ∀푥, 푦 ∈ 퐴, 
 ياز فضا يناته ييهارمجموعهيز 퐵و  퐴که در آن 

,푋)ک يمتر 푑) باشند.يم  
,퐴)د يفرض کن .۵تعريف  퐵) از  يک زوج ناتهي

,푋)ک يمتر يفضا يهارمجموعهيز 푑) ر يباشد. غ
:푇خودنگاشت  퐴 → 퐵 و  ياز نوع سوزوک يرانبساطيرا غ

βند هرگاه يگويند ميبرآ ∈ موجود باشد  (∞,0]
  که  چنان

푑∗(푥, 푇푥) ≤ 푑(푥, 푦) ⟹ 		푑(푇푥, 푇푦) ≤

푑(푥, 푦) + 훽푑∗(푇푥, 푦), 
,푥هر  يبرا 푦 ∈ 퐴.  

훽ف فوق ياگر در تعر = ر يدر نظر گرفته شود، آنگاه غ 	0
 يافته به مفهوم سوزوکيم يتعم يرانبساطيغ 푇خودنگاشت 

  شده است. خاطرنشان  ي] معرف۱۸خواهد بود که در [
퐴چه  شود که چنانيم = 퐵  در نظر گرفته شود، مدل

که توسط  يانقباض يهااز خودنگاشت ينوع يافتهيميتعم
د، حاصل يگرد ي] معرف۱۹در منبع [ ۲۰۰۴ند در سال يبرآ
  شود.يم

,퐴)د ي. فرض کن۳لم 퐵) و شارپ  يک زوج ناتهي
,푋)ک يمتر يمال در فضايپروکس 푑)  و푇: 퐴 → 퐵 

ند باشد يو برآ ياز نوع سوزوک يرانبساطيک نگاشت غي
푇(퐴که  يطور به ) ⊂ 퐵هر  ين صورت براي. در ا

푥, 푦 ∈ 퐴 푢 اگر 	 ∈ 퐴   باشد،  푇푥مال ينقطه پروکس  
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 ايآنگاه 
 푑∗(푥, 푇푥) ≤ 푑(푥, 푦),  

  ا ي و 
1

2 + 훽
푑∗(푢, 푇푢) ≤ 푑(푢, 푦), 

  ا يصورت  نيکه درا
푑(푇푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푦) + 훽푑∗(푇푥, 푦), 

  ا يو  
푑(푇푢, 푇푦) ≤ 푑(푢, 푦) + 훽푑∗(푇푢, 푦), 

  
,푥د ياثبات. فرض کن 푦	 ∈ 퐴 باشند.  يعناصر دلخواه

,퐴)چون  퐵) مال بوده و يک زوج شارپ پروکسي
푇(퐴 ) ⊂ 퐵  يکتايپس عضو 푢 ∈ 퐴  موجود است

,푑(푢که  푇푥) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) اگر .푢 = 푥  ،باشد
,푑(푥آنگاه  푇푥) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵)	 جه حاصل يو نت  

푥د يشود. پس فرض کنيم ≠ 푢اگر .  

	
1

2 + 훽
푑∗(푥, 푇푥) > 푑(푥, 푦) 

,푑∗(푢و  푇푢) > 푑(푢, 푦) آنگاه ،  
푑(푥, 푇푥) ≤ 푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푇푥)

= 푑(푥, 푢) + 푑푖푠푡	(퐴, 퐵), 
  پس 

1
2 + 훽

푑∗(푥, 푇푥) < 푑∗(푥, 푇푥), ≤ 푑(푥, 푢). 

ند يو برآ يبه مفهوم سوزوک يرانبساطيغ 푇از آنجا که  
 باشد، يم

푑(푇푥, 푇푢) ≤ 푑(푥, 푢) + 훽푑∗(푇푥, 푢) 
= 푑(푥, 푢). 

 پس
푑(푥, 푢) ≤ 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푢) 

<
1

2 + 훽
[푑∗(푥, 푇푥) + 푑∗(푢, 푇푢)] 

≤
1

2 + 훽
[푑(푥, 푢) + 푑∗(푢, 푇푥)

+ 푑(푇푥, 푇푢)] 

≤
1

2 + 훽
[푑(푥, 푢) + 푑(푥, 푢) 

=
2

2 + 훽
푑(푥, 푢) ≤ 푑(푥, 푢)	. 

 
کند.ين اثبات را کامل ميباشد و ايک تناقض ميکه   

,퐴)د ي. فرض کن۴لم 퐵) و شارپ  يک زوج ناتهي
,푋)ک يمتر يمال در فضايپروکس 푑)  و푇: 퐴 → 퐵 

 ند باشد بهيو برآ ياز نوع سوزوک يرانبساطيک نگاشت غي
푇(퐴که   يطور ) ⊂ 퐵هر  ين صورت براي. در ا

푥, 푦 ∈ 퐴 م داشتيخواه  
푑∗(푥, 푇푦) ≤ (3 + 2훽)푑(푥, 푢) +
(1 + 훽)푑(푥, 푦), 

푢که در آن  ∈ A   .باشدمي푇푥 مال ينقطه پروکس 	
 ا  ي ۳اثبات. بنا به لم 

푑(푇푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푦) + 훽푑∗(푇푥, 푦) 
  ايو 

푑(푇푢, 푇푦) ≤ 푑(푢, 푦) + 훽푑∗(푇푢, 푦). 
  ديفرض کن

푑(푇푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푦) + 훽푑∗(푇푥, 푦). 
  آنگاه

푑(푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푇푥) + 푑(푇푥, 푇푦) 
≤ 푑(푥, 푇푥) + 푑(푥, 푦) + 훽푑∗(푇푥, 푦) 
≤ 푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푇푥) + 푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푦)

+ 훽푑∗(푇푥, 푢) + 훽푑(푢, 푦) 
≤ 2푑(푥, 푢) + 푑푖푠푡(퐴, 퐵)

+ (1 + 훽)푑(푢, 푦) 
≤ 2푑(푥, 푢) + 푑푖푠푡(퐴, 퐵)

+ (1 + 훽)[푑(푢, 푥)
+ 푑(푥, 푦)] 

= (3 + 훽)푑(푥, 푢) + (1 + 훽)푑(푥, 푦)
+ 푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

  نيبنابرا
푑∗(푥, 푇푦) ≤ (3 + 2훽)푑(푥, 푢) +
(1 + 훽)푑(푥, 푦). 

  ديحال فرض کن
푑(푇푢, 푇푦) ≤ 푑(푢, 푦) + 훽푑∗(푇푢, 푦). 

 د که چون يتوجه کن
(2 + 훽)푑∗(푥, 푇푥) ≤ (2 + 훽)[푑(푥, 푢) +
푑∗(푢, 푇푥)] < 푑(푥, 푢), 

  پس
푑(푇푥, 푇푢) ≤ 푑(푥, 푢) + 훽푑∗(푇푥, 푢) 
= 푑(푥, 푢). 

 لذا 
푑(푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푇푥) + 푑(푇푥, 푇푢) +
푑(푇푢, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푇푥) +
푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푦) + 훽푑∗(푇푢, 푦) ≤
푑(푥, 푢) + 푑(푢, 푇푥) + 푑(푥, 푢) + 푑(푥, 푢) +
푑(푥, 푦) + 훽푑(푇푢, 푇푥) + 훽푑∗(푇푥, 푢) +
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훽푑(푢, 푦) ≤ (3 + 2훽)푑(푥, 푢) +
(1 + 훽)푑(푥, 푦) + 푑푖푠푡(퐴, 퐵), 

  
  دهدين نشان ميکه ا

푑∗(푥, 푇푦) ≤ (3 + 2훽)푑(푥, 푢) +
(1 + 훽)푑(푥, 푦), 

  و حکم کامل است.
از  يک زوج ناتهي يرو يت هندسيک خاصيدر ادامه 

  م.يينمايان ميک را بيمتر يک فضاي يهارمجموعهيز
,퐴) يم که زوج ناتهييگوي]) م۲۰([ .۶تعريف 퐵)  در

,푋)ک يمتر يفضا 푑) ت يخاص يداراUC باشد هرگاه يم
{푥 }, {푧 푦}و   퐴در ييهادنباله {  퐵در  يادنباله {
  که  يباشد به طور

lim
→

푑(푥 , 푦 ) = lim
→

푑 (푧 , 푦 ) 
= 푑푖푠푡(퐴, 퐵), 

푑(푥آنگاه  , 푧 ) → 0.  
,퐴)به عنوان مثال اگر  퐵) و بسته از  يک زوج ناتهي

 퐴که  باشد چنان 푋کنواخت محدب يباناخ به طور  يفضا
,퐴)محدب باشد، آنگاه  퐵) ت يخاص يداراUC  خواهد بود

  ]).۲۱از [  ۳. ۸(لم 
,퐴)د يفرض کن .۷تعريف  퐵) از  يک زوج ناتهي

,푋)ک يمتر يفضا يهارمجموعهيز 푑) و	푇: 퐴 → 퐵 
푥}ر خودنگاشت باشد. دنباله يک غي ک يرا  퐴در {

  م هرگاه ييگويم 푇نگاشت  يبيدنباله تقر
푑(푥(آ)  , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) هر  يبرا푛.  

푙푖푚(ب)  → 푑(푥 , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵)  
  

ن بخش را يا يجه وجودين نتيم تا اولياکنون آماده هست
  م.ييان نمايب

,퐴)د ي. فرض کن۲ه يقض 퐵) و شارپ  يک زوج ناتهي
,푋)ک يمتر يمال در فضايپروکس 푑) که باشد چنان

(퐵, 퐴) ت يخاص يداراUC د ياست. فرض کن
푇: 퐴 → 퐵 و  ياز نوع سوزوک يرانبساطينگاشت غک ي

푇(퐴که  يطورند باشد بهيبرآ ) ⊂ 퐵 نکه يو ا 푇داراي 
فشرده باشد، آنگاه  퐴باشد. اگر  퐴در  يبيک دنباله تقري
푇 ب خواهد بود.ين نقطه تقريک بهتري يدارا  

푥}اثبات. دنباله   يبيک دنباله تقريرا به عنوان  퐴در  {
  د. پسيريدر نظر بگ 푇 يبرا

푑(푥 , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵), 
푑(푥 , 푇푥 ) → 푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

  
,퐵)از آنجا که  퐴) ت يخاص يداراUC جه يباشد نتيم

푑(푥شود که يم , 푥 ) → 0.  
푥}ردنباله يفشرده است، ز 퐴چون  موجود است که  {

푝مانند  يبه عنصر ∈ 퐴  ۴همگرا باشد. اکنون بنا بر لم 
  م داشتيخواه

푑∗ 푥 , 푇푝 ≤ (3 + 2훽)푑 푥 , 푥 +
(1 + 훽)푑 푥 , 푝 . 

  
푘ر ياگر در رابطه اخ → شود که يجه مينت ∞

푑(푝, 푇푝) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) ن معنا که يبه ا푝 ک ي
  خواهد بود. 푇ب ين نقطه تقريبهتر

  ند.يآيبدست م ۲ه ياز قض ماًير مستقيز يج وجودينتا
,퐴)د ي. فرض کن۱جهينت 퐵) بسته، يک زوج ناتهي ،

کنواخت محدب يطور باناخ به يکراندار و محدب در فضا
푋  و푇: 퐴 → 퐵 از نوع  يرانبساطيک نگاشت غي

푇(퐴که  يطورباشد به يسوزوک ) ⊂ 퐵 نکه يو ا푇 
فشرده  퐴باشد. اگر  퐴در  يبيک دنباله تقري يدارا

  ب خواهد بود.ين نقطه تقريک بهتري يدارا 푇باشد، آنگاه 
,퐴)د ي. فرض کن۲جه ينت 퐵) بسته، يک زوج ناتهي ،

کنواخت محدب يطور باناخ به يکراندار و محدب در فضا
푋  و푇: 퐴 → 퐵 باشد  يرانبساطيک نگاشت غي
푇(퐴که يطور به ) ⊂ 퐵 اگر .퐴  فشرده باشد، آنگاه
푇 ب خواهد بود.ين نقطه تقريک بهتري يدارا  

از  ۲. ۳ه يتوجه به قضم که با يست توجه کنياثبات. کاف
 يبيک دنباله تقري يدارا 푇 يرانبساطي] نگاشت غ۱مقاله [

  باشد.يم
 ۲ه يدر قض 퐴د فشرده بودن يطور که ملاحظه گردهمان

م يخواهيکند. در ادامه ميفا ميدر اثبات آن ا ينقش مهم
وجود  يبه بررس يگريد يط کافيبا در نظر گرفتن شرا

 يرانبساطيغ يهار خودنگاشتيغ يب براين نقاط تقريبهتر
ن يا يم. برايهادامارد بپرداز يدر فضاها ياز نوع سوزوک

  م.يينمايان مير را بيمهم ز يهامنظور لم
، بسته، يرمجموعه ناتهيک زي 퐴د ي]) فرض کن۲۲. ([۵لم 

 يهاباشد. دنباله 푋هادامارد  يکراندار و محدب از فضا
{푧 }, {휔 휆و  푋در  { ∈ چنان در نظر را  (0,1)
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푛هر  يد که برايريبگ ∈ ℕ م يداشته باش푧 =
휆휔 ⨁(1 − 휆)푧  و푑(휔 ,휔 ) ≤

푑(푧 , 푧   . آنگاه (
limsup푑(휔 , 푧 ) = 0. 

  
,퐴)د ي]) فرض کن۲۳. ([۶لم  퐵) بسته و يک زوج ناتهي ،

کراندار است.  퐵باشد چنانچه  푋هادامارد  يمحدب از فضا
푥اگر  , 푥 ∈ 퐴  و푦 , 푦 ∈ 퐵 يموجود باشند به طور 
 که

 d(푥 , 푦 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵),				푖 ∈ {1,2}. 
  آنگاه

푑(푥 , 푥 ) = 푑(푦 , 푦 ). 
  

,퐴)د ي. فرض کن۱گزاره  퐵) بسته و يک زوج ناتهي ،
کراندار و  퐵باشد چنانچه  푋هادامارد  يمحدب در فضا
푇: 퐴 → 퐵 ياز نوع سوزوک يرانبساطيک نگاشت غي 

푇(퐴که  يطور باشد به ) ⊂ 퐵ن صورت ي. در ا푇 يدارا 
  خواهد بود. 퐴در  يبيک دنباله تقري

푥اثبات. عنصر  ∈ 퐴 د. با توجه به يريرا در نظر بگ
푇(퐴نکه يا ) ⊂ 퐵 عضو ،푥 ∈ 퐴 توان چنان يرا م

푑(푥انتخاب نمود که  , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) قرار .
  ديده

푥 ≔
1
2
푥 ⨁

1
2
푥 . 

  
푥باشد، يمحدب م 퐴از آنجا که  ∈ 퐴 مجدداً با .

푇(퐴	نکه يتوجه به ا ) ⊂ 퐵 پس عنصر푥 ∈ 퐴 
푑(푥موجود است چنان که  , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) .

  ديف کنيتعر

푥 ≔
1
2
푥 ⨁

1
2
푥 ∈ 퐴 . 

  
푥}توان دنباله ين روند و با استقرار ميبا ادامه هم در  {

퐴 را چنان در نظر گرفت که  
푑(푥 , 푇푥 ) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) =
푑(푥 , 푇푥 ).                                        )۱(  
푥 = 푥 ⨁ 푥 , ∀푛 ∈ ℕ ∪ {0}.   )۲(  

  
  م داشتيخواه ۶اکنون بنابر لم 

푑(푥 , 푥2푛 ) 
= 푑(푇푥 , 푇푥 ), ∀푛 ∈ ℕ ∪ {0}. )۳(        

  
  شود کهيجه مي) نت۲از رابطه (

푑(푥 , 푥 ) = 푑( 푥 ⨁ 푥 , 푥 ) =

푑(푥 , 푥 ).                                          )۴(  
  

  و لذا
푑(푥 , 푇푥 ) ≤ [푑(푥 , 푥 ) +
푑(푥 , 푇푥 )] = 푑(푥 , 푥 ) +
푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

  پس
	 푑∗(푥 , 푇푥 ) ≤ 푑(푥 , 푥 ). )۵ (      
 

 يبه مفهوم سوزوک يرانبساطيک نگاشت غي 푇از آنجا که 
 باشد،يم

푑(푇푥 , 푇푥 ) ≤ 푑(푥 , 푥 ) )۶(      
 

  م داشتي) خواه۳اکنون از رابطه (
푑(푥 , 푥 ) ≤ 푑(푥 , 푥 ). 

  
  جهيدر نت

푥 = (1 − 휆)푥 ⨁휆	푥
푑(푥 , 푥 ) ≤ 푑(푥 , 푥 ) 

  
  ، ۶ن با استفاده از لم يبنابرا

 푑(푥 , 푥 ) →   ) بدست ۵) و (۴. از روابط (0
  م:يآوريم

푑∗(푥 ,푇푥 ) →   طور معادل ا بهيو  0
푑(푥 , 푇푥 ) → 푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

  
푥}لذا دنباله  ک دنباله يکه به صورت فوق ساخته شد،  {

  خواهد بود.  푇نگاشت  يبرا يبيتقر
,퐴)د ي. فرض کن۲گزاره  퐵) بسته و يک زوج ناتهي ،

کراندار  퐵باشد چنانچه  푋هادامارد  يمحدب در فضا
푃:퐵است. نگاشت  → 퐴  را با ضابطه푃푦 ≔

푃 (푦) د.يريدر نظر بگ  
  ر برقرارند.يز يهان صورت گزارهيدر ا
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   푃ب نگاشت ين نقطه تقريک بهتري 퐵(آ) هر نقطه 
  باشد.يم

  است. يزومتريک اي 푃(ب) 
  پوشاست. 푃(ج) 
  باشد.ين ميآف 푃(د) 

퐴)] زوج ۱۶از [ ۳. ۱اثبات. (آ) بنا بر گزاره  , 퐵 ، يناته (
푦 .د يباشد. فرض کنيبسته و محدب م ∈ 퐵  آنگاه بنابر

푑ک، ير متريف عملگر تصويتعر 푦, 푃 (푦) =
푑푖푠푡(푦, 퐵 푥 يکتايعنصر  ي. از طرف( ∈ 퐴  موجود

  که ياست به طور
푑(푥, 푦) = 푑푖푠푡	(퐴, 퐵). 

  پس
푑푖푠푡(퐴, 퐵) ≤ 푑 푥, 푃 (푦) = 푑푖푠푡	(푦, 퐵 )

≤ 푑(푥, 푦) = 푑푖푠푡	(퐴, 퐵), 
  

,푑(푦و لذا  푃푦) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) هر  يبرا푦 ∈ 퐵 .  
푦د ي(ب) فرض کن 	,푦 ∈ 퐵 (آ) بنابر قسمت . 

푑(푦 ,푃푦 ) = 푑(푦 , 푃푦 ) = 푑푖푠푡	(퐴, 퐵). 
  

d(푃푦، ۶با استفاده از لم  ,푃푦 ) = 푑(푦 , 푦 ).  
푢دي(ج) فرض کن ∈ A آنگاه .휐 ∈ 퐵  موجود است

,푑(푢که  چنان 휐) = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) مجدداً با استفاده از .
푑(푣,푃푣)م داشت يقسمت (آ) خواه = 푑푖푠푡(퐴, 퐵) 

푢ولذا  = 푃휐جه ي. در نت푃(퐵 ) = 퐴.  
푦(د) عناصر  , 푦 ∈ 퐵 د. با توجه به يريرا در نظر بگ

باشد و با استفاده از يم CAT(0) يک فضاي 푋نکه يا
 ، ۱لم

푑푖푠푡(퐴, 퐵) ≤
푑(휆휐 ⨁(1 − 휆)휐 , 휆푃휐 ⨁(1 − 휆)푃휐 ) ≤
휆푑(휐 , 푃휐 ) + (1 − 휆)푑(휐 , 푃휐 ) =
푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

  جهيدر نت
푃(휆휐 ⨁(1 − 휆)휐 ) = 휆푃휐 ⨁(1 − 휆)푃휐  

  
  باشد.ين ميآف pن معنا که يبه ا

هادامارد  يرا در فضاها ينسب يمفهوم مرکز مجانبدر ادامه 
 ۲ه يمشابه قض ياجهيکرده و با استفاده از آن نت يمعرف

تحت  يبه مفهوم سوزوک يرانبساطيغ يهانگاشت يبرا
  م.يينمايان ميب يگريد يط کافيشرا

,퐴)د يفرض کن. ۸تعريف  퐵) بسته، يک زوج ناتهي ،
هر  يباشد. برا 푋هادامارد  يکراندار و محدب در فضا

푥}دنباله    م:يدهيقرار م 퐴در  {
δ ({푥 }) = lim

→
sup푑( 푥 , 푃푦), ∀	푦 ∈ 퐵 , 

δ ({푥 }) = inf{ δ ({푥 }): 푦 ∈ 퐵 },	 
C ({푥 }) = {푦 ∈ 퐵 ∶ 	δ ({푥 }) =
δ ({푥 })}. 

  
Cصورت نيدر ا ({푥 دنباله  ينسب يرا مرکز مجانب ({

{푥   نامند.يم 퐵نسبت به  퐴در  {
퐴اگر در حالت خاص  = 퐵 باشد، آنگاه  푃ينگاشت همان 

Cبوده و  퐴بر  ({푥 푥}دنباله  يرا مرکز مجان ({ در  {
퐴 نامند.يم  

,퐴)د ي. فرض کن۳گزاره 퐵) بسته، يک زوج ناتهي ،
صورت  نيباشد. درا 푋هادامارد  يکراندار و محدب در فضا

 قاًيدق 퐵نسبت به  퐴هر دنباله در  ينسب يمرکز مجانب
  ک عضو خواهد بود.يشامل 

푟د ياثبات. قرار ده ≔ δ ({푥 휀د يفرض کن ({ > 0 
푦ن صورت يداده شده باشد. در ا ∈ 퐵  موجود است که  

lim → sup푑( 푥 , 푃푦 ) < 푟 + 휀, 
  

푑(푥که  يموجود است به قسم 푁휖ℕو لذا  , 푃푦 ) <
푟 + 휖 هر  يبرا푛 ≥ 푁دي. قرار ده  

퐶 = 퐵(푥 ; 푟 + 휀) ∩ 퐴 ). 

  
푃푦به وضوح  휖퐶 ≠ محدب بوده و  퐶ن ي. همچن∅
باشد. از يز محدب مين 퐶]، ۱۲از منبع [ ۱. ۴بنابر گزاره 

  باشد،يم يانعکاس 푋آنجا که 
퐶 ≔ 퐶 ≠ ∅. 

  
푢حال اگر  ∈ 퐶 آنگاه ،푣 ∈ 퐵 يعيو عدد طب 푘	 

푢موجوداند چنان که  = 푃푣 و 푃푣 ∈ 퐵(푥 ; 푟 + 휀) 
푛هر  يبرا ≥ 푘پس .  

 lim → sup푑(푥 , 푃푣) < 푟 + 휀, 
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휀هر  يبرا >   و لذا 0
푃푣 ∈ 퐶 ({푥 }) ≠ ∅. 

퐶م که يدهيدر ادامه نشان م ({푥  يتک عضو ({
  ديباشد. فرض کنيم
 υ , υ ∈ C 	({푥   د.يقرار ده ({

푚 ≔
1
2
푃υ ⨁

1
2
푃υ = 푃(

1
2

υ ⨁
1
2

υ ) 
  
푚صورت   نيا در ∈ A نکه يو ا  

푟 ≤ lim
→

sup푑( 푥 ,푚)	, 

lim → sup푑( 푥 , 푃υ ) = 푟 =
lim → sup푑( 푥 , 푃υ ). 

  
م يخواه CAT(0) يدر فضاها CN يبا توجه به نابرابر

  داشت
푟 ≤ lim → sup푑( 푥 ,푚) ≤

→ ( , υ ) → ( , υ ) −

푑(푃υ , 푃υ ) = 푟 − 푑(푃υ , 푃υ ) . 
  

푃υپس  = 푃υ  که چونP است  يزومتريک اي
υست يباي) پس م۲(گزاره  = υ  و لذا퐶 ({푥 }) 

  خواهد بود. يتک مقدار
، بسته، کراندار و يرمجموعه ناتهيک زي 퐴. اگر ۳جه ينت

هر  يباشد، آنگاه مرکز مجانب 푋هادامارد  يمحدب در فضا
  ک نقطه خواهد بود.يشامل  قاًيدق 퐴دنباله در 
,퐴) ي]) زوج ناته۲۴([ .۹تعريف  퐵) ک يمتر يدر فضا
(푋, 푑) هر دنباله  يند هرگاه برايگويم يبيرا فشرده تقر

})yn{, }xn در ({퐴 × 퐵 چه  چنان푑(푥 , 푦 ) →
푑푖푠푡(퐴, 퐵)ردنباله يک زي ي، آنگاه دنباله مذکور دارا

퐴همگرا در  × 퐵 .باشد  
  باشد.يلزوماً فشرده نم يبيک زوج فشرده تقريوضوح  به

 يهار خودنگاشتيغ ير برايز يه وجوديان قضياکنون به ب
 يبرا ينسب يبا استفاده از مفهوم مرکز مجانب يرانبساطيغ

  م پرداخت.يخواه يبيتقر يهادنباله
,퐴)د ي. فرض کن۳هيقض 퐵) بسته، يک زوج ناتهي ،

:푇و  푋هادامارد  يکراندار و محدب در فضا 퐴 → 퐵 ک ي
푇(퐴که  يطورباشد به يرانبساطينگاشت غ ) ⊂ 퐵 .

نسبت به  퐴در  يبيهر دنباله تقر ينسب يآنگاه مرکز جانب

퐵 نگاشت  يب براين نقطه تقريک بهتري푇  .خواهد بود
,퐴)در ضمن اگر زوج  퐵) باشد آنگاه هر  يبيفشرده تقر

ن نقطه يردنباله همگرا به بهتريک زي يدارا يبيدنباله تقر
  خواهد بود. 푇ب نگاشت يتقر

푧} دياثبات. فرض کن نگاشت  يبرا يبيک دنباله تقري {
푇 ن دنباله موجود يا ۱م که بنا بر گزاره يباشد. توجه دار

  بوده و 
푑(푧 , 푇푧 ) → 푑푖푠푡(퐴, 퐵),				 
	푑(푧 , 푧 ) → 0. 

  
퐶، ۳با استفاده از گزاره ({푧 باشد. يم يتک عضو ({

퐶د يفرض کن ({푧 }) = {υ} آنگاه .푑∗ υ, Pυ =
0 ≤ 푑 푧 , Pυ .نکه يتوجه به ابا푑(푧 , 푇푧 ) =

푑푖푠푡	(퐴, 퐵)  نقطه ،푧 مال يک نقطه پروکسي푇푧 
و  푃بودن  يزومتريخواهد بود. اکنون با توجه به ا

  م داشتيخواه 푇بودن نگاشت  يرانبساطيغ
푑(푧 , 푃푇푃υ) = d 푃푇푧 , PTPυ =
푑(Tz , 푇푃υ) ≤ 푑(푧 , Pυ)	. 

  جه يدر نت
lim → sup푑(푧 , PTPυ) ≤
lim → sup[푑(푧 , 푧 ) +
푑(푧 , PTPυ)] ≤ lim → sup푑(푧 , Pυ). 

  
  مي. اکنون دارυ	υ=	TPست يبايپس م

푑 TPυ, Pυ = 푑 υ, Pυ = dist(A,B), 
  

  خواهد بود. 푇ب نگاشت ين نقطه تقريبهتر 푃υو لذا 
، بسته، يرمجموعه ناتهيک زي 퐴د يفرض کن .۴جهينت

باشد. اگر  푋هادامارد  يکراندار و محدب در فضا
푇: 퐴 → 퐴 باشد، آنگاه  يرانبساطيک خود نگاشت غي
ک نقطه ي(نقطه ثابت)،  يبيهر دنباله تقر يمرکز مجانب

  خواهد بود. 푇ثابت نگاشت 
ن ييمنظور تعبه ۳ه يم که در قضيشوي. متذکر م۱مسئله 

، نگاشت مورد ينسب يب در مراکز مجانبين نقاط تقريبهتر
ن سوال مطرح يدر نظر گرفته شد. حال ا يرانبساطيبحث غ

به  يرانبساطيغ ۳ه يدر قض 푇شود که اگر نگاشت يم
  شود؟يجه مشابه حاصل ميا نتيباشد، آ يمفهوم سوزوک

ن نقاط يبهتر يان ذکر است که بحث وجودي.  شا۱تذکر
به مفهوم  يرانبساطيغ يهار خودنگاشتيغ يب برايتقر
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 يه نقطه ثابت متناظر به نحويضتوان از قيرا م يسوزوک
 ۳ه يجه گرفت. آنچه که در قضيکه اشاره خواهد شد نت

 يهادنباله يين است که با شناسايباشد ايت ميحائز اهم
توان يم 푇 يرانبساطير خودنگاشت غيغ يبرا يبيتقر

  ن نمود. يب را معين نقاط تقريبهتر
,퐴)د ي. فرض کن۴ه يقض 퐵) بسته، ناتهيک زوج ي ،

:푇و  푋هادامارد  يکراندار و محدب در فضا 퐴 → 퐵 ک ي
که  يباشد به طور يبه مفهوم سوزوک يرانبساطينگاشت غ

푇(퐴 ) ⊂ 퐵ن صورت ي. در ا푇 ک يحداقل  يدارا
  ب خواهد بود.ين نقطه تقريبهتر

퐴) تر اشاره شد شيطور که پاثبات. همان , 퐵 ، يناته (
باشد. حال نگاشت يبسته، کراندار و محدب م

푃푇:퐴 → 퐴 د يد. فرض کنيريرا در نظر بگ
푥, 푦 ∈ 퐴 که  چنان  

1
2
푑(푥, 푃푇푥) ≤ 푑(푥, 푦). 

  ميقسمت (آ) دار ۲بنابر گزاره 
푑(푥, 푇푥) ≤ 푑(푥, 푃푇푥) + 푑(푃푇푥, 푇푥) =
푑(푥, 푃푇푥) + 푑푖푠푡(퐴, 퐵). 

 و لذا
1
2
푑∗(푥, 푇푥) ≤ 푑(푥, 푃푇푥) ≤ 푑(푥, 푦). 

  
 푃بوده و  يبه مفهوم سوزوک يرانبساطيغ 푇از آنجا که 

  باشد،يم يزومتريک اي
푑(푃푇푥, 푃푇푦) = 푑(푇푥, 푇푦) ≤ 푑(푥, 푦). 

  
푃푇:퐴جه خودنگاشت يدر نت → 퐴 رمجموعه يبر ز

 푋هادامارد  ياز فضا 퐴، بسته، کراندار و محدب يناته
 خواهد بود. اکنون با يبه مفهوم سوزوک يرانبساطيغ

 يدارا 푃푇] نگاشت ۲۵از مرجع [ ۴. ۱ هياستفاده از قض
∗푥ک نقطه ثابت مانند ي ∈ 퐴 خواهد بود و لذا  

푑(푥∗, 푇푥∗) = 푑(푃푇푥∗, 푇푥∗)
= 푑푖푠푡	(퐴, 퐵), 

 يب براين نقطه تقريک بهتري ∗푥که  ين معنيبه ا
  باشد.يم 푇نگاشت 

  
  يکاربرد يهامثال - ۴

منظور ن مقاله به ارائه چند مثال به ياز ا يانيدر بخش پا
  م.يپردازيج حاصله مينتا يبررس

  شود.يارائه م ۲ه ين قضييتب يبرا يدر ابتدا مثال
푋. ۱مثال = ℝ د و يريدر نظر بگ يرا با متر معمول

  ديفرض کن

퐴 = (푥, 0) 	 ∶ 	0 ≤ 푥 ≤
1
100

∪ {(1,2)} 

퐵 = (푥, 1) 	 ∶ 	0 ≤ 푥 ≤
1
100

∪ {(1,1)} 
  

,푑푖푠푡(퐴به وضوح  퐵) = ,퐴)نکه يو ا 1 퐵) ک زوج ي
 UCت يخاص يمال بوده که دارايپروکسفشرده و شارپ 

:푇باشد. حال نگاشت يم 퐴 → 퐵  را با ضابطه  

푇풙 =
(1,1)			; 		풙 = (0,0)
1
100

, 1 		 ; 		풙 ≠ (0,0)
 

  
ک نگاشت ي 푇م که يدهيد. نشان ميدر نظر بگر

훽ند با يو برآ ياز نوع سوزوک يرانبساطيغ = باشد. يم 2
  م:يريگيرا را در نظر مين منظور حالات زيا يبرا

풙حالت اول. اگر  = 풚چه آنگاه چنان (0,0) = (푦, 0) 
0 يبه ازا ≤ 푦 ≤

100
  م داشتيخواه 

1
2 + 훽

푑∗(풙, 푇풙) =
1
4
√2 − 1  

> ≥ 푦 = 푑(풙,풚), 
  

جه برقرار خواهد بود. اگر يمقدم نت يو به انتفا
풚 =   آنگاه (1,2)

푑(푇풙, 푇풚) =
99
100

≤ √5 = 푑(풙, 풚) 
  شود.ين حالت مطلوب حاصل ميو لذا در ا

풙حالت دوم. اگر  = (푥, 0با  (0 < 푥 ≤ در نظر  	
ن يبوده و در ا يرانبساطيغ 푇وضوح  گرفته شود. آنگاه به

풙}دنباله  يد. از طرفيآيجه بدست ميحالت هم نت که  {
풙با  = (0,0), 	풙 = (1,2),			 

풙 =
1
100

, 0 , ∀푛 ≥ 2, 
باشد. يم 푇نگاشت  يبرا يبيک دنباله تقريشود  يف ميتعر

 푇برقرار بوده و لذا  ۲ه يط مذکور در قضيتمام شران يبنابرا
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ن نقطه يب خواهد بود که اين نقطه تقريک بهتري يدارا
풙∗ = ( ,   باشد.يم (0

توان از شرط يد نميم ديطور که در مثال بعد خواههمان
,퐴)مال بودن زوج يشارپ پروکس 퐵) صرف  ۲ه يدر قض

  نظر کرد.
ه استاندارد يموم و پايرا با نرم سوپر 푙 ي. فضا۲مثال

{en} ديدر نظر گرفته و قرار ده  
퐴 = {3푒 , 5푒 },	퐵 = {2푒 , 4푒 , 4푒 , 6푒 }. 

  
(A,B)	distبه وضوح = 퐴و	1 = 퐴, 퐵 = 퐵  در .

,퐴)ضمن  퐵) ت يخاص يداراUC ر يباشد. غيز مين
:푇 خودنگاشت  퐴 → 퐵 را با ضابطه  

푇(3푒 ) = 4푒 	,				푇(5푒 ) = 4푒 , 
풙 ياکنون به ازا م.يکنيف ميتعر = 3푒  و풚 = 5푒 
  ميدار

‖푇풙 − 푇풚‖ = ‖4푒 − 4푒 ‖ 
= 4 ≤ 5 = ‖풙 −풚‖, 

  
 يباشد. از طرفيم يرانبساطيغ 푇که  ين معنيبه ا

‖풙 −푇풙‖ = 4, ‖풚 − 푇풚‖ = 5  
ب خواهد بود. توجه شود که ين نقطه تقريفاقد بهتر 푇فلذا 
,퐴) ن مثال زوج يدر ا 퐵)باشد.يمال نميشارپ پروکس  

 يبرا يبيد که وجود دنباله تقريم ديخواهدر مثال بعد 
که هادامارد  يکيمتر يدر فضاها يرانبساطيغ يهانگاشت

  ست.يباشد، لزوماً برقرار نينم
푋د ي. فرض کن۳مثال = 푐 يهامتشکل از دنباله يفضا 

موم در نظر يهمگرا به صفر باشد که با نرم سوپر يقيحق
رغم يفضا علن يم که ايدهيشود. ابتدا نشان ميگرفته م

ن منظور ثابت يا يباشد. براينم CAT(0)کامل بودن 
اشاره شد،  ۲که در لم  CN يدر نامساو 푋م که يکنيم

 ديکند. فرض کنيصدق نم
푞 = 푒 ,푚 = 0		, 푟 = −푒 		, 푝 = 푒 .	

  آنگاه

푑(푞,푚) = 푑(푟,푚) =
1
2
	푑(푞, 푟),	

  حال آنکه
푑(푝, 푞) + 푑(푝, 푟) = 2 < 4 
= 2푑(푚, 푝) + 푑(푞, 푟) . 

  

,퐴)زوج بسته، کراندار و محدب  퐵)  در푐  را به صورت
  د:يف کنير تعريز

퐴 = 풙 ∈ 푐 	 ∶ ‖풙‖ ≤
1
2
,		 

퐵 = {풙 ∈ 푐 	 ∶ ‖풙‖ ≤ 1}. 
  

퐴م که يتوجه دار = 퐴 = 퐵خود رين غي. همچن 
:푇نگاشت  퐴 → 퐵 م:يريگير در نظر ميرا با ضابطه ز  

푇풙 = 푇(푥 , 푥 , 푥 , … ) = ( , 푥 , 푥 , 푥 , … ). 
,풙)هر  ين صورت برايدر ا 풚) ∈ 퐴 × 퐵 م يدار  

‖푇풙 −푇풚‖ =
1
2
, 푥 , 푥 , 푥 , …

−
1
2
, 푦 , 푦 , 푦 , …  

= sup ∈ℕ|푥 푦 | = ‖풙 −풚‖. 
  

 	퐴⋂퐵خواهد بود. چون  ير انبساطيک نگاشت غي 푇فلذا 
در  푇ب نگاشت ين نقطه تقريباشد، پس بهتريم يناته

اگر  يخواهد بود. از طرف 푇صورت وجود همان نقطه ثابت 
풙 = (푥 , 푥 , 푥 , … ) ∈ 퐴 ک نقطه ثابت نگاشت ي

푇 ست يبايباشد، آنگاه م  

(푥 , 푥 , 푥 , … ) = (
1
2
, 푥 , 푥 , 푥 , … ) 

  جه يدر نت
1
2
= 푥 = 푥 = 푥 = ⋯, 

푥نکهين مطلب با فرض ايکه ا ∈ 푐   باشد.يدر تناقض م 	
بحث منحصر بفرد  ۳دهد که در گزاره يمثال بعد نشان م

ک يک دنباله نسبت به ي ينسب يبودن مرکز مجانب
  باشد.يبرقرار نم ييمجموعه لزوماً در هر فضا

  که هادامارد  ۳ک آمده در مثال يمتر ي. فضا۴مثال 
  ديد و فرض کنيريباشد را در نظر بگينم

퐴 = 풙 ∈ 푐 	 ∶ ‖풙‖ ≤
1
2
,		 

퐵 = {푒 + 푡푒 :		0 ≤ 푡 ≤ }. 
  

,퐴)ن صورت يدر ا 퐵) بسته، کراندار و يک زوج ناتهي ،
,풙)هر  يبوده که برا 푋محدب در  풚) ∈ 퐴 × 퐵  با

풙 = (푥 , 푥 , 푥 , … 풚و  ( = 푒 + 푡푒 يبه ازا 
0 ≤ 푡   ميدار ≥



  ۵۶                                                                     ۱۳۹۵ زمستان، هشتمهاي نوين در رياضي/ سال دوم، شماره / پژوهش موسی گابله
 

 

 

‖풙 −풚‖ = sup 1 − 푥 , |푡 − 푥 |, 푥 ; 푗 ≥ 3 =
1 − 푥 . 

  
,(퐴	푑푖푠푡ن يبنابرا 퐵)   صورت  ني. درا=

퐴 = 풙 ∈ 푐 . ∶ 푥 =
1
2
,			퐵 = 퐵. 

  
풙} ديحال فرض کن ف شده با يتعر 퐴در  يادنباله {
풙 = 푒  و풙 = 푒 + 푒 هر  يبرا

풚 ∈ 퐵	و		푛 ≥   . از آنجا که  2
푑푖푠푡	(퐴, {풚}) ≤ 푒 − (푒 + 푡푒 ) =

= 푑푖푠푡	(퐴, 퐵), 
  

푃풚پس  = 푒 هر  يبرا풚 ∈ 퐵 ي. از طرف  
lim → sup‖풙 − 푃풚‖ =
lim → sup 푒 + 푒 − 푒 = 0, 

  
훿ن يبنابرا ({푥 }) = 퐶نکه يو ا 0 ({푥 }) = 퐵..  

  م.يپردازيم ۳ه ين قضييمثال به تبک يت با ارائه يدر نها

  را با متر ℝ. ۵مثال 
푑 (푥 , 푦 ), (푥 , 푦 ) =

|푦 − 푦 |		;			푥 = 푥
|푥 − 푥 |, +|푦 | + |푦 |			;		푥 ≠ 푥 	. 

  
هادامارد  يک فضاين متر، يبه همراه ا ℝن صورت يدر ا

د). فرض ي] مراجعه کن۲۶شتر [يات بيجزئ يباشد (برايم
 د يکن

퐴 = (0, 푥) ∶ 	0 ≤ 푥 ≤
1
4
,		 

퐵 = {(1, 푥) ∶ 	0 ≤ 푥 ≤ 1}. 
  

,퐴)آنگاه  퐵) يک زوج محدب و فشرده در فضاي 
,푑푖푠푡(퐴بوده و  푋هادامارد  퐵) =   . در ضمن 1

퐴 =퐴 ,  퐵 ={ (1, 푦)	: 0≤ 푦 ≤ 	}. 
  

:푇نگاشت  퐴 → 퐵 د:يرير در نظر بگيرا به شکل ز  

푇(0, 푥) = (1, 푥 ), 0 ≤ 푥 ≤
1
4
. 

  

,0)هر  يصورت برا نيا در 푥), (0, 푦) ∈ 퐴 ميدار  
푑 푇(0, 푥), 푇(0, 푦) = 푑(1, 푥 ), (1, 푦 )) =
|푥 − 푦 | ≤ |푥 − 푦|, 

  
باشد و يم ير انبساطيک نگاشت غي 푇که  ين معنيبه ا
푇(퐴وضوح  به ) ⊂ 퐵ن يوجود بهتر ۳ه ي. اکنون از قض

شود که نقطه ين ميتضم 푇نگاشت  يب براينقطه تقر
푥∗ =   باشد.يم (0,0)
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