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 کنيم در اين مقاله وجود جواب بهينه براي دستگاه معادلات ديفرانسيل زير را بررسي مي
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HHJgfکه  :, ،JttA )}({اي از عملگرهاي خطي در فضاي هيلبرت  خانوادهH باشد وHyy 21,.  
),(هدف يافتن زوج  yx که  طوري بهx و y  هستند و )۲( و  )۱(  به ترتيب جواب معادلات ديفرانسيل 

21= yyyx .  
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  مقدمه - ۱
آناليز غيرخطي و قضيه انقباضي باناخ يک ابزار قوي در 
کند هر نگاشت  معادلات ديفرانسيل است که بيان مي

روي فضاي متريک داراي نقطه  Tانقباضي خود نگاشت
خود نگاشت Tنگاشتثابت يکتاست. در حالتي که 

قضيه انقباضي باناخ را به صورت زير  ]۱۱[نباشد، کرک 
  گسترش داد: 

  
هاي  زيرمجموعه B و Aفرض کنيد] ۱۳[. ۱ه قضي

),(غيرتهي و بسته از فضاي متريک dM  باشند. فرض
BABATکنيد  :  يک نگاشت دوري

BATباشد يعني  )(  وABT )(  و
(0,1)k که براي هر طوري وجود دارد به Ax  و
By   

.),(<))(),(( yxkdyTxTd     (3)    
 BAداراي نقطه ثابت يکتا در Tصورت دراين
  است. 

ا هاي دوري ر براي نگاشت )۳(] شرط ۶اردال و ويراماني [
تعديل و مفهوم نگاشت انقباضي دوري را به صورت زير 

  معرفي کردند:
  

),(] فرض کنيد ۶[ .۱تعريف  dX   يک فضاي
 Xزيرمجموعه غيرتهي از فضاي  Bو  Aمتريک و 

BABATصورت نگاشت  باشد. دراين : 
  را يک نگاشت انقباضي دوري گويند هرگاه

 BAT )(  (i)  وABT )( 
(ii) (0,1)k که براي  طوري وجود داشته باشد به
 Byو  Axهر 
),,()(1),(<))(),(( BAdkyxkdyTxTd   
  که 

.},:),({inf=),( ByAxyxdBAd   
BAxنقطه    يک نقطه بهترين تقريب براي

 شود اگر  ناميده مي Tنگاشت دوري
).,(=))(,( BAdxfxd 

اردال و ويراماني نتايجي از نقاط بهترين تقريب براي 
طور يکنواخت محدب  هاي دوري در فضاي به نگاشت

 ارائه نمودند. 

را معرفي و وجود  UCکي مفهوم خاصيت سوزو ]۱۳[در 
هاي دوري در فضاي  براي نگاشتنقطه بهترين تقريب را 

   را اثبات نمود. UCمتريک همراه با خاصيت 
 

دو زيرمجموعه  Bو  A] فرض کنيد ۱۳[ .۲تعريف 
),(غيرتهي از فضاي متريک  dX د. گوييم زوج باشن

),( BA  داراي خاصيتUC   است اگر}{ nx  و
}{ nx هايي در  دنبالهA  و}{ ny اي در  دنبالهB 

lim),(=),(که اگر طوري باشد به BAdyxd nnn 
lim),(=),(و  BAdyxd nnn  ،گاه آن 

0.=),(lim nn
n

xxd    

 
طور يکنواخت  فضاي باناخ به Xتوجه کنيد اگر .۱نکته 

هاي غيرتهي گاه هر زوج از زيرمجموعه محدب باشد آن
BA, که  طوري بهA  محدب باشد داراي خاصيتUC  

  است.
  

),(] فرض کنيد ۱۳[ .۲قضيه  dX  يک فضاي
باشد  Xهاي غيرتهي از  زيرمجموعه Bو  Aمتريک، 

),(که  طوري به BA  داراي خاصيتUC  است. فرض
BABATو کامل است  Aکنيد  :  يک

 Tصورت نگاشت  نگاشت انقباضي دوري است. دراين
است، يعني  Aدر  xداراي نقطه بهترين تقريب 

),(=),(. BAdTxxd علاوه  به)(xT  نقطه
نقطه ثابت  xاست و نقطه  Bبهترين تقريب در 

  باشد. مي2Tنگاشت 
هاي اخير نويسندگان زيادي وجود نقاط بهترين  در سال

هاي تک مقداري تحت برخي  تقريب را براي نگاشت
شرايط انقباضي خاص مطالعه نمودند، براي جزئيات بيشتر 

  ] را ديد. ۱۳، ۱۲، ۱۰، ۸، ۷، ۵-۱[توان مراجع  مي
]، دستگاه معادله ۱۴، ويراماني و راجش در [ ۲۰۱۴ در سال 

  ديفرانسيل زير را معرفي نمودند:
,=)(  ))(,((4) 20 ytytytfy  
.=)(  ))(,((5) 10 ytytytgy  

 توابع حقيقي مقدار تعريف شده روي  gو  fکه 
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S = {(t, y) ∈ ℝଶ: |t − t| ≤ a, 
|y − y| ≤ b} 

,ݐ)، ba,<0براي    (ݕ ∈ ℝଶ  

Sytyt ),(,),( ويراماني و راجش وجود زوج  21
),( yx را تحت شرايط مناسب بر رويf  وg بررسي

به ترتيب جواب معادلات  yو xکه  طوري کردند به
=21هستند و   )۵(و   )۴( ديفرانسيل  yyyx   .

),(زوج  yx  جواب بهينه دستگاه معادلات ديفرانسيل
ويراماني و راجش با استفاده از  .شود فوق ناميده مي

وجود جواب بهينه را براي اين قضاياي بهترين تقريب، 
   . دستگاه معادلات ديفرانسيل اثبات نمودند

اکنون دستگاه معادلات ديفرانسيل زير را در فضاي 
  گيريم: در نظر مي Hهيلبرت 

,=)( ][0,= 
  ))(,()(=
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tytftAyy
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HHJgfکه  :, ،JttA )}({ اي  خانواده
باشد و  Hاز عملگرهاي خطي در فضاي هيلبرت 

Hyy 21,.  
در اين مقاله با استفاده از قضيه بهترين تقريب ارائه شده 
توسط سوزوکي  وجود جواب بهينه را براي دستگاه 

کنيم. ابتدا به بيان  معادلات ديفرانسيل بالا اثبات مي
    . پردازيم و مفاهيم اوليه مورد نياز ميتعريفات 

  
يک فضاي H),>.,.(<فرض کنيد  .۳تعريف 

.‖هيلبرت با نرم  ),(باشد. فرض کنيد  ‖ HJC 
 نشان دهنده فضاي باناخ

HJyتوابع پيوسته  :  مجهز به نرم استاندارد
|)(|:=

),(
tysupy JtHJC  .باشد  

),,(فضاي در ،),(1 HL  دهنده فضاي  نشان
Hyپذير بوخنر  باناخ توابع انتگرال :است يعني

),(1 HLy  به شرط اينکهy  اندازه پذير است و 


<)(|)(|:=
),(1 xdxyy

HL
  

  
 

 نتايج مهم - ۲
جود جواب بهينه را براي دستگاه معادلات در اين بخش، و

کنيم. ابتدا  بررسي مي  )۲( و  )۱( ديفرانسيل ارائه شده در 
  گيريم.    تعريف زير را در نظر مي

  
}),{(),( خانواده دو پارامتري. ۴تعريف  ststU   که   

 },0 :][0,][0,),{(= btsbbst   
هر  شود اگر براي يک دستگاه تکامل انقباضي ناميده مي

),( st ،HHstU :),(  يک عملگر
  کند کراندار باشد که در شرايط زير صدق مي

(i)  0][براي هر,bs ،IssU =),(   
btsو براي هر   0،  

  ),(=),(),( stUsrUrtU   
(ii)  براي هرbts 0 نگاشت ،

),(),( stUst  رويH  .قوياً پيوسته است  
 (iii)  براي هرbts 0 ، 

 .1),( 
H

tsU   
و  )۱( براي حل دستگاه معادلات ديفرانسيل ارائه شده در  
 :را به صورت A، مجموعه  )۲( 

}=(0) :),({= 1yyHJCyA  
  :را به صورت Bو مجموعه 

}=(0) :),({= 2yyHJCyB   
 داريم  Bzو  Ayکنيم. براي هر  تعريف مي

21 yyzy   
),(=21بنابراين  yyBAd  که  

}, ,{inf=),( BzAyzyBAd   
:),(تابع  HJCBAT  به صورت زير تعريف
  Jtو Ayکنيم. براي  مي

,))(,(),(,0)(:=)(
02 dssysgstUytUyT
t


  Jt وBzو براي 

 ,))(,(),(,0)(:=)(
01 dsszsfstUytUzT
t


BATتوان ديد  به آساني مي )(  وABT )(. 

  و عملگر  f، gتحت شرايط خاص روي توابع  حال
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کنيم  را بررسي مي Axوجود نقطه ، Aخطي 
),)((=),(که  طوري به BAdxTxd  که زوج
))(,( xTx رائه جواب بهينه براي دستگاه معادلات ا

  است.  )۲( و  )۱( شده در  
  

يک فضاي هيلبرت  Hفرض کنيد : ۳قضيه 
هاي پذير باشد. فرض کنيد نگاشت تفکيک
HHJgf :,  در شرايط زير صدق کنند

(ࣛଵ) توابعf وg ير و پذ نسبت به متغير اول اندازه
  نسبت به متغير دوم پيوسته باشند.

(ࣛଶ)  1),,0]((تابع  JLl  وجود دارد
  که طوري به
)21)(()),(),,(( yyzytlytgztfd  

  .Bzو  Jt، Ayبراي هر 
(ࣛଷ)  0][روي خانواده عملگرهاي خطي,)}({ bttA  

     گيريم: فرضيات زير را در نظر مي
HHADtAعملگر خطي  )(:)(  که ،

)(AD  0][مستقل از,bt  و درH  .چگال است
}){(,0][خانواده عملگرهاي خطي  bttA   مولد يک

}),{(),(دستگاه تکامل انقباضي  ststU روي فضاي
  است.  Hهيلبرت 

BAxصورت   اين در  که  طوري وجود دارد به
),(=),(. BAdTxxd  بنابراين زوج))(,( xTx 

و  )۱(    جواب بهينه براي دستگاه معادلات ارائه شده در 
  است.  )۲( 

  
يک مجموعه  Aم که ابتدا به وضوح داري اثبات:

فضاي هيلبرت  Hعلاوه فضاي  محدب و کامل است. به
  است بنابراين يک 

فضاي باناخ يکنواخت محدب است بنابراين براساس 
),(زوج  ۱و نکته  ]۹از [  ۲۳,۳ گزاره  BA  داراي

   . است  UCخاصيت 
يک نگاشت انقباضي دوري  Tکنيم  ياکنون ثابت م

 است.
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  و 

1>     ]},[0, | )()({sup=1  TttysLey   

  صورت دراين

.21)
1

(11
1

1)()( yyzyzTyT 


  پس
,21)(11)()( yykzykzTyT 

=1>1که 


k
 

  :همچنين

,),(=21=121=),(1 BAdyyyyBAd 

  که طوري به
.}, :{inf=),(

11 BzAyzyBAd   
يک نگاشت انقباضي دوري است. اکنون  Tبنابراين

داراي نقطه بهترين تقريب  Tنگاشت  ۲براساس قضيه 
x  درA که  طوري است به  

.),(=)( BAdxTx   
  
  



 

 ۲۹                                                                                             وجود جواب بهينه براي دستگاه معادلات ديفرانسيل در فضاي هيلبرت
 

   

=)(نقطه  xTy نقطه بهترين تقريب درB  است و
x  2نقطه ثابتTباشد مي .  

ستگاه به ترتيب جواب د ,yxدهيم  اکنون نشان مي
  هستند.  )۲( و  )۱(  معادلات ديفرانسيل ارائه شده در 

 ابتدا توجه کنيد که چون
,=),(= 21 yyBAdyx   

توان نتيجه گرفت که براي  مي (ଶࣛ)با استفاده از شرط 
 هر 

J،t   
.))(,(=))(,( txtftytg  

=)(اما داريم  yTx و)(xTyصورت دراين 
dssxsfstUytUtx

t
))(,(),(,0)(=)(

02   
dssysgstUytUty

t
))(,(),(,0)(=)(

01   
  پس

,2=(0)    ))(,()(=)( yyJttxtftAytx 

.1=(0)       ))(,()(=)( yyJttytgtAyty 

),(بنابراين زوج  yx  جواب بهينه براي دستگاه معادلات
 هستند.  )۲( و  )۱( ارائه شده 
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