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 1400/ 06/08تاریخ پذیرش مقاله:    26/05/1400تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

ی یادگیری پرداخته شد، سپس تعریفی برای آموزش  در این مقاله ابتدا نگاهی کوتاه به مفهوم یادگیری و تاریخچه

وار معرفی شد. ما  به روش ریاضی کاری و آموزش به روش ریاضی فهمی ارائه شد. مراحل یادگیری به صورت اشاره

امل دو مرحله است. پالس اول مربوط به ناتوانی و  یادگیری را به صورت دو پالس معرفی کردیم که هر پالس نیز ش

پالس دوم مربوط به توانایی است. این مراحل را برای آموزش ریاضی با بیان مثال، برای هر مرحله یادگیری مورد  

بررسی قرار دادیم. برای تعیین نسبت بهینه آموزش به دو روش ریاضی کاری و ریاضی فهمی، ابتدا چهار مثال برای  

های مختلف آموزش ریاضی عمومی دانشجویان  رحله آموزش طراحی شد، سپس این دو روش برای کلاسچهار م

ها تحلیل  دست آمده را به کمک تحلیل پوششی دادههای بهفنی و مهندسی در دانشگاه آزاد به کار گرفته شد. داده

اول و یادگیری در پالس دوم است   ها یادگیری در پالس فهمی است. خروجیکاری و ریاضیها ریاضیکردیم. ورودی

ایم، سپس برای جدول بهینه، با  که در نهایت به نسبت بهینه استفاده از هر دو روش در یک کلاس آموزشی رسیده

توابع چندمتغیره، ضابطه از درونیابی  تابع دومتغیره استفاده  ارائه دادیم که به صورت یک  برای دونوع آموزش  ای 

ه درصد آموزش به هر دو روش است و برد کارایی است. در نهایت از روی ضابطه تابع و یا است. در این تابع، دامن

 توان تعیین کرد نسبت آموزش به هر دو روش بیان شده، چقدر کارایی دارد.     نمودار تابع می

کلیدی:واژه  ناآگ  های  توانایی  آگاهانه،  توانایی  آگاهانه،  ناتوانی  ناآگاهانه،  ناتوانی  ریاضی یادگیری،  کاری، اهانه، 

 ها، درونیابی، تقریب توابع، چند متغیره.فهمی، نسبت بهینه، تحلیل پوششی دادهریاضی
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 مقدمه -1

مهمترین موضوع آموزش است که  یادگیری یکی از  

نمی گرفته  جدی  زیاد  قبل،  دهه  چند  وتا  به  شد 

مورد توجه نبود. اما اکنون بیشتر   عنوان یک مهارت

پی یادگیری  اهمیت  یادگیری  بردهبه  واقع  در  اند. 

در   تغییر  ایجاد  هم  و  است  دانش  کسب  هم  یعنی 

یادگیری  [.  2رفتار و عواطف با استفاده از آن دانش]

می انسان  فراینددر  از  بخشی  توسعه ،  تحصیل تواند 

و تمرینات باشد که ممکن است هدفمند یا به   فردی

اگر یادگیری   در واقع  [.1انجام شود]  انگیزش  وسیله

رفت تغییر  افتاده به  اتفاق  یادگیری  نشود،  منتهی  ار 

است] خیال     [.3نیافتاده  دانشمندان  حتی  و  مردم 

و  می هوش  به  چیز  همه  استعداد   IQکردند  و 

آن از  غافل  دارد،  بستگی  یادگیری  خدادادی  که 

یادگیری  مهم تر از هوش و استعداد خدادادی است. 

استعداد   و  هوش  نیست.  استعداد  و  هوش  همان 

م تواناییفاکتورهای  اما  یزان  هستند،  زمینه  یک  در 

است] فرایند  یک  از  5یادگیری  زیادی  بخش   .]

رفتارگرایان  توسط  یادگیری  درباره  اولیه  مطالعات 

آن شد.  هر  انجام  اساسی  پایه  که  داشتند  اعتقاد  ها 

ساده روابط  یادگیری،  شرطینوع  نوع  سازی  از 

گفته  [.9است] السون  و  یکی  هرگنهان  یادگیری  اند 

ها در روانشناسی امروز و در عین  ترین زمینهمهم  از

ترین مفاهیم برای تعریف کردن  حال یکی از مشکل

چه که  بود آن  ، معتقدهانس شناسی چوناست. روان

می نظر  است،  به  فطری  زیستی  برنامه  تابع  رسد، 

گیرد.  می قرار  محیطی  رویدادهای  تأثیر  تحت  تواند 

فرایندهای حافظه   از پژوهشگران،  به اعتقاد بسیاری 

جزیی از فرایند یادگیری است و بدون وجود حافظه  

داد.  نخواهد  رخ  یادگیری  حافظه،  در  مشکل  و 

یادگیری می باشد و تواهمچنین  رفتاری  تغییرات  ند 

باشد] داشته  رفتاری  که    [.6نمود  صورتی  در 

کاملا ذهنی هستند به   .فرایندهای حافظه  یادگیری 

ها و  های جدید به دانستهمعنای متصل کردن تجربه

های پیشین است. از سوی دیگر، کلاود برنارد تجربه

دانسته که  کند  می  یادگیری  بیان  مانع  ها 

شود تا  هایی که باعث میاز روش[. یکی  5شوند]می

ما  دانسته یادگیری  راه  سر  بر  مانعی  قبلی  های 

نباشند، این است که تمرین کنیم تا حد امکان موقع  

پیش قضاوت  یادگیری،  و  تحلیل  و  تجزیه  داوری، 

یاد 8نکنیم] را  جدیدی  موضوع  داریم  اگر  مثلا   .]

میمی و  خواندیم  گیریم  که  مطلبی  وقتی  خوانیم، 

فکر کنیم و مصداق   د، آن زمانتمام ش در موردش 

اگر کنیم.  کتاب پیدا  و  موضوعات  که  دیدیم  هایی 

ها و باورهای قبلی خوانیم، در جهت تایید دانستهمی

یاد   واقعا داریم  باید بررسی کنیم که آیا  ما هستند، 

 ایم؟   گیریم یا در یک دور باطل قرار گرفتهمی

صورت   به  ساده  زبان  به  یادگیری  تعریف ما  زیر 

 کنیم: می

اساس   بر  که  است  پایداری  نسبتاً  تغییر  یادگیری 

 شود. تجربه ایجاد می

ای است که به  یادگیری دارای مفهوم بسیار گسترده

عادتشکل دگرگونی،  علاقه،  های  ایجاد  شکنی، 

پیشنگرش و  ارزش  درک  نو،  نمایان  های  داوری 

در می معلومات  کاربرد  و  ترکیب  شیوه  شود. 

پردازی، حل مساله، احساس و  استدلال، تفکر، نظریه

آیند  هایی که در کل شخصیت به وجود میدگرگونی 

می نشات  یادگیری  از  ادوارد    [.12گیرد]همه  اما 

و    (Edward Tolman)  تولمن عملکرد  بین 

یادگیری تمایز قائل شد. وی با طرح مفهوم یادگیری  

دگیری  بیان داشت که یا،  (Latent learning)نهفته

نشان  فرد  عملکرد  در  را  بلافاصله خود  است  ممکن 

دگرگونی   [.6ندهد] را  یادگیری  نسبتا  برخی  های 

دهی بیان  پایدار در توانایی، گرایش یا ظرفیت پاسخ

کنند. در این نوع نگرش، یادگیری پیش از تغییر  می

می پدید  انواعی  19آید]رفتار  دارای  یادگیری   .]

آنه از  یکی  که  است  طریق  مختلفی  از  یادگیری  ا، 

بصیرت یا  این     (Insight Learning)بینش  است. 

می صورت  زمانی  یادگیری  یادگیرنده  نوع  که  گیرد 

چگونگی روابط اجزاء یا عناصر موجود در یک پدیده  

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%AD%D8%B5%DB%8C%D9%84
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AA%D9%88%D8%B3%D8%B9%D9%87_%D9%81%D8%B1%D8%AF%DB%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AA%D9%88%D8%B3%D8%B9%D9%87_%D9%81%D8%B1%D8%AF%DB%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%DA%AF%DB%8C%D8%B2%D8%B4
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%87%D8%A7%D9%86%D8%B3&action=edit&redlink=1
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را درک نموده و نسبت به کل مجموعه اشراف پیدا  

نوع  پایدارترین  و  مؤثرترین  یادگیری  نوع  این  کند. 

د است.  با یادگیری  یادگیرنده  یادگیری،  نوع  این  ر 

ها و شناخت روابط میان اجزا و یا  ادراک دقیق پدیده

عناصر یک پدیده، فرصت کشف و آفرینندگی ذهنی  

این نوع یادگیری در آموزش ریاضیات    [.7]یابدرا می

مهارت میان  اختلاف  است.  مهم  های  بسیار 

و فرایند   الگوریتمی  از  عمیق  ادراکی  شناخت 

خالی جای  روابط  روش آموزش،  ایجاد  برای  هایی 

ها را ریزی شده بین مفاهیم و الگوریتمدرونی، برنامه

با    .کندبرجسته می ریاضی  مفاهیم  ارتباط  و  اتصال 

زمینه  یکدیگر مسائل،  حل  در  آنها  کاربرد  ی  و 

مناسب   های  طرحواره  تشکیل  و  ذهنی  سازماندهی 

کنند. تفاوت میان  در ذهن یادگیرندگان را فراهم می

باعث می آن  مفهومی  یادگیری  و  ریاضی  شود  انجام 

تا یادگیرندگان توانایی شناخت مفاهیم و کاربرد آنها  

 .[3]های مختلف را داشته باشنددر موقعیت

 

 مراحل يادگیری  -2

توانایی   و  ناتوانی  پالس  دو  به  را  یادگیری  ما 

میدسته مرحله  بندی  دو  شامل  پالس  هر  که  کنیم 

 است. بنابراین یادگیری چهار مرحله دارد. 

 پالس دوم  پالس اول 

مرحله اول:  

ناتوانی 

 ناآگاهانه 

مرحله دوم:  

ناتوانی 

 آگاهانه

مرحله سوم:  

توانایی 

 آگاهانه

مرحله چهارم:  

توانایی 

 ناآگاهانه 

 

 ناتواني ناآگاهانه .2-1

و   ندارد  را  مهارت  انجام  توانایی  فرد  مرحله  این  در 

نمی واقع البته  در  ندارد،  را  توانایی  این  که  داند 

نمینمی که  برای  داند  مرحله  بدترین  این  داند. 

زیرا خیال می کند که کارش خوب  یادگیرنده است، 

داند که بسیاری از نکات را بلد نیست و است و نمی

نم واقع  در  ندارد.  تسلط  را ییا  چیزی  چه  که  داند 

مینمی باعث  و  نرود.  داند  یادگیری  سمت  فرد  شود 

فکر   که  بگیرید  نظر  در  را  کودکی  مثال  عنوان  به 

تواند  کند، که میتواند راه برود یا فکر میکند میمی

می چون  بخورد  غذا  خودش  قاشق  با  بیند  خودش 

 [.3دهد]همه این کار را به راحتی انجام می

ریاض آموزش  صورت در  به  تواند  می  مرحله  این  ی، 

می   دانشجو خواسته  از  کنید  فرض  ظاهر شود.  زیر 

انتگرال زیر بحث   شود در مورد همگرایی یا واگرایی 

 کنید.

∫
2𝑥

𝑥2−1
𝑑𝑥

1

−1
  

 

می  تصور  دانشجو  یادگیری،  مرحله  این  با در  کند 

بازه در  فرد  تابع  روبه  انتگرال  است،  متقارن  رو شده 

می نتیجه  جپس  و  گیرد  است  صفر  انتگرال  واب 

دانشجو  می واقع  در  همگراست.  انتگرال  نویسد 

ناتوانی ناآگاهانه در مبحث انتگرال ناسره دارد، یعنی  

ابتدا باید رفتار تابع را از نظر   "داندداند که نمینمی"

 گیری بررسی کند. پیوستگی در بازه انتگرال

 

 . ناتواني آگاهانه2-2

فرد   مرحله  ولی  این  ندارد  را  مهارتی  انجام  توانایی 

می واقع متوجه   در  ندارد،  را  توانایی  این  که  شود 

شود  . فرد این مرحله آگاه  می"داندداند که نمی”می

های خود را بهبود ببخشد و برای این  که باید مهارت

می اقدام  به  کار  نیاز  احساس  مرحله  این  در  کند. 

می پدیدار  فرد  در  میادگیری  که  شود.   کسی  ثل 

است   نیاز  رانندگی  یادگیری  برای  شود  می  متوجه 

 [.2]آموزش ببیند

مثال   همان  برای  ریاضی  آموزش  در  مرحله  این 

تواند  همگرایی یا واگرایی انتگرال، به صورت زیر می

 ظاهر شود:

xنقاط   در این حالت دانشجو متوجه = xو    1− =

های مخرج شود که ریشه گیری میدر بازه انتگرال  1

فاصله  تندهس در  تابع  مجانبی  ناپیوستگی  نقاط  و 

رو به صورت زیر عمل  باشند، از اینگیری میانتگرال

 کند:می
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∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

1

−1
= ∫

2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

0

−1
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∫
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0
            = lim
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∫
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0
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𝛿→0+

∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

1−𝛿

0
= lim

→0+
𝑙𝑛|𝑥2 −

1|]−1+
0 + lim

𝛿→0+
𝑙𝑛|𝑥2 − 1|]

0

1−𝛿
=

− lim
→0+

𝑙𝑛|휀2 − 2휀| + lim
𝛿→0+

𝑙𝑛|𝛿2 −

2𝛿|  
 

∞ماند، زیرا با حالت مبهم  و از ادامه حل باز می −

تواند رفع ابهام کند، چون  شود و نمیرو میروبه  ∞

نمی نیستند  یکسان  هایش  متغیرها  دانسته  از  تواند 

همان کند.  استفاده  حد  محاسبه  مورد  که  در  طور 

مسمی جواب  نتوانست  آورد،  بینیم  دست  به  را  اله 

به این بینش  "داندداند که نمیمی"یعنی   . در واقع 

کهمی انتگرال  رسد  مورد  در  او  ناسره دانش  های 

 کافی نیست، پس به آموزش بیشتر نیاز دارد. 

 

 توانايي آگاهانه .3-2

با آگاهی  را  فرد توانایی انجام مهارت  در این مرحله 

میبه واقع  دست  در  میمیآورد،  که  این  داند  داند. 

استمرحله، سخت مرحله  زیراترین  به  ،  صورت  فرد 

کوشد تا مهارت را یاد بگیرد و آن را تبدیل  آگانه می

به عادت کند و در خیلی مواقع، این مرحله از ادامه  

بودنش   سخت  بخاطر  مهارت  یک  یادگیری  و  دادن 

دهد. به عنوان مثال یادگیری رانندگی را  انصراف می

قرار    در مرحله  این  در  که  زمانی  بگیرید،  نظر 

گیرد، با رانندگی ارتباط برقرار کرده است، اما بر می

تمرکز و   به  نیاز  تمام حرکات خود خودآگاه است و 

تلاش زیادی دارد. در این حالت فکر فرد متمرکز به 

همان کار خواهد شد و در حین انجام آن کار، دیگر  

 [. 2]کندتواند به چیز دیگری فکر نمی

ناسره،   انتگرال  برای همان مثال  در آموزش ریاضی، 

انتگرال واگرایی  و  همگرایی  قضایای  به  های  دانشجو 

می رجوع  میناسره  یاد  و  در  کند  هرگاه  که  گیرد 

انتگرال از  یکی  انتگرال،  دو  باشد،  جمع  واگرا  ها 

انتگرال   بنابراین  بود.  مورد نظر واگرا خواهد  انتگرال 

 نویسد:می را به صورت زیر

∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

1

−1
= ∫

2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

0

−1
+

∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

1

0
            = lim

→0+
∫

2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1
+

0

−1+

lim
𝛿→0+

∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2−1

1−𝛿

0
  

 

کند.  فقط یکی از حدها را بررسی میدر این صورت  

بی اول  انتگرال  حد  حاصل  میچون  شود  نهایت 

می در  نتیجه  واقع  در  واگراست.  انتگرال  این  گیرد 

 ."داندداند که میمی"حالت 

 

 توانايي ناآگاهانه .4-2

دست  به  را  کار  انجام  توانایی  فرد  مرحله  این  در 

صورت  می به  که  است  کرده  تمرین  آنقدر  و  آورد 

می فعالیت  به  عادت  روی  از  و  پردازد.  ناخودآگاه 

را به صورت   این مرحله شخص، مهارت  بنابراین در 

می انجام  خوبی م  .دهدناخودآگاه  به  که  کسی  انند 

به است  گرفته  یاد  را  ناخودآگاه رانندگی  صورت 

 کند و از رانندگی لذت می برد. رانندگی می

بیان   انتگرال  همان  برای  مثلا  ریاضی،  آموزش  در 

زیادی   تعداد  به  ناسره  انتگرال  با  دانشجو  شده، 

که  است  رسیده  بینش  این  به  و  است  مواجعه شده 

نوع   دو  در حالت    هایانتگرال-pهر  دوم  و  اول  نوع 

p=1    تابع انتگرال  با   را  انتگرال  این  واگرا هستند و 

𝑓(𝑥) = 1/𝑥  گیرد، پس بدون  همرفتار در نظر می

به این کند  فکر  مساله  روی  ناخودآگاه  که  صورت 

 دهد انتگرال واگرا است. تشخیص می

 

به دو روش رياضي کاری و رياضي    -3 آموزش 

 فهمي 

 کاریرياضي . تعريف 1-3

ریاضی   یادگیری  در  مهارت  اساس  بر  که  عملی  هر 

را   شود  انجام  مفاهیم  داشتن  نظر  در  بدون 

 نامیم.کاری میریاضی
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آموزش به روش ریاضی کاری در برگیرنده تمرین و 

به است  نمونه  مسائل  یادگیرنده طوریتکرار حل  که 

این   به  شبیه  مسائل  حل  به  مساله،  یک  مشاهده  با 

ال و  میمساله  رجوع  قبل  مسائل  حل  و  گوی  کند 

انجام   را  پیشین  مسائل  حل  راه  مساله،  این  برای 

دهد. در این نوع آموزش بیشتر به مهارت در حل  می

می اینمسئله  تا  در پردازیم  بررسی  و  تحلیل  به  که 

جواب   وجود  شرایط  و  مساله  نوع  و  ساختار  مورد 

وع  ترین عامل در یادگیری این نمساله بپردازیم. مهم

واقع   در  است.  مختلف  حل  تکرار  و  تمرین  آموزش 

هرگاه تعداد زیادی مساله همسان بدون آن که نکته  

عمل   یک  کنیم،  حل  را  شود  لحاظ  آن  در  خاصی 

دادهریاضی انجام  روش  کاری  به  آموزش  ایم. 

کمک ریاضی یادگیری  مراحل  تقویت  به  کاری 

کلاس،  می در  مختلف  مسائل  ایجاد  با  بنابراین  کند 

نوع    به این  حل مساله مورد نظر خواهیم رسید. در 

می باعث  و  است  زیاد  مسائل  تنوع  شود  آموزش، 

ای  رو شود. پس شیوهدانشجو با مسائل متنوعی روبه

می  اتخاذ  مساله  یک  حل  برای  حل  که  از  کنیم، 

نمونه کنیم،  استفاده  قبل  نمونه  از  مسائل  ای 

   .کاری استیادگیری به روش ریاضی

عنوان   نظر  به  در  را  بیان شده  ناسره  انتگرال  مثال، 

بگیرید. هرگاه دانشجو روش حل مساله را به صورت  

بیان شده در حالت دوم بنویسد و مانند حالت سوم 

انتگرال واگرا است، یعنی   نتیجه بگیرد  بیان شد  که 

دانشجو  ریاضی حقیت،  در  است.  داده  انجام  کاری 

ناسره   انتگرال  نوع  به این  قبلا دیده مسائل شبیه  را 

قبل،  مسائل  با  مسئله  این  شباهت  ایجاد  با  و  است 

 توانست جواب این سوال را به دست آورد. 

 

 . تعريف رياضي فهمي 2-3

 هر عملی که بر اساس مفاهیم ریاضی برای یادگیری  
 

 نامند. انجام شود را ریاضی فهمی می

یا   از نوع بینش  یادگیری  پایه  بر  این روش آموزش، 

صورت   سعی  میبصیرت  آموزش  نوع  این  در  گیرد. 

فهم ریاضی    کنیممی را به سمت درک و  یادگیرنده 

مطالب  کل  به  نسبت  که  طوری  به  دهیم  سوق 

طور که بیان  مبحث مورد نظر تسلط پیدا کند. همان

نوع  پایدارترین  و  مؤثرترین  یادگیری  نوع  این  شد، 

 یادگیری است.  

یا واگرایی انتگرال    به عناون مثال، بررسی همگرایی 

گیریم. یک دیدگاه ریاضی فهمی  ناسره را در نظر می

 شود: برای تدریس این مفهوم مراحل زیر طی می 

 گام اول: انتگرال ناسره چیست؟ 

 گام دوم: همگرایی و واگرایی  چیست؟ 

بندی انتگرال های ناسره از نوع اول،  گام سوم: دسته

 دوم، سوم. 

دسته چهارم:  خاص  گام  های  ناسره  انتگرال  بندی 

 انتگرال، انتگرال نمایی یا هندسی و ...  – pمانند 

واگرایی   یا  همگرایی  به  بوط  مر  قضایای  پنجم:  گام 

 های ناسره انتگرال

 گام ششم: حل مسائل نمونه 

 روش اجرا 

برای اجرای روش، یازده کلاس درس ریاضی عمومی  

مهندسی    1 و  فنی  هم دانشگاهدانشجویان  های  

 سطح استان تهران و استان البرز را در نظر گرفتیم.  

کلاس   هر  پیش    20در  از  استفاده  با  را  دانشجو 

آزمون که در یک سطح علمی یکسان بودند، انتخاب  

از آزمون کولموگروف اسپیرونوف   با استفاده  کردیم. 

(Kolmogorov–Smirnov test)  ،  بودن نرمال 

 به کمک آزمون آنالیز واریانس ها را بررسی شد.داده

بررسی شد که     (ANOVA)آزمون تحلیل واریانس

کلاس سطح  نمرات   یک  در  عملکرد  نظر  از  ها 

آزمون   پیش  نمره  میانگین  که  نتیجه شد  و  هستند 

اختلاف معناداری ندارد.  اساتید به گونه ای انتخاب  

از   باشند،  داشته  یکسان  تدریس  سابقه  که  شدند 

یک  تدریس  مدرک  مراجع  نوع  کنند،  استفاده  سان 

در   آموزش  باشد.  یکسان  آموزش  نوع  و  تحصیلی 

های مختلف آموزش به  های دانشگاه، با نسبتکلاس

ریاضی ریاضیروش  روش  به  آموزش  و  فهمی  کاری 
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انجام شد. مثلا در یک کلاس صفر درصد آموزش به  

ریاضی و  روش  روش    100کاری  به  آموزش  درصد 

بر   10دیگر،  فهمی، در کلاس  ریاضی درصد آموزش 

ریاضی و  مبنای  مبنای    90کاری  بر  آموزش  درصد 

کلاس  ریاضی در  نهایتا،  ترتیب  همین  به  و  فهمی، 

ریاضی  100آخر،   مبنای  بر  آموزش  و  درصد  کاری 

فهمی انجام شد.  صفر درصد آموزش بر مبنای ریاضی

از   برای ارزشیابی در هر مرحله آموزش، چهار سوال 

طر رده  چهار  جوابهر  شد.  برای  احی  را  هایی 

حل  نتیجه روش  که  دادیم  قرار  قبول  مورد  گیری 

عنوان نمونه، چهاررده سوال  آن رده باشد. بهبهمربوط

 ازمبحث انتگرال معین به صورت زیر طراحی شد. 

 

نمونه انتگرال  .4-1مثال  از  های زیر  حاصل هر یک 

 را بیابید. 

∫ [2𝑥]𝑑𝑥
1

−1
  

∫ 𝑥3𝑒𝑥2
𝑑𝑥

1

0
  

∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

−1
  

∫ (2 + 𝑥)√1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

−1
  

 

( قسمت  ناآگاهانه 1در  ناتوانایی  که  دانشجویی   )

 نویسد:دارد، جواب را به صورت زیر می

∫ [2𝑥]𝑑𝑥 = ∫ −1𝑑𝑥 + ∫ 0𝑑𝑥
1

0

0

−1

1

−1
  

= −𝑥|−1
0 = 1  

 

در  می است.  اشتباه  که  برای  نویسد  این سوال  واقع 

جزء   مفهوم  دانشجو  اگر  است.  فهمی  ریاضی  حالت 

چنین   انتظار  باشد  نکرده  درک  درست  را  صحیح 

عبارت   باید  دانشجو  حقیقت  در  داریم.  را  جوابی 

داد  داخل جزء صحیح را بین دو عدد متوالی قرار می

آن از  میو  متوجه  میجا  که  را  شد  انتگرال  بایست 

 کرد:ی می صورت زیر بازنویسبه

∫ −2𝑑𝑥 + ∫ −1𝑑𝑥
0

−1/2

−1/2

−1
  

+ ∫ 0𝑑𝑥 + ∫ 1𝑑𝑥
1

1/2

1/2

0
  

 

( قسمت  آگاهانه 2در  ناتونایی  که  دانشجویانی   )

دهند. یک دسته از  دارند، دو دسته راه حل ارائه می

راه حل   تغییر متغیر  از روش  استفاده  با  دانشجویان 

شود که با این روش زیر را می نویسید و متوجه می

 تواند مساله را حل کند.  نمی

𝑢 = 𝑥3, 𝑑𝑢 = 3𝑥2𝑑𝑥  
 

کنند و راه  جزء استفاده میدسته دوم از روش جزءبه

 مانند. و از ادامه حل باز می  دهندحل زیر را ارائه می

𝑢 = 𝑥3, 𝑑𝑢 = 3𝑥2𝑑𝑥,   
 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥2

, 𝑣 =?  
 

متغیر   تغییر  ابتدا  باید  دانشجو  واقع  x2در  = 𝑡 

به را  انتگرال  و  کند  ∫صورت  استفاده  𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡
1

0
  

جزءبه روش  از  استفاده  با  سپس  کند  جز  تبدیل 

 آورد. دست میجواب را به

( قسمت  دارد، 3در  آگاهانه  توانایی  که  دانشجویی   )

توجه   انتگرال  علامت  زیر  تابع  بودن  زوج  به  ابتدا 

را بهکند و  می 2صورت  انتگرال  ∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

0
  

می توابع  بازنویسی  بین  روابط  به  توجه  با  کند. 

𝑥دهد مثلثاتی، قرار می = 𝑠𝑖𝑛 𝜃   یا𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 .

ریاضی   آموزش  نوع  دو  هر  سوال  نوع  این  واقع   در 

زیرا   شود،  می  شامل  را  فهمی  ریاضی  و  کاری 

نا  دانشجو از یک سو باید با مفاهیم توابع مثلثاتی آش 

باشد و بتواند مقادیر توابع مثلثاتی را به ازای مقادیر 

حدهای انتگرال تعیین کنید)ریاضی فهمی(، از سوی  

  دیگر باید مسائل این چنینی را قبلا حل کرده باشد 

 )ریاضی کاری(. 

 ( دانشجویی که توانایی ناآگاهانه دارد، 4در قسمت )
 

جواب   ناخوآگاه  صورت  به  می  𝜋به  زیرا  نویسد، 

زیر   تابع  وقتی  را  انتگرال  مفهوم  ناخودآگاه  صورت 

انتگرال فاصله  در  انتگرال  است  علامت  مثبت  گیری 

دهد، از طرفی جواب انتگرال  مساحت مدنظر قرارمی

می نظر  در  صفر  را  متقارن  بازه  در  فرد  گیرد،  تابع 



 75   ای درونیاب نوع آموزشها و تقریب چندجمله کمک تحلیل پوششی داده   فهمی بهکاری و ریاضی بررسی نسبت بهینه آموزش بر پایه ریاضی 
 

   

به را  جواب  دبنابراین  زیر  خود  صورت  ذهن  ر 

 نویسد:می

∫ (2 + 𝑥)√1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

−1
  

= 2 ∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

−1
+

∫ 𝑥√1 − 𝑥2𝑑𝑥
1

−1
  

=  𝜋=0+(مساحت نیم  دایره شعاع  یک)2

 

آزمون دو  نتایج  هر  شدکه  گردآوری  جدول  در  ها 

ریاضی روش  به  آموزش  به  حالت  آموزش  و  کاری 

ریاضی جدول  روش  در  در    1فهمی  شد.  داده  نشان 

های آموزشی بیان  کلاساین جدول، ستون اول نوع  

به   ریاضی  آموزش  نسبت  دوم،  ستون  است.  شده 

روش ریاضی کاری در یازده کلاس مختلف دانشگاه  

روش   به  ریاضی  آموزش  نسبت  سوم  ستون  است. 

به ترتیب    7و    6،5،4های  ریاضی فهمی است. ستون

از   صحیح  پاسخ  هرکلاس    20میانگین  دانشجوی 

 است.  های مطرح شده برای چهار رده سوال

مدل   از  استفاده  خروجی،    CCRبا  ماهیت  مضربی 

عملکرد   ارزیابی  مورد  ها،  داده  پوششی  تحلیل  در 

مدل   گرفت.  معروف  CRRقرار  مدلاز  در ترین  ها 

 باشد به صورت زیر است.  تحلیلی پوششی داده می

1

1

max   

s. . 1,...,

1,...,

0

n

j ij io

j

n

j rj ro

j

j

t x x i m

y y r s





 



=

=

                   =

                       =

            





 
 

های )داده های مسئله( با توجه به ورودی و خروجی

که ورودی به دو بخش ریاضی کاری و ریاضی فهمی 

باشد از این  صورت درصد میاند و بهبندی شدهطبقه

داده عملکرد  ارزیابی  بررسی  برای  استفاده  مدل  ها 

فهمی   ریاضی  مثال،  عنوان  به  باشد    10شد.  درصد 

توان  شد. پس میبادرصد می   90آنگاه ریاضی کاری  

را   کاری  ریاضی  و  فهمی  ریاضی  نظر    1مجموع  در 

از   استفاده  موضوع،  این  به  توجه  با  بنابراین  گرفت. 

ماهیت ورودی مفید فایده نخواهد شد،    CCRمدل  

مدل   از  منظور  همین  خروجی    CCRبه  ماهیت 

ها در این مقاله نتایج  استفاده شد. منظور از خروجی

باشد  تگان از آزمون میآموخو دست آوردهای دانش

 دهد.  که نهایتأ یادگیری را مورد بررسی قرار می

برای   مدل  این  انتخاب  در  اهمیت  حائز  نکات  از 

عمکرد   ریاضی    11ارزیابی  درس  آموزش  کلاس 

)  1عمومی   که،  است  آموختگان  1این  دانش  همه   )

می قرار  ارزیابی  مورد  هم  یک  کنار  با  فقط  گیرند، 

یره مورد ارزیابی قرار نخواهند  معیار معدل، تراز و غ

( بررسی می2گرفت.  آموخته  (  دانش  هر  که  کنیم  

درک   یا  و  فعالیت  میزان  چه  به  آزمون  کدام  در 

مناسب نسبت به آن مبحث را نداشته است. پس می  

را   آن  و  یافته  را  آموخته  دانش  ضعف  نقاط  توان 

( تراز وجود دارد 3تقویت کرد.  ایرادی در معدل و   )

ن این  چوندر  ندارد  وجود  ارزیابی  در  وع  که 

گونه  معدل  به  سوالات  شاید  ترازبندی  یا  گیری 

از دانش آموختگان   باشد که هیچ یک  طراحی شده 

این   در  ولی  باشد،  نرسیده  مناسب  تراز  یا  معدل  به 

آموختگان با هم تحت ارزیابی قرار  مدل تمامی دانش

بهمی از  گیرند  نتیجه  بدترین  و  بهترین  که   طوری 

کردهب شرکت  آزمون  در  که  افرادی  یافت ین  اند 

جواب می درصد  صرفا  نه  یک  شود  صحیح  های 

آموخته. نتایج بدست آمده از این مدل مربوط  دانش

 باشد.  تمام دانش آموختگان در شرایط یکسان می

  1نتایج به دست آمده از مدل فوق مقادیری بیشتر  

  CCRخواهد داد که با معکوس کردن آنها از مدل  

  0مضربی، ماهیت خروجی جدول نتایج در بازه بین  

بازه    1تا   یک  در  نتایج  چون  و  گرفت  خواهد  قرار 

بین   خیلی    1تا    0کراندار  نتایج  میشود،  محدود 

   1تر خواهد بود. لازم به ذکر است که کارایی  شفاف
 

 باشد. بهترین و کارایی صفر بدترین می

پاسخ  تعداد دانشجویانی که به سوالات    1در جدول  

اند به هر دو روش آموزش ریاضی کاری درست داده
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چ  برای  فهمی  ریاضی  داده  و  نشان  سوال  رده  هار 

است. برای  پاسخ  شده  دانشجویان  درست  های 

 آموزش با درصدهای متفاوت آموزش ریاضی کاری و

آموزش ریاضی فهمی را به همراه ارزیابی عملکرد با  

 نشان دادیم.  ( DEA) هااستفاده تحلیل پوششی داده

عملکرد   ارزیابی  از  آمده  دست  به  نتایج  به  توجه  با 

دانشجویان این مهم دست یافته شد که آموزش در  

ریاضی فهمی    % 30ریاضی کاری و    %70حالتی که  

کارایی   را    0.98است،  عملکرد  بهترین  یعنی  دارد، 

 اند.  بین یازده کلاس داشته

می تاکنون  درونیابی  از  استفاده  با  وابع  خواهیم 

روش  دو  به  آموزش  تابع  برای  تقریبی  دومتغیره، 

ریاضیریاضی و  بهکاری  دهیم  ارائه  که  طوریفهمی 

و   شده  بیان  روش  دو  به  آموزش  نسبت  ورودی 

خروجی کارایی باشد. این تقریب به ما کمک کند تا  

نسبت   به  مثلا  را  آموزش  و  ریاضی  % 65اگر  کاری 

ان  35%  تظاری در  ریاضی فهمی در نظر بگیریم، چه 

 

شپارد   درونیابی  روش  از  داشت.  خواهیم  یادگیری 

شپارد   درونیابی  کردیم.  استفاده  تابع  تقریب  برای 

متغیره   چند  توابع  درونیابی  برای  کلی  روش  یک 

 ای متمایز   است. فرض کنید نقاط گره

𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖),       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  
 

باشند  𝑓(𝑝𝑖)مقادیر   کرده  تولید  تابع  را  واقع  در   ،

𝑓: ℝ2 → ℝ    نقاط که  کنیم  تعیین  باید  را   𝑝𝑖را 

   کند.  𝑓(𝑝𝑖)تبدیل به 

:φتابع حقیقی   ℝ2 → ℝ2    تحت شرط زیر در نظر

 :بگیرید

φ(𝑝, 𝑞) = 0   ⇔    𝑝 = 𝑞  
 

آن   در  در    qو    pکه  عناصر  نمایش   ℝ2برای 

جمله چند  صورت  این  در  کردیم.  ای  استفاده 

 درونیاب شپارد به صورت زیر است.  

𝐹(𝑝) = ∑ 𝑓(𝑝𝑖)𝑢𝑖
𝑛
𝑖=1   

 که 

𝑢𝑖(𝑝) = ∏
𝜑(𝑝,𝑝𝑗)

𝜑(𝑝𝑖,𝑝𝑗)
,𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑖

       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

 

 

ها به هر دو روش آموزش رياضي کاری و  . جدول فراواني پاسخ صحیح تعداد دانشجويان در هر کلاس به آزمون 1جدول 

 . DEAرياضي فهمي برای چهار رده سوال به همرا ارزيابي عملکرد با استفاده از  

DEA  4سطح 3سطح   2سطح   1سطح   فهمیریاضی   کاریریاضی    DMU 

0.6601 15 7 9 16 100% 0% 1 

0.7015 16 8 9 15 90% 10% 2 

0.7317 15 11 12 16 80% 20% 3 

0.7676 16 12 12 15 70% 30% 4 

0.7721 16 13 14 15 60% 40% 5 

0.7901 14 13 13 14 50% 50% 6 

0.7645 15 14 15 16 40% 60% 7 

0.9828 19 17 17 18 30% 70% 8 

0.9741 18 18 15 15 20% 80% 9 

0.9650 18 17 16 14 10% 90% 10 

0.9516 17 18 15 14 0% 100% 11 
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,φ(pحال اگر   q) = ‖𝑝 − 𝑞‖2    ،در نظر بگیریم

𝑝با در نظر گرفتن   = (𝑥, 𝑦)    و𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)  

 خواهیم داشت: 

φ(𝑝, 𝑝𝑖) = ‖𝑝 − 𝑝𝑖‖2 = (𝑥 − 𝑥𝑖)
2 +

(𝑦 − 𝑦𝑖)2  
 

 ای درونیاب عبارتست از:بنابراین چندجمله

𝐹(𝑥, 𝑦) =

∑ 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∏
(𝑥−𝑥𝑖)2+(𝑦−𝑦𝑖)2

(𝑥𝑖−𝑥𝑖)2+(𝑦𝑖−𝑦𝑖)2  𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑛
𝑖=1   

 

نویسی در چند جمله درونیاب را با استفاده از برنامه 

ایم که به دلیل طولانی  افزار میپل به دست آوردهنرم

چندجمله مقاله بودن  این  در  آن  آوردن  از  ای 

را نشان    1در شکل    خودداری کردیم اما نمودار آن 

دادیم. با توجه به شکل و یا چند جمله درونیاب در  

آموزش  می برای  و    %65یابیم  کاری  % 35ریاضی 

 خواهیم داشت.  0.8376ریاضی فهمی، کارایی 

 

 گیری نتیجه

دانشگاه،   در  ریاضی  دروس  آموزش  نوع  انتخاب 

همواره   مهندسی،  و  فنی  دانشجویان  برای  خصوصا 

 چالش برانگیز بوده است. اینکه مدرس چه روشی را  

 

است.   مهم  بسیار  کند  انتخاب  آموزش  برای 

در روش ریاضی،  آموزش  در  تدریس  معمول  های 

فراگیران   یادگیری  عدم  مشکل  با  موارد  از  بسیاری 

تا یک  می  مواجعه این پژوهش، سعی شده  شود. در 

تدریس به روش ریاضی کاری و  از  نسبت مشخصی 

عین  در  که  برسیم  فهمی  ریاضی  روش  به  تدریس 

نحوه یادگیرندگان،  ذهن  به  بخشی  ارتباط  نظم  ی 

بین مفاهیم ریاضی و کاربرد آنها در حل مسائل، را  

روش   دو  هر  از  استفاده  کنیم.  مشخص  آنها  برای 

ک میریاضی  تدریس،  در  فهمی  ریاضی  و  تواند اری 

یادگیرندگان  مفهومی  درک  ارتقاء  در  مثبتی  تأثیر 

و   درست  نسبت  به  آموزش  واقع  در  باشد.  داشته 

دقیق از هر دو روش ریاضی کاری و ریاضی فهمی،  

با   دارد.  فراگیران  یادگیری  در  مهمی  بسیار  تأثیر 

عملکرد   ارزیابی  از  آمده  دست  به  نتایج  به  توجه 

روش  د دو  هر  از  استفاده  بهینه  نسبت  انشجویان، 

ریاضی کاری و ریاضی فهمی برای دانشجویان فنی و  

  70، به صورت  1مهندسی در درس ریاضی عمومی  

درصد ریاضی فهمی است.    30درصد ریاضی کاری و  

ای درونیاب دریافتیم که  جملههمچنین از روی چند

به   آموزش  نسبت  و    %70هرچه  کاری    % 30ریاضی 

کارا  ر آموزش  روش  باشد،  نزدیکتر  فهمی  یاضی 

 خواهد بود.

 
 . نمودار چندجمله درونیاب دو متغیره شپارد برای ورودی دو حالت آموزش و خروجي کارايي. 1شکل 
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