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 مقدمه. 3

𝕌، واحد گوی هایخودریختی یهینظر هبی بیترک یمطالعه عملگرها ≔ {𝑧: |𝑧| < وابسته  بندی آنها،، و رده{1

توابع تحلیلی از ، 𝐻(𝕌)را روی   𝐶𝜑عملگر ترکیبی  𝜑باشد. تابع از گوی واحد  خودریختی 𝜑است. فرض کنیم 

𝕌 بوسیله ،𝐶𝜑(𝑓) = 𝑓𝑜𝜑 شده در  فیعملگر تعرکند. القا می𝐻(𝕌) ،است. وستهیو پ یخط 

موضوع تحقیقات در چند دهه اخیر بوده است.  𝕌به فضاهای باناخ مختلف از توابع تحلیلی روی  𝐶𝜑تحدید 

از توابع تحلیلی روی گوی واحد با  فضای هاردی 𝐻1(.  فرض کنید ]0 [و ]22 [،]21 [،]20 [)مراجعه کنید به 

های اخیر مطالعه عملگرهای ترکیبی روی فضای هاردی مورد توجه در سال پذیری مربعی ضرایب تیلور باشد.جمع

 زیادی قرار گرفته است. 

فضای به  یبیهر عملگر ترکتحدید  که کندیم بیان، ردیگیسرچشمه م 1لیتلوودی معروف قضیهیکی از نتایج مهم 

سه دهه  تاریخ ریاضی در دهد.یرا ارائه م یتابع آنالیز پیوند به یبرا وشر ککراندار است و ی عملگر کهاردی، ی

را [ 20]) .بوده است لبرتیه یدر فضا کراندار یخط یگرهاعمل یهینظر در مورد بسیاری پژوهشگذشته شاهد 

 ببینید.(

 ی خودریختیهایژگیاست که و نیهدف اپردازد. می 𝐻1عددی عملگرهای ترکیبی بیضوی رویاین مقاله به برد 

𝜑 رفتار عملگر هرا ب𝐶𝜑 میمرتبط کن. 

 مجموعه اعداد مختلط به صورت زیر است ℋروی فضای هیلبرت  𝐴برد عددی عملگر خطی کراندار 

(𝐴):= {< 𝐴𝑥 𝑥 >: 𝑥 ∈ ℋ ||𝑥|| = 2} 
>جایی که      دهد.را نشان می ℋضرب داخلی در  <

ای باشد یا تابع داخلی، تابع تحلیلی روی گوی واحد جملهتک φ وقتی که نماد W(cφ) شکل 0ماتاچه ]20 [در

، تعیین کرد. داردبرابر یک است، که صفر را ثابت نگه میت.ه. که قدرمطلق حد شعاعی آن روی دایره واحد 

عددی عملگرهای  شکل برد ]1 [عملگرهای ترکیبی را ارایه کرد. درهمچنین او بعضی از خواص برد عددی 

، بخصوص سهموی و هذلولوی، مورد 𝕌های همدیس از ترکیبی القا شده روی فضای هاردی بوسیله خودریختی

این سوال را که در چه صورت برد عددی یک عملگر ترکیبی، گوی  5و شاپیرو 0بردون ]1[ بررسی قرار گرفتند. در

خودریختی همدیس بیضوی  𝜑افتد اگر ز مبدا است را مورد بررسی قرار دادند و ثابت کردند این اتفاق میبه مرک

های بیضی با کانون 𝑊(𝐶𝜑)باشد آنگاه  1خودریختی بیضوی از مرتبه  𝜑نباشد. آنها همچنین نشان دادند اگر 

تکمیل کرد با این  𝑊(𝐶𝜑)عبدالهی نتایج آنها را با محاسبه مقدار دقیق قطر اصلی بیضی  ]2 [است. در ±1

، ارایه است 𝑊(𝐶𝜑)متعلق به  یضیب نیدر مرز ا یچه نقاط نکهیدر مورد ا یاطلاعاتوجود هیچکدام از آنها 

و  6وز باز بود تا اینکه پاتونهن 1نکردند. اما مساله برای خودریختی بیضوی مرتبه متناهی از مرتبه بزرگتر از 

𝑛مساله را وقتی ، ]1 [درهمکاران  = نشان   ]25 [در ثابت کردند. بویژه پاتون 𝑇برای هر عملگر خطی کراندار  0

𝑧0ای مینیمال با چندجمله 𝐻1داد که برد عددی عملگرهای ترکیبی روی فضای هاردی  −  ، گوی نیست.2

𝑛وقتی را  رویو شاپ ونردپاتون و شاگردانش حدس ب راً،یاخ =  [.26کردند ] دییتأ 0

                                                 
2 J. E. Littlewood 
3 Valentin Matache 
4 Paul S. Bourdon 
5 Joel H. Shapiro 
6 Linda J. Patton 
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این مقاله بدین صورت تنظیم شده است. بخش دوم شامل معرفی بعضی از نمادها و مقدماتی است که در سراسر 

ای از برد عددی عملگرهای ترکیبی نسبت به گیرند. در بخش سوم رفتار مجانبی دنبالهمقاله مورد استفاده قرار می

𝜑ه بوسیله متریک هاوسدورف، ارایه شده است. در بخش چهارم پیوستگی نگاشت توپولوژی القا شد → 𝑊(𝐶𝜑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

عددی خانواده بزرگی از عملگرهای ترکیبی روی  بردکنیم گیریم. و نهایتا در بخش پنجم ثابت میرا در نظر می

 فضای هاردی که نماد آنها بیضوی از مرتبه متناهی باشد گوی نیست.

 

 مقدماتنمادها و . 8

 شامل توابع 𝐻1نشان دهنده گوی واحد در صفحه مختلط و فضای هاردی  𝕌فرض کنیم 

𝑓(𝑧) =∑𝑓(𝑛)𝑧𝑛
∞

𝑛=1

 

 ای کهبه گونه 𝕌تحلیلی روی 

∑|𝑓(𝑛)|1
∞

𝑛=1

< ∞ 

 کند با ست. ضرب داخلی که نرم را القا میا  𝑓امین ضریب تیلور تابع  𝑓(𝑛) ،𝑛باشد که در آن  

< 𝑓 𝑔 >=∑𝑓(𝑛)�̂�(𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅
∞

𝑛=1

 

 شودین با انتگرال زیر محاسبه میهمچن 𝐻1در  𝑔 و  𝑓شود. ضرب داخلی دو تابع تعریف می

< 𝑓 𝑔 >=
2

1𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑧

𝜕𝕌

 

 اند.با حد شعاعی تعریف شده 𝕌��ت.ه. روی  𝑓 و 𝑔در جهت مثبت گرفته شده و  𝕌��جایی که 

𝐶𝜑(𝑓)شود که با ضابطهالقا می 𝐻1روی  𝐶𝜑، عملگر ترکیبی از گوی واحد 𝜑ودنگاشت همریختی خ برای هر =

𝑓𝑜𝜑 (𝑓 ∈ 𝐻1) 21[لیتلوود قضیه معروف از یک نتیجه بنابر شود. تعریف می[، 𝐶𝜑 .کراندار است (] را  ]0

  (.ببینید

√
2

2− |φ(1)|1
 ≤ ‖𝐶𝜑‖ ≤ √

2+ |φ(1)|

2− |φ(1)|
 

𝜑(1) در حالتی که ≠  𝜑شود اگر و تنها اگر مینشان داده است که نامساوی دوم به تساوی تبدیل  7شاپیرو1

 یک تابع داخلی باشد.

𝜆به هر  ∈ 𝕌  هسته مولد 

Kλ(z) =
2

2 − λ̅z
=∑�̅�𝑛𝑧𝑛

∞

𝑛=1

   (z ∈ 𝕌) 

 کنیم.را متناظر می

                                                 
7 Joel H. Shapiro 
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است. علاوه بر آن برای هر  𝐻1روی همسایگی از گوی واحد بسته تحلیلی است و بنابراین عضوی از  Kλهر تابع 

𝜆 ∈ 𝕌  و𝑓 ∈ 𝐻1  داریم< 𝑓 𝐾𝜆 > = 𝑓(𝜆). 

بروی خودش است. چنین نگاشتی، خطی کسری است و به صورت 𝕌 خودریختی همدیس نگاشت تحلیلی از یک

 شود جایی کهنمایش داده می  ω𝛼𝑝حاصلضرب 

𝛼𝑝(𝑧):=
𝑝 − 𝑧

2− �̅�𝑧
  (𝑧 ∈  𝕌) 

𝑝های برای ثابت ∈  𝕌  وω ∈ 𝜕𝕌 (] 26[ را ببینید .) 

 است که با معکوس خودش برابر است. 𝕌کند و یک خودریختی از و مبدا را به هم تبدیل می 𝑝نقاط  𝛼𝑝نگاشت 

خودریختی همدیس یک نگاشت دوسویی از صفحه مختلط توسعه یافته به خودش است که دو نقطه ثابت دارد  هر

 )با احتساب تکرار(. چنین خودریختی:

  خارج گوی بسته واحد داشته باشد،بیضوی است اگر یک نقطه ثابت درون گوی واحد و یکی 

 هذلولوی است اگر دو نقطه ثابت مجزا روی مرز گوی واحد داشته باشد و 

 سهموی است اگر یک نقطه ثابت با تکرار دو روی مرز گوی واحد داشته باشد 

𝑟اگر  ∈ 𝕌 یک ،𝑟- اتساع نگاشتی است به شکلδ
𝑟
(𝑧) = 𝑟𝑧 ما .𝑟  را عامل اتساع𝛿𝑟 نامیم.می 

𝑟اگر  > 1 ،𝛿𝑟 گوییم. را اتساع مثبت می𝑟- اتساع همدیس نگاشتی است که مزدوج همدیس یک𝑟- اتساع باشد

𝜑یعنی یک نگاشت  = 𝛼−2𝑜𝛿𝑟𝑜𝛼  جایی که 𝑟 ∈ 𝕌  و𝛼  یک خودریختی همدیس از𝕌  .است 

𝜔اگر  ∈ 𝜕𝕌 یک ،𝜔- چرخش نگاشتی است به شکل𝜌𝜔(𝑧) = 𝜔𝑧 ما .𝜔  را عامل چرخش𝜌𝜔 نامیم.می 

 باید به صورت  𝕌 از  𝜑دهد که هر خودریختی بیضوی یک محاسبه ساده نشان می

𝜑 = 𝛼𝑝𝑜𝜌𝜔𝑜𝛼𝑝 
𝑝باشد برای بعضی  ∈ 𝕌  و𝜔 ∈ 𝜕𝕌. 

 مجموعه 𝐴باشد. برد عددی  ℋیک عملگر خطی کراندار روی فضای هیلبرت مختلط  𝐴فرض کنبم 

𝑊(𝐴) = {< 𝐴𝑥 𝑥 >: 𝑥 ∈ ℋ ‖𝑥‖ = 1} 
>در صفحه مختلط است، جایی که   .  تصویر  𝑊(𝐴)می باشد. به عبارت دیگر،  ℋنماد ضرب داخلی در  <

𝑥}دایره واحد  ∈ ℋ: ‖𝑥‖ = 𝑥فرم درجه دوم تحت  ℋاز  {2 →< 𝐴𝑥 𝑥  است. <

ددی تحت هم ع آیند. اولین ویژگی این است که بردبعضی از خواص برد عددی به سادگی از تعریف بدست می

𝑈 ،𝑊(𝐴)کند یعنی برای هر یکانی یکانی تغییر نمیارزی  = 𝑊(𝑈∗𝐴𝑈) برد عددی رفتار خوبی تحت .

𝑊(𝐴∗)الحاق عملگرها دارد:  = 𝑊(𝐴)∗ ≔ {𝑧̅: 𝑧 ∈ 𝑊(𝐴)}عددی  . یکی از مهمترین ویژگی های برد

(. ویژگی مهم دیگر را ببینید ]1[ و ]5[ معروف است ) 1هاسدورف-محدب بودن آن است که به قضیه توپلیتز

𝑊(𝐴)  .این است که بستار آن شامل طیف است𝑊(𝐴)  البعد باشد، متناهیهمبند است و در حالتی که فضا

 فشرده است. 

                                                 
8 Toeplitz-Hausdorff Theorem 
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𝐴های خیلی مهم نگاشت برد عددی، یکی از ویژگی → 𝑊(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ، که در این مقاله نیاز داریم، پیوستگی آن است. ̅̅

→نماد  𝑊(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ های فشرده صفحه برای همگرایی زیرمجموعهدر صفحه مختلط است.  𝑊(𝐴)به معنی بستار  ̅̅

 .]7[ کنیماستفاده می 0مختلط، از توپولوژی القا شده توسط متریک هاسدورف
برابر  (𝐾2 𝐾1)∆دو زیر مجموعه فشرده صفحه مختلط باشند. فاصله هاوسدورف  𝐾1و  𝐾2فرض کنید 

باشد و  𝐾1از  𝑦شامل حداقل یک نقطه  𝐾2در  𝑥همسایگی بسته هر -𝑟که است بطوری  𝑟کوچکترین عدد 

 برعکس. به عبارت دیگر،
∆(𝐾2 𝐾1) = max {sup

𝑥∈𝐾2

inf
𝑦∈𝐾1

|𝑥 − 𝑦|  sup
𝑦∈𝐾1

inf
𝑥∈𝐾2

|𝑥 − 𝑦|}.   

 کند.یک نگاشت پیوسته روی عملگرها القا می ،گوید که بستار برد عددیقضیه بعد می

باشد که به عملگر  ℋیک دنباله از عملگرهای خطی کراندار روی  {𝐴𝑛}یک فضای هیلبرت و  ℋاگر قضیه. 

̅̅𝑊(𝐴𝑛)در نرم همگرا است، آنگاه  𝐴خطی کراندار  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑊(𝐴)در متریک هاوسدورف به  ̅ ̅̅ ̅̅  همگرا است. ̅̅
را  باشددارد میابع داخلی که صفر را ثابت نگه ای یا تتک جمله 𝜑در حالتی که  𝑊(𝐶𝜑)ماتاچه شکل  ]20 [در

مشخص کرده است. همچنین او برخی از خواص برد عددی عملگرهای ترکیبی بیان کرده است. او همچنین نشان 

𝜑داده که اگر  = 𝑎 ،1 < |𝑎| <  2 و1یک گوی بسته که مرز آن یک بیضی با کانون های  𝑊(𝐶𝜑)آنگاه  2

است و طول قطر افقی آن برابر است با 
2

√2−|𝑎|1
. برد عددی بعضی از عملگرهای ترکیبی فشرده مشخص گردیده  

 است.

های دریختیبوسیله بعضی از خو 𝐻1عددی عملگرهای ترکیبی القا شده روی فضای هاردی  شکل برد ]1 [در

 اند:ویسندگان نتایج زیر را ثابت کردههمدیس گوی واحد خصوصا سهموی و هذلولوی مشخص شده است. ن

  اگر𝜑  همدیس سهموی یا هذلولوی خودریختی𝕌  باشد آنگاه𝑊(𝐶𝜑)  گویی به مرکز مبدا

 مختصات است.

  اگر𝜑  خودریختی هذلولوی𝕌 باشد که مزدوج همدیس با اتساع مثبت𝑧 → 𝑟𝑧   ،(1 <

𝑟 < 2)  

گوی باز به مرکز مبدا و شعاع  𝑊(𝐶𝜑)باشد آنگاه 
2

√𝑟  
 است. 

  اگر𝜑 بیضیوی و مزدوج همدیس با چرخش𝑧 → 𝜔𝑧   ،(|𝜔| = ریشه واحد نباشد  ωو (2

̅̅𝑊(𝐶𝜑)آنگاه  ̅̅ ̅̅ ̅̅  گوی به مرکز مبدا است. ̅

  اگر𝜑  یک خودریختی بیضوی𝕌  باشد، آنگاه  2−با پارامتر چرخشی𝑊(𝐶𝜑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ بیضی با  ̅

 است. 2± هایکانون

نویسندگان ثابت کردند که بستار برد عددی هر عملگر ترکیبی، بجز همانی، شامل صفر است. آنها بر  ]0 [در 

 شمول صفر تمرکز کردند.

 

 

 

                                                 
9 Hausdorff metric  
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 رفتار مجانبي. 1

𝜑دارد به شکل که مبدا را ثابت نگه نمی 𝕌از  𝜑یک خودریختی بیضوی  = 𝛼𝑝𝑜𝜌𝜔𝑜𝛼𝑝 های است برای ثابت

𝑝 ∈ 𝕌 − ωو  {0} ∈ 𝜕𝕌 اگر بخواهیم وابستگی .𝜑  به𝑝  وω  نشان بدهیم خودریختی بیضوی

𝛼𝑝𝑜𝜌𝜔𝑜𝛼𝑝  را𝜑𝑝𝜔 دهیم.نمایش می 

𝑊}در این بخش ما رفتار مجانبی دنباله  (𝐶𝜑𝑝𝜔𝑘
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
}
𝑘=2

∞

𝜔𝑘را زمانی که   = 𝑒
1𝜋𝑖
𝑘  و𝑝 ∈ 𝕌  نسبت به است

به گوی  ،𝑝کنیم این دنباله مستقل از انتخاب و ثابت میکنیم، شده بوسیله متر هاسدورف بررسی میتوپولوژی القا 

 ، همگرا است. �̅�واحد بسته، 

𝐶𝜑𝑝𝜔دهد که برد عددی گزاره مفید بعدی نشان می
براین در بستگی دارد و بنا 𝑝و قدرمطلق  ωفقط به مقدار  

1حقیقی است و  𝑝کنیم که سراسر این مقاله فرض می < 𝑝 < 2. 

𝑝فرض کنیم  1.3گزاره ∈ 𝕌  و𝐶𝜑𝑝𝜔
 باشد آنگاه  𝜑𝑝𝜔عملگر ترکیبی بیضوی القا شده بوسیله  

𝑊(𝜑𝑝𝜔) = 𝑊(𝜑|𝑝|𝜔) 

𝑝. فرض کنیم برهان = 𝜂|𝑝|  برای بعضی𝜂 ∈ 𝜕𝕌. آید کهبه سادگی به دست می 

𝜑𝑝𝜔 = ρ𝜂𝑜𝜑|𝑝|𝜔𝑜𝜌𝜂−2  
 و بنابراین

𝐶𝜑𝑝𝜔
= 𝐶𝜌𝜂−2𝑜𝐶𝜑|𝑝|𝜔𝑜𝐶𝜌𝜂  

𝑉چون  = 𝐶𝜌𝜂  عملگر ترکیبی یکانی القا شده روی𝐻1  بوسیله𝜌𝜂 است لذا 

 𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔
) = W(𝐶𝜌𝜂−2𝑜𝐶𝜑|𝑝|𝜔𝑜𝐶𝜌𝜂) = 𝑊(𝐶𝜑|𝑝|𝜔) 

𝑘باشد. برای مرتبه  𝑘یک خودریختی بیضوی از مرتبه  𝜑فرض کنیم  = ، همانطور که در مقدمه گفته شد، 1

𝑊(𝐶𝜑)   است، ولی برای مرتبه  2±بیضی با کانون های𝑘 > هنوز مشخص نشده است. در  𝑊(𝐶𝜑)، شکل 1

 ن شده است.یهایی تبیهای چنین مجموعهبعد رفتار مجانبی بعضی از دنبالهقضیه 

𝜔𝑘فرض کنیم . 1.8قضیه  = 𝑒
1𝜋𝑖
𝑘 ،1 < 𝑝 < 𝜑و  2 = 𝛼𝑝𝑜𝜌𝜔𝑘𝑜𝛼𝑝  آنگاه𝑊(𝐶𝜑𝑘)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑘وقتی  ̅̅ → ∞ ،

 است. ،�̅�همگرا به گوی بسته واحد،

𝑒𝑗(𝑧)قرار دهید . برهان = (𝛼𝑝(𝑧))
𝑗

𝑗برای   = 1 2 1 … 𝑘 − . با محاسبات سرراست داریم 2

𝐶𝜑𝑘𝑒𝑗(𝑧) = 𝜔𝑘
𝑗
𝑒𝑗(𝑧) یعنی ،𝑒𝑗  تابع ویژه از𝐶𝜑𝑘  متناظر با مقدار ویژه𝜔

𝑘

𝑗
𝜔است. در نتیجه  

𝑘

𝑗
∈

𝑊(𝐶𝜑𝑘) فرض کنیم .𝑇𝑘 2}پوسته محدب از 𝜔𝑘 𝜔𝑘
1 … 𝜔𝑘

𝑘−2}  باشد. چون𝑊(𝐶𝜑𝑘)  محدب، کراندار و

 است لذا  ||𝐶𝜑𝑘||شعاع عددی آن کمتر یا مساوی 

𝑇𝑘 ⊆ 𝑊(𝐶𝜑𝑘)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝐵(1||𝐶𝜑𝑘|| 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

 بنابراین

∆(𝑊(𝐶𝜑𝑘)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑇𝑘) = sup

𝑥∈𝑊(𝐶𝜑𝑘)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

inf
𝑦∈𝑇𝑘

|𝑥 − 𝑦| ≤ ||𝐶𝜑𝑘|| − cos
𝜋

𝑘
. 

 از طرف دیگر 

 𝑘 → (𝑇𝑘 �̅�)∆  اگر ∞ → 1   



 22                                                                                                                                      شاپیرو–ردونبحدس 
 

   

 تابع داخلی است، 𝜑𝑘همچنین، چون 

   𝑘 → ||𝐶𝜑𝑘|| اگر ∞ = √
|2− 𝑝1𝜔𝑘| + 𝑝|2− 𝜔𝑘|
|2− 𝑝1𝜔𝑘| − 𝑝|2− 𝜔𝑘|

→ 2 

 آید.ت با ترکیب سه رابطه فوق بدست میاثبا

 

 𝛗پیوستگي نسبت به نماد . 0

در  𝐴را همگرا به  ℋاز عملگرهای خطی کراندار روی فضای هیلبرت  {𝐴𝑛}کنیم که دنباله ی یادآوری می

𝐴𝑛)||، می نامیم اگر SOTی، توپولوژی عملگر قو − 𝐴)𝑥|| → 𝑥برای هر بردار  1 ∈ ℋ. 

در واقع ما قضیه زیر  پیوسته است. 𝜑کنیم که عملگرهای ترکیبی به عنوان تابعی از نماد این بخش ما ثابت می در

 کنیم.را ثابت می

𝜑𝑛های همدیس گوی واحد باشد. اگر دنباله ای از خودریختی {𝜑𝑛}فرض کنیم  0.3قضیه  → 𝜑  وقتی𝑛 →

𝑓، آنگاه برای هر 𝕌های فشرده ، روی زیرمجموعه∞ ∈ 𝐻1 

𝐶𝜑𝑛𝑓 → 𝐶𝜑𝑓 وقتی 𝑛 → ∞. 

 در واقع

𝐶𝜑𝑛 → 𝐶𝜑 در SOT. 

𝜑𝑛،]21 [از  00صفحه  (𝑎)0مساله  بنابر. برهان → 𝜑تی طور ضعیف، وق، به𝑛 →  .  از طرفی ∞

1 ≤ ‖𝜑𝑛  − 𝜑‖
1 = ‖𝜑𝑛‖

1 − 1𝑅𝑒 < 𝜑𝑛 𝜑 > +‖𝜑‖1 

≤ 1(2− 𝑅𝑒 < 𝜑𝑛𝜑 >) →  1  
‖𝜑‖چون  = 𝜑𝑛‖، بنابراین 2 − 𝜑‖ → 1. 

𝑝𝑘(𝑧)فرض کنیم  = 𝑧
𝑘  برای𝑘 = 1 2 1… آنگاه 

||(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)𝑝𝑘|| = ∫ |(𝜑𝑛(𝑧))
𝑘
− (𝜑(𝑧))

𝑘
|2𝑑𝑚𝑧

 𝜕𝕌

 

≤ 𝑘1 ∫ |(𝜑𝑛(𝑧)) − (𝜑(𝑧))|
2𝑑𝑚𝑧

 𝜕𝕌

 

= 𝑘2||𝜑𝑛 − 𝜑|| 

𝑛 کند وقتی که به صفر میل می → 𝐶𝜑𝑛)||. بنابراین  ∞ − 𝐶𝜑)𝑃|| → . فرض 𝑃ای برای هر چندجمله 0

𝑓کنیم  ∈ 𝐻1  و{𝑃𝑘} ها که در ایای از چندجملهدنباله𝐻1  به𝑓  همگرا باشد. چون𝜑𝑛  و𝜑  توابع داخلی

limهستند و 
𝑛→∞

|𝜑𝑛(1)| = |𝜑(1)| برای هر عدد صحیح مثبت ،𝑛داریم ، 

||(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)|| ≤ √
|2+ 𝜑𝑛(1)|
|2− 𝜑𝑛(1)|

+ √
|2+ 𝜑(1)|
|2− 𝜑(1)|

≤ 𝑀 

𝜖یک عدد حقیقی مثبت است. حال فرض کنید  𝑀جایی که  >  𝑘1انتخاب شده باشد. عدد صحیح و مثبت  1

𝑓||وجود دارد بطوری که  − 𝑃𝑘1
|| ≤

𝜖

1𝑀
𝑛هست بطوری که  𝑁. همچنین عدد صحیح و مثبت  ≥ 𝑁  ایجاب

𝐶𝜑𝑛)||کند می − 𝐶𝜑)𝑃𝑘0
|| ≤

𝜖 

2
 ، و لذا داریم

‖(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)𝑓|| = ||(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)(𝑓 ± 𝑃𝑘0
)|| ≤ 
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||(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)(𝑓 − 𝑃𝑘0
)|| + ||(𝐶𝜑𝑛 − 𝐶𝜑)𝑃𝑘0

|| ≤ 𝜖 
𝐶𝜑𝑛)||و در نتیجه  − 𝐶𝜑)𝑓|| → 𝑛وقتی  1 →  کند.، و این اثبات را کامل می ∞

 تعریف شده است. آنگاه  0.1تابعی باشد که در قضیه   𝜑𝑘فرض کنید 0.8نتیجه

𝐶𝜑𝑘 → 𝐶𝜑  وقتی𝑘 →  SOT در ∞

𝑧با یک محاسبات ساده، برای  .برهان ∈ 𝜕𝕌 داریم ، 

|𝜑𝑘(𝑧) − 𝑧| =
|2− 𝜔𝑘||𝑝 − 𝑧||2− 𝑝𝑧|
|2− 𝑝1𝜔𝑘 − 𝑝(2− 𝜔𝑘)𝑧|

≤
|2− 𝜔𝑘|(2+ 𝑝)1

|2− 𝑝1𝜔𝑘| − |𝑝(2−𝜔𝑘)|
 

𝑘 است و وقتی 𝑧چون طرف راست نامساوی بالا مستقل از  → 𝜑𝑘(𝑧)کند لذا به صفر میل می ∞ → 𝑧  بطور

𝜑𝑘(𝑧)ماکزیمم قدرمطلق . بنابر قضیه 𝕌��یکنواخت روی  → 𝑧های فشرده ، بطور یکنواخت روی زیرمجموعه𝕌 .

 آید.بدست می 0.2نتیجه از قضیه 

𝑓تعریف شده است. آنگاه برای هر 0.1تابعی باشد که در قضیه   𝜑𝑘فرض کنید 0.8نتیجه ∈ 𝐻1   با||𝑓|| = 2 

>داریم  𝐶𝜑𝑘𝑓𝑓 >→ 𝑘وقتی که  1 → ∞. 

 داریم  0.2اثبات. بنابر نتیجه 

| < 𝐶𝜑𝑘𝑓 𝑓 > −||𝑓||
2
| = | < 𝐶𝜑𝑘𝑓 − 𝑓 𝑓 > | ≤ ||𝐶𝜑𝑘𝑓 − 𝑓|| ||𝑓|| → 0 

||𝑓||بنابراین اگر  = >آنگاه  2 𝐶𝜑𝑘𝑓 𝑓 >→ 𝑘وقتی که  1 → ∞. 

𝜑𝑘فرض کنید 0.1نتیجه = 𝛼𝑝𝑜𝜌𝜔𝑘𝑜𝛼𝑝  آنگاه دنباله ،{𝐶𝜑𝑘} .در توپولوژی نرم عملگرها واگرا است 

lim ،0.1قضیه  اثبات. بنابر
𝑘→∞

𝑊(𝐶𝜑𝑘)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� و این واقعیت که  0.1و نتیجه  1.2. اثبات به سادگی از قضیه

𝑊(𝐶𝑧) = {2} ≠ �̅� شود.حاصل می 

 

 های بیضویخودريختي. 8

به طور  𝐶𝜑دارد. با اینکه برد عددی باشد که مبدا را ثابت نگه نمی 𝕌یک خودریختی بیضوی از  𝜑فرض کنیم 

 شود.این بخش بعضی از خواص آن مطرح میکامل مشخص نشده، در 

های بیضوی از د عددی عملگرهای ترکیبی خودریختیدر این بخش ما به طور خاص به سوالی درباره شکل بر

ωاند. در واقع اگر بحث کرده ]1 [دهیم که بردون و شاپیرو دری روی فضای هاردی پاسخ میمرتبه متناه =

𝑒
1𝜋𝑖
𝑘 ،𝑘 ≥ 𝜑𝑝(𝑧)و  1 = 𝛼𝑝(𝜔𝛼𝑝(𝑧))کنیم برای بعضی ، آنگاه ما ثابت می𝑝  ها𝑊(𝐶𝜑𝑝) .گوی نیست  

 

𝑊(𝐶𝜑)باشد. آنگاه  𝕌خودریختی بیضوی از  𝜑فرض کنیم  8.3قضیه  =  𝑊(𝐶𝜑
−2)

∗
. 

𝑓فرض کنیم  .برهان ∈ 𝐻1  و||𝑓|| = 𝑓(𝑧)کنیم و تعریف می 2 = 𝑓(𝑧̅)̅̅ ̅̅  . واضح است که ̅̅

< 𝐶𝜑𝑓 𝑓 > =< 𝑓 𝐶𝜑
−2𝑓 > =< 𝐶𝜑

−2𝑓 𝑓 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ، 

𝑊(𝐶𝜑کند که و این ایجاب می
−2)

∗
⊂ 𝑊(𝐶𝜑) طرف دیگر به سادگی، با روش مشابه و این واقعیت که .𝑓 =

𝑓 آید.بدست می 

𝑝برای نقطه ثابت  ∈ 𝕌  و عدد صحیح و غیرمنفی𝑛فرض کنیم ، 

𝑏𝑛(𝑧): =
√2− |𝑝|1

2 − �̅�𝑧
(𝛼𝑝(𝑧))

𝑛

     (𝑧 ∈ 𝕌) 
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;𝑏𝑛}در این صورت  𝑛 ∈ ℕ} ای برای فضای هاردی پایه𝐻1 شهرت دارد )برای جزییات  21است که به پایه گایکر

 را ببینید(. ]1 [بیشتر مرجع 

 را با  𝐻1گایکر( را روی فضای هاردی  پایه)نسبت به  𝑀𝛼𝑝(𝑧)عملگر انتقال رو به جلو 
𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓(𝑧):= 𝛼𝑝(𝑧)𝑓(𝑧) 

𝑓 𝑔کنیم. برای تعریف می ∈ 𝐻1 داریم 
< 𝑀𝛼𝑝(𝑧)

∗ 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓(𝑧) 𝑔(𝑧) ≥< 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓(𝑧) 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑔(𝑧) > 

=
2

1𝜋𝑖
∫ 𝛼𝑝(𝑧)𝑓(𝑧)𝛼𝑝(𝑧)𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑑𝑧

𝑧𝜕𝕌

=< 𝑓 𝑔 > 

𝑀𝛼𝑝(𝑧)یکمتری است و  𝑀𝛼𝑝(𝑧)بنابراین 
∗ 𝑀𝛼𝑝(𝑧) = 𝐼 در واقع . 

𝑀𝛼𝑝(𝑧)
∗ 𝑓(𝑧) =

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑝)

𝛼𝑝(𝑧)
 

𝑝باشد که  𝕌یک خودریختی بیضوی از  𝜑همچنین، اگر  ∈ 𝕌 دارد و پارامتر چرخش آن را ثابت نگه میω  باشد

 آنگاه

𝐶𝜑𝑀𝛼𝑝(𝑧) = 𝜔𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝐶𝜑، 

 کند:و این قضیه زیر را ایجاب می

 باشد. آنگاه ωبا پارامتر چرخش  𝕌خودریختی بیضوی از  𝜑فرض کنیم  8.8قضیه 

𝜔𝑊(𝐶𝜑) ⊂ 𝑊(𝐶𝜑) 
𝑓فرض کنیم  .برهان ∈ 𝐻1   و||𝑓|| =  . آنگاه2

ω < 𝐶𝜑𝑓 𝑓 > = 𝜔 < 𝐶𝜑𝑓 𝑀𝛼𝑝(𝑧)
∗ 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓 > = 𝜔 < 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝐶𝜑𝑓 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓 >  

=< 𝐶𝜑𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓 𝑀𝛼𝑝(𝑧)𝑓 > 

𝑝جایی که  ∈ 𝕌  نقطه ثابت𝜑  است. چون𝑀𝛼𝑝(𝑧) کند که یکمتری است، ایجاب می 

𝜔𝑊(𝐶𝜑) ⊂ 𝑊(𝐶𝜑). 

 ، داریم که: 5.1به عنوان یک نتیجه از قضیه 

ریشه واحد نباشد آنگاه   ωباشد. اگر  ωبا پارامتر چرخش  𝕌خودریختی بیضوی از  𝜑فرض کنیم  8.1نتیجه 

𝑊(𝐶𝜑)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  گویی به مرکز مبدا است. ̅

𝜔𝑗𝑊(𝐶𝜑)داریم  𝑗برای هر عدد صحیح غیرمنفی  5.1اثبات. بنابر قضیه  ⊂ 𝑊(𝐶𝜑) چون .ω  ریشه واحد

𝜃 ،𝑒𝑖𝜃𝑊(𝐶𝜑)ن برای هر عدد حقیقی و مثبت در دایره واحد چگال است و بنابرای {𝜔𝑗}نیست لذا 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂

𝑊(𝐶𝜑)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑊(𝐶𝜑). بنابراین ̅

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  گویی به مرکز مبدا است. ̅

باشد. آنگاه شرایط زیر برقرار  ωو پارامتر چرخش  𝑘از مرتبه  𝕌خودریختی بیضوی  𝜑فرض کنیم  8.0نتیجه 

 است:

2) 𝜔𝑊(𝐶𝜑) = 𝑊(𝐶𝜑) 

𝑘اگر  (1 >  بیضی نیست. 𝑊(𝐶𝜑)آنگاه  1

                                                 
10 Guyker 
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 داریم  5.1از قضیه  .برهان

𝜔𝑘𝑊(𝐶𝜑) ⊂ 𝜔𝑘−2𝑊(𝐶𝜑) ⊂ ⋯ ⊂ 𝑊(𝐶𝜑) 
𝜔𝑘( از 2قسمت ) = 𝑘شود. حال اگر نتیجه می 2 >  آنگاه 1

𝜔1𝑊(𝐶𝜑) = 𝜔𝑊(𝐶𝜑) = 𝑊(𝐶𝜑) 
 بیضی نیست. 𝑊(𝐶𝜑)بنابراین 

گوی باشد  𝑊(𝐶𝜑)اگر   5.0از مرتبه متناهی باشد. بنا بر نتیجه 𝕌خودریختی بیضوی  𝜑فرض کنیم  8.8تذکر 

 آنگاه مرکز آن مبدا مختصات خواهد بود.

آید وریم. با یک محاسبه ساده بدست میآنسبت به پایه گایکر را بدست می 𝐶𝜑𝑝نمایش ماتریسی عملگر ترکیبی 

 که:

(𝐶𝜑𝑝𝑏𝑛)(𝑧) =
𝜔𝑛(2− 𝜔𝑝1 − 𝑝(2− 𝜔)𝑧)

2− 𝑝1 𝑏𝑛(𝑧) 

 ،𝑛و  𝑚بنابراین برای اعداد صحیح و مثبت 

< 𝐶𝜑𝑝𝑏𝑛 𝑏𝑚 >=
𝜔𝑛(2− 𝜔𝑝1)

2− 𝑝1 < 𝑏𝑛 𝑏𝑚 > −
𝑝(2− 𝜔)𝜔𝑛

2− 𝑝1 < 𝑧𝑏𝑛 𝑏𝑚 >. 

 های قطرییهپایین مثلثی با درا {𝑏𝑛}در یایه  𝐶𝜑𝑝گایکر نشان داده که ماتریس  ]7 [در 

[2 𝜑𝑝′ (𝑝) 𝜑𝑝′ (𝑝)1… ] 
𝑛های زیر قطر اصلی را مشخص کنیم. اگر ت. بنابراین ما نیاز داریم درایهاس = 𝑚، 

< 𝑧𝑏𝑚 𝑏𝑚 > = 𝑝. 

𝑚حال فرض کنیم  > 𝑛داریم . 

< (2− 𝑝𝑧)𝑏𝑛+2 𝑏𝑚 > =< (2− 𝑝𝑧)
√2 − 𝑝1

2− 𝑝𝑧
(𝛼𝑝(𝑧))

𝑛+2
 𝑏𝑚 > = 

< (𝑝 − 𝑧)𝑏𝑛 𝑏𝑚 >= 𝑝 < 𝑏𝑛 𝑏𝑚 > −< 𝑧𝑏𝑛 𝑏𝑚 >. 
 بنابراین ما فرمول بازگشتی زیر را داریم:

< 𝑧𝑏𝑛 𝑏𝑚 >= 𝑝 < 𝑏𝑛 𝑏𝑚 > +𝑝 < 𝑧𝑏𝑛+2 𝑏𝑚 > −< 𝑏𝑛+2 𝑏𝑚 >. 
 با حل این فرمول بازگشتی داریم

< 𝑧𝑏𝑛 𝑏𝑚 >= 𝑝𝑚−𝑛+2(𝑝 < 𝑧𝑏𝑚 𝑏𝑚 > −2) = (𝑝1 − 2)𝑝𝑚−𝑛−2 
 و بنابراین

< 𝐶𝜑𝑝𝑏𝑛 𝑏𝑚 >=

{
 
 

 
 1                                  𝑚 < 𝑛 اگر

𝜔𝑛                               𝑚 = 𝑛 اگر 

𝜔𝑛(2− 𝜔)𝑝𝑚−𝑛     𝑚 > 𝑛 اگر

 

 عبارت است از  𝐻1از  {𝑏𝑛} نسبت به پایه گایکر 𝐶𝜑𝑝تریسی عملگر ترکیبی نمایش مالذا 

𝐶𝜑𝑝 = (𝑎𝑖𝑗
(𝑝)
) 

 که 
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𝑎𝑖𝑗
(𝑝)
=

{
 
 

 
 𝜔

𝑗−2                            𝑖 = 𝑗 اگر

𝜔𝑗−2(2− 𝜔)𝑝𝑖−𝑗     𝑖 > 𝑗 اگر 

1                                    𝑖 < 𝑗 اگر

 

 کنند.مجموعه اعداد صحیح مثبت تغییر میدر  𝑗و  𝑖های وقتی که زیرنویس

مرجع  5قبل از اینکه به موضوع اصلی این بخش بپردازیم، بعضی از مطالب مربوط به نظریه ماتریس ها از فصل 

 کنیم.یادآوری می ]22[

𝐴ماتریس مربعی  = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 مجموع قدرمطلق نرم ماکزیمم های حقیقی یا مختلط را در نظر بگیرید. با درایه

||𝐴||، ستون
2

||𝐴||، نرم طیفی یا نرم عملگر، 
1

||𝐴||، نرم ماکزیمم مجموع قدرمطلق سطر ، و
∞

 ، به ترتیب با 

||𝐴||
2
= max

𝑗
∑|𝑎𝑖𝑗|   ||𝐴||1 = √𝑟(𝐴∗𝐴)   ||𝐴||

∞
= max

𝑖
∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=2

𝑛

𝑖=2

 

ین سه نرم است. ا 𝐴∗𝐴بزرگترین مقدار ویژه طیفی  𝑟(𝐴∗𝐴)و  𝐴ترانهاده مزدوج  ∗𝐴شوند، جایی که تعریف می

 کنند:در نامساوی زیر صدق می

||𝐴||
1

1
≤ ||𝐴||

2
||𝐴||

∞
 

1فرض کنیم  8.5لم  < 𝑝 < 𝑛باشد. آنگاه برای هر  𝑘خودریختی بیضوی مرتبه  𝜑𝑝𝜔و  2 ≥ 𝑘، 

||𝐴𝑛𝑝 − 𝐴𝑛||
1
≤ |2− 𝜔|

𝑝

2− 𝑝
 

𝐴𝑛جایی که  = 𝑑𝑖𝑎𝑔{2 𝜔 𝜔1… 𝜔𝑘−2}  و𝐴𝑛𝑝 = [𝑎𝑖𝑗
(𝑝)
]
𝑛×𝑛

 𝑛سطر و  𝑛زیر ماتریس حاصل از  

 می باشد. 𝐶𝜑𝑝ستون اول نمایش ماتریسی عملگر 

 :داریم .برهان

||𝐴𝑛𝑝 − 𝐴𝑛||
2
= max

𝑗
∑|𝑎𝑖𝑗

(𝑝) − 𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑖=2

= max
𝑗

∑ |2− 𝜔|𝑝𝑖−𝑗
𝑛

𝑖=𝑗+2

 

= max
𝑗
|2− 𝜔|𝑝

2− 𝑝𝑛−𝑗

2− 𝑝
≤ |2− 𝜔|

𝑝

2− 𝑝
 

 و

||𝐴𝑛𝑝 − 𝐴𝑛||
∞
= max

𝑖
∑|𝑎𝑖𝑗

(𝑝) − 𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=2

= max
𝑖
∑|2− 𝜔|𝑝𝑖−𝑗
𝑖−2

𝑗=2

= max
𝑖
|2− 𝜔|

𝑝 − 𝑝𝑛

2− 𝑝
≤ |2− 𝜔|

𝑝

2− 𝑝
 

 شود.قبل از لم یادآوری کردیم کامل میها که راین اثبات به کمک رابطه بین نرمبناب

𝜔اگر  8.5قضیه = 𝑒
1𝜋𝑖
𝑘 ،𝑘 ≥ 𝜑𝑝𝜔(𝑧)و  1 = 𝛼𝑝(𝜔𝛼𝑝(𝑧)) آنگاه .𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔

ها  𝑝برای بعضی از  (

 گوی نیست.

𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔فرض کنیم )فرض خلف(،  .برهان
𝑊(𝐴1𝑝)یک گوی باشد. چون  ( ⊆ 𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔

 𝑊(𝐴1𝑝)و  (

𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔است لذا شعاع عددی  𝜔 2یک بیضوی با کانون های 
𝑟(𝐶𝜑𝑝𝜔یعنی  (

اکیدا از یک بزرگتر است.  (
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𝑛مرکز این گوی مبدا مختصات است. حال فرض کنیم  8.0نتیجه بنابر  ≥ 𝑘  و𝑥 ∈ ℂ𝑛  با||𝑥|| = 2 .

 بنابراین

| < 𝐴𝑛𝑝𝑥 𝑥 > −< 𝐴𝑛𝑥 𝑥 > | = ||𝐴𝑛𝑝 − 𝐴𝑛||
1
≤ |2− 𝜔|

𝑝

2− 𝑝
 

 از اینرو

Δ (𝑊(𝐴𝑛𝑝) 𝑊(𝐴𝑛))

= sup
||𝑥||=2

inf
||𝑦||=2

| < 𝐴𝑛𝑝𝑥 𝑥 > −< 𝐴𝑛𝑦 𝑦 > |

≤ sup
||𝑥||=2

|< 𝐴𝑛𝑝𝑥 𝑥 > −< 𝐴𝑛𝑥 𝑥 >| ≤ ||𝐴𝑛𝑝 − 𝐴𝑛||
1

≤ |2− 𝜔|
𝑝

2− 𝑝
. 

𝑊(𝐶𝜔𝑧)از طرف دیگر  = 𝑇𝑘  جایی که𝑇𝑘  2} مجموعهمحدب غلاف 𝜔…  𝜔𝑘−2}  یعنی کوچکترین ،

…2 𝜔}ی محدب شامل مجموعه  𝜔𝑘−2}2. چون ، است ،𝜔 و...،𝜔𝑘−2  مقادیر ویژه𝐶𝜑𝑝𝜔
𝑇𝑘هستند،   ⊆

𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔
 . از اینرو(

Δ (𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔
)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑊(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ≥ 𝑟(𝑊 (𝐶𝜑𝑝𝜔

) − cos (
𝜋

𝑘
) > 2 − cos (

𝜋

𝑘
) 

1فرض کنیم  < 𝜖 < 2 − cos (
𝜋

𝑘
1اختیار شده باشد. بنابراین  ( < 𝑝 < وجود دارد بطوری که  2

|2− 𝜔|
𝑝

2−𝑝
<

𝜖

1
𝑝 ،𝑛. برای چنین  > Δاست که  1 (𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔

)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑊(𝐴𝑛𝑝)) <
𝜖

1
، لذا  

Δ (𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔
)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑊(𝐶𝜔𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) < 𝜖 .که تنافض است 

𝑘قضیه بالا که نتیجه اصلی است برای تمام . 8.5تبصره ≥ کند که مرز مشخص می 𝑝ای را برای محدوده  1

𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔
کند اما پاسخی برای مساله وجود دارد. برای مثال کاهش پیدا می 𝑝مقدار  𝑘دایره نیست. با افزایش  (

𝑘اگر  = 𝑝آنگاه برای  6 ∈ 𝕌  با شرط|𝑝| <
2

8
𝑊(𝐶𝜑𝑝𝜔مرز  

 دایره نخواهد بود. (

 

 . نتیجه گیری:5

لگرها ترکیبی، با زیرنویس بیضوی از مرتبه متناهی، ثابت شد ولی همچنان با اینکه قضیه برای خانواده بزرگی از عم

عددی عملگرهای ترکیبی در  مندان به بردو علاقه  طراحان این حدسیه .مساله به طور کامل حل نشده و باز است

 مراجعه کنید. ]6 [اند که برای مثال بهصدد حل آن هستند و در این مسیر نتایج جالبی را اثبات کرده
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