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  مقدمه .1
مطالعه در خصوص عملگرهاي ارگودیک میانگین به  

]  17گردد، جایی که ون نیومن در [بر می  1931سال  
روي فضاي   푇  پیوستهثابت کرد براي عملگر یکانی  

وجود دارد، به    퐻  روي푃   عملگر تصویر  퐻  هیلبرت
]푇طوري که ) با توپولوژي قوي 푇(سزارو میانگین      [
سال بعد یعنی در    8باشد.  همگرا می  푃به    2عملگرها

[1939سال   لورچ  فضاهاي 14،  در  داد  نشان   [
کران3انعکاسی  عملگرهاي  ارگودیک ،  توانی،  دار 

می [میانگین  لین  اگر 13باشند. سپس  کرد  اثبات   [
푇   عملگري باشد که→ به طور    푇  گاهآن  ،0

اگر،   تنها  و  اگر  است،  میانگین  ارگودیک  یکنواخت 
퐼푚(퐼 − 푇)  ] نتیجه اخیر را به  15بسته باشد. لوتز [

دانفورد خاصیت  با  گروتندیک  (به -فضاهاي  پتیس 
) گسترش و نشان داد براي هر عملگر  퐺퐷푃اختصار  

→که    퐺퐷푃روي یک فضاي   푇دارکران 0  ،
طور   به  معادل  عملگر  یک  بودن  میانگین  ارگودیک 

  یکنواخت ارگودیک میانگین بودن آن است. 
طور موضعی محدب و  زم به ذکر است یک فضاي بهلا

فضاي     푋هاسدورف   هر می   퐺퐷푃یک  اگر  باشد، 
در   توپولوژي ضعیف)  푋(دوگان    푋دنباله  در  - که 

σ(푋ستاره،   ,푋)می همگرا  توپولوژي ،  در  باشد 
σ(푋ضعیف   ,푋 باشد.    ( همگرا  (فضاي   푙نیز 

퐻دار) و هاي کراندنباله (퐷)   فضاي توابع تحلیلی)
باشند. فضاي  هایی از این نوع فضا میدار) مثالکران

مورد مطالعه در این مقاله، یعنی فضاي بلوچ نیز در 
می قرار  دسته  بلوچ این  فضاي  که  حالی  در  گیرد، 
  ]. 11باشد [نمی 퐺퐷푃کوچک یک فضاي  

عکس قضیه لورچ را   ]10فونف، لین و وي داسچیک [ 
بان فضاهاي  میبراي  شودر  پایه  داراي  که  باشند،  اخ 

 
2- Strong Operator Topology 

3- Reflexive Spaces 

4- Multiplication Operator 

یک فضاي باناخ با    푋اثبات کرده و نشان دادند اگر  
کران  عملگر  هر  که  طوري  به  باشد،  شودر  دار  پایه 

آنگاه   باشد،  میانگین  ارگودیک  فضاي   푋توانی،  یک 
  انعکاسی است. 

براي دریافت اطلاعات بیشتر در خصوص عملگرهاي 
] و  22] و [18]، [12توان به [ارگودیک میانگین، می

  مراجع معرفی شده در آنها مراجعه نمود.  
سال و  در  دینامیک  خصوصیات  مطالعه  اخیر،  هاي 

هاي آن مورد توجه  ترکیبی و شاخه ارگودیک عملگر
از   رشته  این  است.  گرفته  قرار  دانان  ریاضی  ویژه 

] دومانسکی  و  بونت  توسط  بار  اولین  با   ]6مطالعات 
ر ترکیبی  عملگر  فضاي  مطالعه  آغاز    퐻(픻)وي 

] عملگر ترکیبی را روي  20گردید. پس از آن ولف [
퐻دار از مرتبه نامتناهی  فضاهاي برگمن وزن (픻) 

] شرایط  7مورد مطالعه قرارداد. سپس بونت و ریکر [
عملگر  کران بودن  میانگین  ارگودیک  و  توانی  دار 

퐻دار  را روي فضاهاي برگمن وزن   4ضربی (픻)    و
퐻 (픻)   تعیین نمودند. اخیرا، بلتران و سایر مولفین

]4] و  روي 5]  را  ترکیبی  عملگر  ارگودیک  ویژگی   [
퐻و    5(جبر قرصی)  퐴(픻)فضاهاي   (픻)   و عملگر

را روي فضاي  ترکیبی وزن مورد مطالعه   퐻(픻)دار 
[ اند.قرارداده نتایج بدست آمده  2ارنت و همکاران   [

هاي عملگر ترکیبی  ] را به همگرایی دنباله توان4در [
퐴(픻)  ،퐻در فضاهاي مختلفی همچون   (픻)  جبر ،

هاردي  푊(픻)  6واینر  فضاهاي   ،퐻   فضاهاي و 
وزن 퐻دار  هاردي  (훽)  ] در  دادند.  ]  11گسترش 

هاي ارگودیک عملگر ترکیبی در فضاهاي باناخ  ویژگی
مختلفی از جمله فضاي بلوچ مورد مطالعه قرار گرفته  

  دهند. هاي مقابل این نتایج را نشان میاست. جدول
   

5- Disk Algebra 

6- Wiener Algebra 



 

 ۷                                                                                           در فضاي بلوچارگودیک میانگین  λCدار  عملگر ترکیبی وزن 
 

   

  در فضاي بلوچ  푪흋) مربوط به عملگر ترکیبی  1جدول شماره (

  휑  داراي نقطه دنجوي ولف داخلی  휑   داراي نقطه
  دنجوي ولف مرزي 

휑   خودریختی بیضوي
  معادل با دوران گویا 

휑   خودریختی بیضوي
  معادل با دوران غیرگویا 

          دار توانیکران 
  퐶     به شرط شبه فشرده بودن    ارگودیک میانگین 
به طور یکنواخت  
  퐶      به شرط شبه فشرده بودن    ارگودیک میانگین 

  
  در فضاي بلوچ کوچک  푪흋) مربوط به عملگر ترکیبی  2جدول شماره (

  휑   داري نقطه
  دنجوي ولف داخلی 

휑   داري نقطه
  دنجوي ولف مرزي 

휑   خودریختی بیضوي
  معادل با دوران گویا 

휑   خودریختی بیضوي
  معادل با دوران غیرگویا 

          دار توانیکران 
         ارگودیک میانگین 
به طور یکنواخت  
  ارگودیک میانگین 

به شرط شبه فشرده 
  퐶      بودن  

  
  مفاهیم و تعاریف مقدماتی -2

,푋)فرض کنید . 1-2تعریف  ‖. یک فضاي باناخ  (‖
دار  فضاي تمام عملگرهاي خطی کران  퐿(푋)دار،  نرم

푇  و  푋روي   ∈ 퐿(푋)   7باشد. دنباله سزارو میانگین 
]푇با نماد    푇عملگر   شود و به صورت: نمایش داده می  [

푇[ ] = ∑ 푇 ,  

  
  گردد. تعریف می

  
푇عملگر.  2-2تعریف   ∈ 퐿(푋)  کران توانی را   8دار 

 نامیم، هرگاه:
 푠푢푝
∈ℕ
‖푇 ‖ < ∞.  

  
푇عملگر   .3-2تعریف   ∈ 퐿(푋)  ارگودیک  را 

عملگر    9میانگین  هرگاه  푃نامیم،  ∈ 퐿(푋)    وجود
هر   براي  که  طوري  به  باشد  푥داشته  ∈ 푋    داشته

  باشیم:  
∥ 푇[ ]푥 − 푃푥 ∥= 0. lim

→
  

 
7- Cesàro Mean 

8- Power Bounded 

می ساده  محاسبه  یک  هر  با  براي  که  دید    توان 
푛 ∈ ℕ:  

푇 = 푇[ ] − 푇[ ].  
  

اگر   هر   푇بنابراین  براي  باشد،  میانگین    ارگودیک 
푥 ∈ 푋  :داریم  

 푙푖푚
→

푇 푥 = 0.  
  

푇عملگر    .4-2تعریف   ∈ 퐿(푋)    را به طور یکنواخت
푃گوئیم، هرگاه    10ارگودیک میانگین  ∈ 퐿(푋)    وجود

  طوري که:  داشته باشد به 
lim
→

∥ 푇[ ] − 푃 ∥= 0.  

  
픻فرض کنید   = {푧 ∈ ℂ: |푧| < دیسک واحد    {1

مختلط   اعداد  تمام  ℂ  ،푆(픻) در صفحه   مجموعه 
روي  خودنگاشت تحلیلی  فضاي   퐻(픻)و    픻هاي 

تحلیلی  تمام   تابع     픻رويتوابع  براي    باشد. 
휑 ∈ 푆(픻)   و휆 ∈ ℂ  عملگر ترکیبی وزن دار ،휆퐶 

9- Mean Ergodic 

10- Uniformly Mean Ergodic 
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휆퐶به صورت   푓 = 휆(푓표휑)    براي هر푓 ∈ 퐻(픻) 
  گردد.تعریف می

  
تحلیلی  .5-2تعریف   푓: 픻تابع  → ℂ     بلوچ تابع 

  شود هرگاه: نامیده می
훽 ≔ sup

∈픻
(|1− |푧| )|푓 (푧)| < ∞.  

  
را فضاي بلوچ نامیده   픻مجموعه تمام توابع بلوچ روي  

 훽توان نشان داد  دهیم. مینمایش میℬ و آن را با  
نرم  نیم  اینکه مقدار   ℬروي    11یک  به  باتوجه  است. 

훽   براي تمام توابع ثابت صفر است لذا훽 تواند  نمی
یک نرم باشد. براي تعریف یک نرم روي فضاي بلوچ  

푓نگاشت  ↦ ‖푓‖   را براي هر푓 ∈ ℬ   به صورت زیر
  کنیم: ریف میتع

‖푓‖ = |푓(0)| + 훽 .  
  

باشد  می  ℬیک نرم کامل روي    ‖푓‖در این صورت  
  نماید. که آن را به یک فضاي باناخ تبدیل می

، شامل تمامی  ℬاز    ℬفضاي بلوچ کوچک، زیر فضاي  
  باشد که در شرط  می ℬدر  푓توابع 

lim
| |→

(1− |푧| )|푓′(푧)| = 0,  

  
کوچک زیر فضاي  کنند. در واقع فضاي بلوچ  صدق می

تمام  بسته مجموعه  که  است  بلوچ  فضاي  از  اي 
  باشد.  ها در آن چگال میايچندجمله

اي  در نظریه هندسی توابع، فضاي بلوچ از اهمیت ویژه
- برخوردار است و یکی از دلایل این اهمیت، موبیوس

هر   براي  یعنی  است،  آن  بودن  푓پایا  ∈ ℬ   هر و 
 픻یک و پوشا از   (تابع تحلیلی، یک به  휑خودریختی 

β) داریم:  픻به  = β.  
توان جهت آشنایی هرچه بیشتر با فضاهاي بلوچ می

  جوع نمود. ] ر8] و [1[به مراجع 
] مدیسون  و  کران16مدیگان  شرایط  و  ]  داري 

بلوچ   و  بلوچ  فضاهاي  روي  ترکیبی  عملگر  فشردگی 
 

11- Semi-Norm 

خودنگاشت   براي  نمودند.  تبیین  را   휑  ،퐶کوچک 
در   و  کران  ℬهمواره  است  دار  کران  ℬدر    퐶دار 

اگر   فقط  و  اگر  휑است،  ∈ ℬ.  ] به  21ژیانگ  با   [
ترکیبی   عملگر  نرم  براي  تقریبی  آوردن  در  دست 

  فضاي بلوچ نشان داد که:
max 1, log | (◦)|

| (◦)| ≤ 퐶 ≤

max 1, log | (◦)|
| (◦)| + 휏                  (1)  

  
  جایی که 

휏 = sup
∈픻

| |
| ( )|

|휑 (푧)|.  

  
휑توجه کنید براي هر   ∈ 푆(픻)     منظور از휑  براي ،

푛،هر  ∈ ℕ  휑 = 휑표휑표… 표휑
بار 

  باشد.  ، می

به دو دسته بیضوي و غیر بیضوي    픻هاي  خودنگاشت
می بیضويتقسیم  غیر  براي  مانند  شوند.  ،  휑هایی 

یکتاي   که،  픻در    푧نقطه  طوري  به  دارد  وجود 
{휑 زیرمجموعه  { فشرده  روي  طور   픻هاي  به 

به   - نقطه دنجوي  푧باشد.  همگرا می  푧یکنواخت 
  ]. 9شود. [نامیده می 휑ولف  

زی طور  قضیه  به  و  عملگر  یک  طیف  بین  رابطه  ر 
نشان   را  آن  بودن  میانگین  ارگودیک  یکنواخت 

یادآوري میمی ، σ(푇)شود طیف یک عملگر،  دهد. 
αمجموعه   ∈ ℂ  کهمی 푇  باشد  − α퐼  پذیر  وارون

تقریبی،   طیف  همچنین  σنباشد.  (푇)  مجموعه  ،
α ∈ ℂ  باشد که دنباله  می{푥 وجود داشته باشد،    {

푥‖به طوري که  ‖ =   و  1
푙푖푚
→

‖푇(푥 ) − α푥 ‖ = 0   
  

σدانیم،  می (푇) ⊆ σ(푇).  
  ] دید. 13توان در [اثبات قضیه زیر را می

  
  روي فضاي   푇عملگر  لین)  - (دانفورد  . 6-2قضیه  
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بطور یکنواخت ارگودیک میانگین است، اگر    푋باناخ  
اگر،   تنها  푇‖)و  ‖/푛)   و باشد  همگرا  صفر    به 

1 ∈ ℂ ∖ 휎(푇)   یاλ = قطبی از مرتبه یک براي   1
حلال ℛ  12تابع  :ℂ ∖ 휎(푇) → 퐿(푋)  ضابطه با   ،

ℛ (휆) = (푇 − 휆퐼)    یک اگر  بنابراین،  باشد. 
بطور یکنواخت    푇باشد، آنگاه    휎(푇)نقطه انباشتگی  

  باشد. ارگودیک میانگین نمی
  
  نتایج اصلی  -3

در نظر گرفته و خواص  휆퐶  در این قسمت عملگر
حالت در  را  آن  بررسی ارگودیک  مورد  مختلف  هاي 

دار  دهیم و بخش را با شرط لازم جهت کرانقرار می
توانی، ارگودیک میانگین و به طور یکنواخت ارگودیک  

  نمائیم. آغاز می 휆퐶میانگین بودن عملگر  
  

دار توانی، کران ℬو در  ℬدر   휆퐶اگر  . 1-3گزاره 
به یا  و  میانگین  ارگودیک  ارگودیک  یکنواخت  طور 

|λ| گاهآنانگین باشد،  می ≤ 1.  
دار توانی باشد. بنابراین کران  휆퐶فرض کنید    اثبات:
푀 > 푛طوري که براي هر  وجود دارد به  0 ∈ ℕ   و
푓براي هر   ∈ ℬ،  

휆 퐶 푓 ≤ 푀‖푓‖.  
  

푓قراردهید   ≡ 휆|، داریم: 1 | ≤ 푀،   و بنابراین باید  
|휆| ≤   باشد. 1

کنید   فرض  به   휆퐶اکنون  یا  و  میانگین  ارگودیک 
  طور یکنواخت ارگودیک میانگین باشد. 

푓براي هر   ∈ ℬ :داریم  
lim
→

= 0.  

  
푓با قرار دادن   ≡   خواهیم داشت؛  1

lim
→

| | = 0,  
|휆|و بنابراین حتما باید   ≤   باشد. 1

 
12- Resolvent Function 

یک خودریختی بیضوي    휑فرض کنید  .  2-3نکته  
براي   که  0باشد  ≠ 푎 ∈ 픻  ،휑(푎) = 푎 نگاشت  .  
휑 (푧) که   = است  بیضوي  خودریختی  یک 
휑 (0) = 푎 اگر .ϕ = 휑 표휑표휑گاه  ، آنϕ  یک

و   است  بیضوي  ϕ(0)خودریختی  = بنابراین  0  ،
αبراي یک  ∈ ℂ    که|α| = 1  ،ϕ(푧) = α푧 ،چون .  

퐶 = 퐶 퐶 퐶  ارگودیک خواص   ،퐶    و퐶 
باشد. بنابراین از این به بعد در حالتی که  مشترك می

휑    یک خودریختی بیضوي است، بدون کاسته شدن
휑(푧)توان فرض کرد،  از کلیت می = α푧  ،جایی که ،

|α| = این  1 در  که  است  ذکر  به  لازم  همچنین   .
را معادل گوییم. همچنین اگر براي یک    ϕو    휑حالت  
푘 ∈ ℕ  ،α = 1  ،ϕ  یا و در غیر این  را یک دوران گو

  صورت، دوران غیرگویا نامند. 
  

|휆|اگر  .  3-3قضیه   <  ، ℬو در    ℬدر  گاه  ، آن1
lim
→

휆 퐶 = دار توانی  کران  휆퐶و بنابراین    0
  است. 

휏] داریم: 9پیک [-بنابر لم شوارتزاثبات:  ≤ 1  .  
  داریم:  ℬ) در  1طبق (

|λ| max 1, log | ( )|
| ( )| ≤ λ 퐶 ≤

|λ| max 1, log | ( )|
| ( )| + 1 .          (2)   

  
که   کنید  فرض  دنجوي  휑ابتدا  نقطه  ولف  -داراي 

훼داخلی مانند   ∈ 픻  :باشد، بنابراین  
log | ( )|

| ( )| ⟶ log | |
| |  

  و
| | log | ( )|

| ( )| ⟶ 0  

  
휆و به وضوح در این حالت،   퐶 → 0.  

ولف  مرزي  -داراي نقطه دنجوي  휑اکنون فرض کنید  
훼مانند  ∈ 휕픻  :باشد، بنابراین  
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lim
→

log | ( )|
| ( )| = ∞.  

  
푎 دانیم براي هر  از طرفی می ∈ ℝ   0که < 푎 < 1 ،  

lim
→

푎 ln푥 =◦.  
  

|휆|بنابراین اگر   < 1،  

lim
→

|휆| log
1 + |휑 (0)|
1 − |휑 (0)| = 0, 

  
  شود که  ) نتیجه می1و در این حالت نیز از رابطه (

lim
→

휆 퐶 = 0.  
  

  2- 3یک خودریختی بیضوي باشد طبق نکته    휑اگر  
کرد  می فرض  휑(0)توان  = 0) طبق  مجددا   ،2  (

  داریم: 
휆 퐶 ≤ |휆| . 

  
  بنابراین در این حالت نیز 

lim
→

휆 퐶 = 0.  
 توجه کنید که چون 

λ 퐶 푓: 푓 ∈ ℬ , ‖푓‖ = 1} ⊆
{λ 퐶 푓: 푓 ∈ ℬ, ‖푓‖ = 1 ,   
 

باشد. حد فوق در فضاي بلوچ کوچک نیز صفر می  
 

|휆|اگر    .4-3گزاره   = آن1 دار کران  휆퐶گاه  ، 
دار توانی باشد،  کران  퐶توانی است، اگر و تنها اگر  

یک خودنگاشت بیضوي باشد. (نقطه    휑اگر و تنها اگر  
  ثابت درونی داشته باشد.) 

دار  کران  퐶] نشان داده شده است که  11در [اثبات:  
یک خودنگاشت بیضوي   휑توانی است اگر و تنها اگر  
  باشد و چون در این حالت 

휆 퐶 = 퐶 ,  
  

  اثبات تمام است. 
  

|휆|اگر  .  5-3قضیه   <  و در   ℬدر    휆퐶گاه  ، آن1
 

ℬ    به شرط)휑 ∈ ℬ  به طور یکنواخت ارگودیک (
  باشد. میانگین و در نتیجه ارگودیک میانگین می

|휆|در قضیه قبل نشان دادیم که اگر    اثبات: < 1 ،
  گاه آن

lim
→

휆 퐶 = 0,  
  

휆퐶)و لذا   )[ ] → 0.  
 

  ولف مرزي مانند -دنجوي، نقطه  휑اگر  .  6-3گزاره  
푧 ∈ 휕픻    داشته باشد و|휆| = در    휆퐶گاه  ، آن1

ℬ  و همچنین در  ℬ    ارگودیک میانگین نبوده و در
به  نیز  نتیجه  میانگین  ارگودیک  یکنواخت  طور 

  باشد. نمی
دهید    اثبات: 푓(푧)قرار  = log logآن   گاه ، 

푓 ∈ ℬ ⊆ ℬ] مراجعه 3. (براي دیدن جزییات به [
  کنید.) داریم: 

휆퐶 [ ]푓(0) =

∑ 휆 log log ( )    
  

  از طرفی
lim
→

휆 log log ( ) =

lim
→

log log ( ) = ∞.  
  

휆퐶بنابراین دنباله   [ ]푓  دار و در  تواند کراننمی
و همچنین در    ℬدر    휆퐶نتیجه همگرا باشد و لذا  

ℬ   به نتیجه  در  و  نیست  میانگین  طور ارگودیک 
  باشد. یکنواخت ارگودیک میانگین نیز نمی

و    풦(푋)اگر   فشرده  عملگرهاي  تمام  مجموعه 
به صورت    푇باشد، نرم اساسی عملگر    푋دار در  کران

  شود:زیر تعریف می
‖푇‖ = 푖푛푓{‖푇 − 퐾‖:퐾 ∈ 풦(푋)}.  

  
آن،   اساسی  طیفی  شعاع  푟همچنین  (푇) =

푙푖푚
→

‖푇   باشد. می ‖



 

 ۱۱                                                                                           در فضاي بلوچارگودیک میانگین  λCدار  عملگر ترکیبی وزن 
 

   

می  푇عملگر   نامیده  فشرده  اگر، شبه    شود، 
푟 (푇) < 1.  

اند، هر عملگر ] ثابت کرده23یوسیدا و کاکوتانی در [
طور یکنواخت ارگودیک  دار توانی شبه فشرده، بهکران

  باشد.میانگین می
  

|휆|فرض کنید  .  7- 3گزاره   = داراي نقطه    휑و    1
푧ولف داخلی مانند  -دنجوي ∈ 픻    باشد휆퐶   درℬ 
در شرط    ℬ  (و  휑به  ∈ ℬ(   یکنواخت طور  به 

اگر،   تنها  است، اگر و  شبه    휆퐶ارگودیک میانگین 
  فشرده باشد. 

دار توانی  کران  휆퐶با توجه به شرایط قضیه    اثبات.
است، بنابراین اگر شبه فشرده باشد به طور یکنواخت  

کاکوتانی -ارگودیک میانگین بودن آن از قضیه یوسیدا
  شود. نتیجه می

کنید   فرض  عکس،  یکنواخت    휆퐶بر  طور  به 
می نشان  باشد.  میانگین    دهیم  ارگودیک 

푟 λ퐶 < فرض  1 کلیت  از  کاسته شدن  بدون   .
휑(0)کنید،   = دار توانی است  کران  휆퐶چون    .0
푀 >   وجود دارد به طوري که: 0

λ 퐶 ≤ λ 퐶 ≤ 푀.  
  

푟푒   بنابراین λ퐶φ = 푙푖푚
푛→∞

λ푛퐶휑푛 푒

1
푛 ≤ از 1  .

رابطه   بلوچ کوچک،  بلوچ و  آنجا که درهر دو فضاي 
퐵 0, 푟 퐶 ⊆ σ 퐶] 11، برقرار است، (به  [

  شود که:مراجعه کنید)، به راحتی دیده می
퐵 0, 푟 λ퐶 ⊆ σ λ퐶   

  
اگر   حال  푟و  λ퐶 = 1  ،퐵(0,1) ⊆ σ λ퐶 

تواند  نمی λ퐶لین  -خواهد بود و طبق قضیه دانفورد
ارگبه یکنواخت  باید  طور  پس  باشد،  میانگین  ودیک 

푟 λ퐶 <   باشد. شبه فشرده می 휆퐶و  1
  

|λ|   اگر .8-3گزاره  = - داراي نقطه دنجوي 휑  و1
به طور یکنواخت    ℬدر    휆퐶  گاهلف داخلی باشد، آنو

میانگین   اگر،  فقط  و  اگر  است،  میانگین  ارگودیک 
اگر   فقط  و  اگر  باشد،  فشرده 휆퐶ارگودیک  شبه   ،

  باشد.
باشد و  می  퐺퐷푃چون فضاي بلوچ یک فضاي   اثبات.

  با توجه به قضیه قبل اثبات بدیهی است. 
  

یک خودریختی بیضوي    휑  فرض کنید  .9-3قضیه
باشد که با یک دوران غیر گویا معادل است. همچنین  

|휆|فرض کنید   = ارگودیک    ℬروي    휆퐶گاه  . آن1
  باشد.میانگین می

نکته    اثبات: به  توجه  کرد می  2-3با  فرض  توان 
휑(푧) = 훼푧  که ،|α| = 푚. براي هر  1 ∈ ℕ قرار ،

푓دهید  (푧) = 푧.   
푛بنابراین براي   ∈ ℕ:  

푓 표휑 (푧) = 훼 푧 ,  
  

푘اگر براي هر   ∈ ℕ ،λα ≠   ، داریم: 1
(휆퐶 )[ ]푓 = ∑ 휆 훼 푧 =
‖푧 ‖ ∑ 휆 훼 ≤

| |
‖푧 ‖ → 0,  

  
푛هنگامی که  → ∞.  

푘حال اگر، براي یک   ∈ ℕ ،λα =   ، داریم: 1

λ퐶 [ ]푓 =

∑ λα α 푧 =

∑ α ( )푧 ≤
| |

→ 0,   
  

푛زمانی که  → ∞.  
  داریم: 풫اي  بنابراین براي هر چندجمله

(휆퐶 )[ ]풫 → 0,  
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چگال هستند و    ℬها در  ايو از آنجا که چندجمله 
توانی  کران  4-3طبق گزاره    휆퐶در این حالت   دار 

푓  است، پس براي هر ∈ ℬ  ،  
(휆퐶 )[ ]푓 → 0.  

  
  ارگودیک میانگین است.  휆퐶بنابراین  

  
یک خودریختی بیضوي    휑 فرض کنید.  10-3گزاره  

و   است  معادل  غیرگویا  دوران  یک  با  که    باشد 
|α| = به طور    ℬ  و در  ℬدر    휆퐶. در این صورت  1

  باشد. یکنواخت ارگودیک میانگین نمی
می  اثبات: کلیت  از  شدن  کاسته  فرض  بدون  توان 

휑(푧)  کرد، = α푧  شرط با   .|α| = به  1 توجه  با   .
푘شرایط مساله چون براي هر ∈ ℕ  ،훼 ≠   ، داریم: 1

{휆훼 ∶  푘 ∈ ℕ} = 휕픻. 
  

کنید   푧 فرض  ∈ ∂픻  زیردنباله بنابراین   .{푛 }  
휆훼طوري که  وجود دارد به → 푧.  

푔قرار دهید   = ‖ 푔بوضوح    .‖ ∈ ℬ ⊆ ℬ 
  و 

휆퐶 푔 − 푧 푔 = |휆훼 − 푧 | → 0.  
  

픻∂بنابراین   ⊆ σ λ퐶 ⊆ σ 휆퐶  طبق و 
دانفورد در   ℬدر    휆퐶لین  -قضیه  طور    ℬ  و  به 

  باشد. یکنواخت ارگودیک میانگین نمی
  

یک خودریختی بیضوي    휑 فرض کنید. 11-3گزاره  
|휆|باشد که با یک دوران گویا معادل است و   = 1. 

به طور یکنواخت    ℬ و در   ℬدر    휆퐶در این صورت 
میانگین   ارگودیک  نتیجه  در  و  میانگین  ارگودیک 

  باشد.می

یک    اثبات. براي  کنید  فرض  푘ابتدا  ∈ ℕ ،  
α = یک  1 براي  푘  و  ∈ ℕ  ،λ = توجه 1  .

نکته    αکنید   در  که  است  است.    2-3همان  آمده 
نامیده و   푘را    푘  و  푘 کوچکترین مضرب مشترك  

0 ≤ 푟 < 푘    براي بنابراین  بگیرید.  را ثابت در نظر 
푛هر  = 푙푘 + 푟  که푙 ≥   ، داریم: 0

λ퐶 [ ] = ∑ λ 퐶 +

∑ λ 퐶 .  
  

اگر   طرفی،  푛از  → دیده   ∞ راحتی  که میبه    شود 
→و  →   و در نهایت: 0

λ퐶 [ ] → ∑ λ 퐶 ,  
  
در   ℬدر    휆퐶و   ارگودیک  به  ℬو  یکنواخت  طور 

  باشد.میانگین می
هر   براي  کنید  فرض  푘اکنون  ∈ ℕ  ،λ ≠ 1  .

ثابت   عدد  براي  حالت،  این  در    که   푟بنابراین 
 0 ≤ 푟 < 푘  و푙 ≥ 푛، و  0 = 푙푘 + 푟 ، :داریم  

λ퐶 [ ] = ∑ λ ∑ λ 퐶 +

λ ∑ λ 퐶   
  

푀و بنابراین، اگر  = ∑ 퐶  :آنگاه  
λ퐶 [ ] ≤ + ,  

  
λ퐶و   [ ] → به طور    ℬ  و در   ℬدر    휆퐶و    0

  باشد. یکنواخت ارگودیک میانگین می
  
  گیرينتیجه -5

هاي زیر  این مقاله در جدولنتایج به دست آمده در  
  اند.خلاصه شده

   



 

 ۱۳                                                                                           در فضاي بلوچارگودیک میانگین  λCدار  عملگر ترکیبی وزن 
 

   

  ، در فضاي بلوچ 훌푪흋) مربوط به خواص ارگودیک  3جدول شماره ( 

ولف  - دنجوي  휆مقدار   
  مرزي 

ولف  - دنجوي
  داخلی

خودریختی بیضوي  
  معادل با دوران گویا 

خودریختی بیضوي  
  معادل با دوران غیر گویا 

  |λ| > 1       
|λ|  دار توانیکران  < 1       

  |λ| = 1       
|λ|  ارگودیک  > 1       
|λ|  میانگین  < 1       

  |λ| = 1   
به شرط شبه  
فشرده بودن 
λ퐶 

    

|λ|  به طور یکنواخت  > 1       
|λ|  ارگودیک  < 1       

|λ|  میانگین  = 1   
به شرط شبه  
فشرده بودن 
λ퐶  

    

  
  ، در فضاي بلوچ کوچک 훌푪흋) مربوط به خواص ارگودیک  4جدول شماره (

دنجوي ولف    휆مقدار   
  مرزي 

ولف  - دنجوي
  داخلی

خودریختی بیضوي  
  معادل با دوران گویا 

خودریختی بیضوي  
  معادل با دوران غیر گویا 

 |λ| > 1       
|λ| دار توانیکران  < 1       

 |λ| = 1       
|λ| ارگودیک  > 1       
|λ| میانگین  < 1       

 |λ| = 1   ؟    ؟  
|λ| به طور یکنواخت  > 1       

|λ| ارگودیک  < 1       

|λ| میانگین  = 1   
به شرط شبه  
فشرده بودن 
λ퐶  
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