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ندو و لی و  آ   باشد.  Hرت مختلط  ی کراندار برفضاهاي هیلبجبري از همه عملگرهاي خط -*B(H)  ،Cفرض کنید  
  عملگر معین مثبت را تعریف کردند.  nاي از ، میانگین هندسی تعمیم یافتهماسیا

عملگر تعریف شده به    nاز   اي که توسط آندو و لی و ماسیایک نامساوي وارون براي میانگین هندسی تعمیم یافته
  آوریم: قرار زیر بدست می

퐴  کنیدض فر , … ,퐴 ن مثبت دریمع يعملگرها B(H) و باشند    نگاشت خطی مثبت یکانی برB(H)   و푟(퐴) 
از   طیفی  آنگاه  퐴شعاع  퐺(퐴)∅  باشد،  , … ,퐴 )) ≥ 퐺(∅(퐴 ), … ,∅(퐴   که   ((

푅 퐴 ,퐴 = max {푟 퐴 퐴 , 푟(퐴 퐴 ℎ و {( = min
,
푅(퐴 ,퐴   است.  (
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  مقدمه -1
کنید   ازمجموعه  B(H)فرض  عملگرهاي همه    اي 

مختلط   هیلبرت  فضاي  بر  کراندار  باشد.    Hخطی 
A   عملگر ∈ B(H)     معین (نیمه  مثبت  معین  را 

اگر نامند  ⟨퐴푥,푥⟩  مثبت)  > ترتیب   همین (به  0
⟨퐴푥,푥⟩  ≥ هر)  0 푥  براي  ∈ 퐻   برقرار صفر  غیر 

  باشد.
퐴نیمه معین مثبت باشد آن را با    Aاگر   ≥ نمایش    0
کنید  می فرض  ,Pدهیم.  PSB(H)    ترتیب به 

و  مجموعه مثبت  معین  نیمه  عملگرهاي  همه  از  اي 
  عملگرهاي معین مثبت باشند. 

نامساوي آوردن  بدست  علمگرهاي  براي  براي  ها 
ویژگی   از  ما  هیلبرت،  فضاي  بر  کراندار  خودالحاق 

تابع براي  زیر  عملگري  عملگري یکنواختی  هاي 
  استفاده خواهیم کرد:

Xاگر   ∈ B(H)    یف  ط خودالحاق و باSp(X)   باشد و
f,g   شامل  تابع بازه  بر  مقدار  حقیقی  پیوسته  هاي 

 Sp(X)  باشند، آنگاه  
)1.1 (  .f(t) ≥ g(t), t ∈ Sp(X)f(X) ≥ g(X)  
  

براي جزئیات بیشتر در مورد این ویژگی، پژوهشگر به  
  شود. می  ] ارجاع داده1[

,Aبراي   B ∈ P   میانگین هندسی  A ⋕ B  از  A,B  با  
  A ⋕ B = A (A BA ) Aشود.تعریف می  

عملگر    nهاي همساز (هارمونیک) و حسابی از  میانگین
توان تعریف کرد. اما در مورد میانگین  را به آسانی می

هندسی مشکلات زیادي وجود دارد زیرا حاصلضرب 
میانگین است. جابجایی غیر عملگرها هاي بنابراین 

از   مختلفی  ت  nهندسی  که    است  عریف شدهعملگر 
به عنوان مثال یکنواختی و    هاي مهمبرخی از ویژگی

  پایایی نسبت به جایگشت را نداشتند.        
میانگین   تعمیم  به  علاقمند  ریاضیدانان  از  تعدادي 

A  یهندس ⋕ B    از دو عملگر بهn    عملگر بودند. آندوء
و لی و ماسیا یک تعریف مناسب از میانگین هندسی  

هاي نیمه معین مثبت توسعه  ماتریس  براي تعدادي از

از   تعریف شد و برخی  با یک روش متقارن  دادندکه 
  ] 2هاي مناسب را داشت.[ویژگی

ماتریس باید    mآنها ده ویژگی که میانگین هندسی از  
کردن فهرست  را  باشد  که  داشته  دادند  نشان  و  د 

  میانگین آنها همه ده ویژگی را دارا است. 
م  که میانگین هندسی تعمی لاوسن و لیم نشان دادند

  ] 3همه ده ویژگی را دارد.[ G یافته
ها ویژگی هاي دیگري از میانگین هندسی با همهایده

  ]4,5,6پیشنهاد داده شد.[
سی  یامازاکی تعریف آندو و لی و ماسیا از میانگین هند

  ]7را بر عملگرهاي فضاي هیلبرت توسعه داد.[
,Aبراي   B ∈ P فرض کنید  

푅(퐴,퐵) = max {푟(퐴 퐵), 푟(퐵 퐴)}  
 

  است و  퐴شعاع طیفی   푟(퐴)که 
푟(퐵 퐴) = inf{ > 0 ∶ 퐴 ≤ 퐵} =
퐵 퐴퐵   

  
,R(A که   B) هاي است و برخی از ویژگی   تعریف شده

 R(A, B) ].8در زیر نشان داده شده است [ 
,R(A  (نامساوي مثلثی) C) ≤ R(A, B)R(B, C) )i 

푅(퐴,퐵) ≥ 1 ,   푅(퐴,퐵) = 1  퐴 = 퐵 )ii  
           A − B ≤   (R(A, B) − 1)A )iii  

  
تامسون   محدب  d(A,B) متر  مخروط  از    بر 

  : شود باعملگرهاي معین مثبت تعریف می 
d(A, B) = log R(A, B) =
max{log r(A B) , log r(B A)}.  

  
  نسبت به این متریک   دانیم  می  ]8,9,10[  ببینید.

ست و توپولوژي متناظر با این  فضاي متریک کامل ا
  با توپولوژي نرم نسبی سازگار است.   متریک بر 

به عنوان یک نامساوي اساسی در رابطه با این متریک،  
وزن هندسی  میانگین  براي  زیر  دو  نامساوي  از  دار 

  ]8,9عملگر برقرار است.[
푑(퐴 ⋕ 퐴 ,퐵 ⋕ 퐵 ) ≤  
(1 − 휗)푑(퐴 ,퐵 ) + 휗푑(퐴 ,퐵 ).  
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Aبراي   A و  , B , B ∈  و휗 ∈ (0,1). 
G(Aمیانگین هندسی   , … , A عملگر معین    n  از  (

픸    مثبت = (A , … , A ) ∈ 푃 تعریف با استقرا 
  شود. می
(i G(A , A )= 퐴 ⋕ 퐴 

(ii    فرض کنید میانگین هندسی براي(n-1)    عملگري
  تعریف شده باشد و 

퐺 퐴 =
퐺(A , A , … , A , A , … , A ).  

  
픸دنباله   و (  گیریم. نظر میت زیر درصوربهرا    (

픸 ( ) = 퐴 , 픸 ( ) =
퐺 픸 ( ) .  

 
lim اگر حد  

→
픸 ( وابسته    iوجود داشته باشد و به  (

شود  عملگر تعریف می  nنباشد، میانگین هندسی از  
  با:

lim
→

픸 ( ) = 퐺 (픸) = G(퐴 , … ,퐴 ) )1.2 (  
  

푖براي   = 1,2, … ,푛  
آندو و همکاران وجود این حد و همگرایی یکنواخت  

 وه برايبعلانشان دادند.  ]2) رادر [1.2(
픸 = (A , … , A ),픹 = (B , … , B ) ∈ 푃   

  
 مهم زیر برقرار است نامساوي

푅 퐺(픸),퐺(픹) ≤ (∏ 푅(퐴 ,퐵 ))  )1.3 (  
  

  بویژه 
푅 픸 ( ),픸 ( ) =

푅 퐺 퐴 ,퐺 퐴   

≤ 푅(A , A )                    )1.4(                       
  

هندسی   میانگین  نامساوي  از  وارونی    -یامازاکی 
] بدست  7عملگر با ثابت کانترویچ رادر [  nحسابی از  

  آورد.

نامساوي وارون قوي تري بلافاصله فوجی و همکاران 
به واسطه  هاي هندسی و حسابی وزناز میانگین دار 

گر با نامساوي کانترویچ در  ملع   nبراي  لاوسن و لیم  
  ] ثابت کردند. 11[

وارون نامساوي  از  برخی  ما  مقاله  این  براي  در  را  ها 
و  نگاشت هندسی  میانگین  بر  مثبت  خطی  هاي 

وزن توانی  براي  میانگین  با    nدار  مثبت  عملگرمعین 
  آوریم. ثابت کانترویچ بدست می

 
  نتایج -١
هندسی   نامساوي - ١-٢ میانگین  براي  مکمل 

  داروزن
  B(H)  بر  نگاشت خطی مثبت یکانی ض کنید  رف

] در  آندو  نگاشت خطی  12باشد.  از  را  زیر  ویژگی   [
با میانگین هندسی عملگري نشان   ارتباط  مثبت در 

  داد: 
(퐴 ⋕ 퐵) ≤ (A) ⋕ (퐵).                  )2.1 (  

  
آندو2.1( نامساوي   قضیه  در  میانگین  -)،  به  کوبو 

  در زیرگسترش داده شد:  휎  عملگري
(퐴휎퐵) ≤ (A)휎(퐵).   

  
  دار داریم: نبویژه براي میانگین هندسی وز

(퐴 ⋕ 퐵) ≤ (A) ⋕ (퐵) )2.2   (                
  

  است.  [0,1)عدد حقیقی در   휗که 
) نامساوي  براي  مکمل  نامساوي  نامساوي  2.2یک   ،(

  ]: 13مهم زیر است[
کنید   فضاي   A,Bفرض  بر  مثبت  معین  عملگر  دو 

  که  باشند طوري Hهیلبرت 
0 < m I ≤ B ≤ M I ,0 < m I ≤ A ≤ M I  
 

0 باشند  < 휗 ≤   ، آنگاه1
퐾(ℎ,휗)(A) ⋕ (퐵) ≤ (퐴 ⋕ 퐵)  )2.3(    
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ℎکه   تعمیم    퐾(ℎ,휗)و    = کانترویچ  ثابت 
  شود:یافته است که به صورت زیر تعریف می

퐾(ℎ,휗) =
( )( )

(( )( )
( )

) .  
  

هاي زیر  ویژگی K(h,ϑ) ثابت کانترویچ تعمیم یافته  
  را دارد: 

K(h,ϑ) = K(h, 1− ϑ)    ,0 < K(h,ϑ) ≤ 1  
 

K(h,ϑ)   براي ϑ ≤ ϑو براي (نزولی)کاهشی   >  
است.  افزایشی همه بنابر (صعودي)  براي    این 

0 < ϑ ≤ 1 ،  

K(h) = K h, = ≤ K(h,ϑ).  

 
نامساوي   به  2.3( ابتدا  نسبت  را   ( R(A, B)     بیان  

  کنیم. می
  

دو عملگر معین مثبت در   A,Bفرض کنید  :1قضیه 
P   :باشند. در این صورت  

퐾(R(A, B) ,휗) (A) ⋕ (퐵) ≤
(퐴 ⋕ 퐵).                                                      )2.4(  

  
  دانیم کهمی اثبات:

( , )퐴 ≤ 퐵 ≤ R(A, B)퐴.  )2.5       (                       
  

  به صورت زیر تعریف کنید: Hبر نگاشت خطی 
(푋) = (A) ((A 푋A )(A) .  

  
(    آنگاه از  است.  )  2.5نگاشت خطی مثبت یکانی 

  داریم: 
m = ( , ) ≤ A BA ≤ R(A, B)  
= M .                                                                   )2.6 (  

  
  بوضوح 

m = ( , ) ≤ I ≤ R(A, B) = M .       )2.7(  

) بدست  2.7( ) و 2.6( و   ) براي  2.3( با استفاده از  
  آوریم: می

퐾(ℎ,휗)(I) ⋕ (X) ≤ (I ⋕ X) )2.8(      
  

Xکه  = A BA  وh = = R (A, B) .  
  ) داریم 2.8از نامساوي (

K(h,ϑ)(X) ≤  X    
  یا

퐾(h,ϑ)(((A) (B)(A) ) ≤
(A) (A (A BA ) A )(A)   

퐾(ℎ,휗)(A) ((A) (B)(A)   

(A) ≤ (퐴 (퐴 퐵퐴 ) 퐴 ).   
  

  شود. حاصل می ) 2.4درنتیجه نامساوي موردنظر (
) نامساوي  از  با  2.3بنابراین   ( ،휗 زیر  = نتیجه 

  آید. بدست می
  

 Pدو عملگر معین مثبت در    A,Bفرض کنید    :1فرع  
  باشند، در این صورت: 

( , )
( , )

(A) ⋕ (퐵) ≤ (퐴 ⋕ 퐵) )2.9(  .  

  
  ] نشان داده شده است که اگر13در [

0 < m I ≤ B ≤ M I ,0 < m I ≤ A ≤ M I  
  

  آنگاه 

√
(A) ⋕ (퐵)  

≤ (퐴 ⋕ 퐵).                                          )2.10 (  
  

) و 2.9هاي زیر ارتباط بین ضرایب نامعادله (در مثال
دهیم که گاهی کنیم و نشان می) را بررسی می2.10(

تر از ضریب  مناسب)  2.10ضریب موجود در نامعادله (
س. بنابراین بطور کلی ) است و برعک 2.9ر (موجود د
برتري خاصی  ) نسبت به هم  2.10) و (2.9نامعادله (

  ندارند.
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A  هايماتریس:  1مثال   , A   را به صورت زیر در نظر
    .گیریممی

A =
2 0
0 , A =

4 0
0    

 
  شود کهبه آسانی مشاهده می

I ≤ 퐴 ≤ 2I    , I ≤ 퐴 ≤ 4I.  
  

  همچنین خواهیم داشت 

A ퟏ = 0
0 3

, A ퟏ = 0
0 2

  

A ퟏ퐴 = 0
0 3

4 0
0 =

2 0
0   .  

  
 شود به سادگی نتیجه می

푟 A ퟏ퐴 = 2  
  
Aبراي   و ퟏ퐴  نیز داریم :  

A ퟏ퐴 = 0
0 2

2 0
0 =

0

0
    

⇒ 푟 A ퟏ퐴 =   
  

 بنابراین 
푅(퐴 ,퐴 ) =
max 푟 A ퟏ퐴 , 푟 A ퟏ퐴 = 2  

 و
푅(퐴 ,퐴 ) = 16 ≤ ℎ =   

= ×
×

= 48  

⇒ 퐾 푅(퐴 ,퐴 ) , = √
√

=   
  
 طرفی از

퐾 ℎ , = 퐾(48, ) = √
√

  
  
 : نتیجه نامساوي زیر برقرار است در

퐾 푅(퐴 ,퐴 ) , ≥ 퐾 ℎ ,   

Aهايماتریس: 2مثال , A   را به صورت زیر در نظر
    .گیریممی

A = 2 1
1 1 , A = 1 0

0 2    
  

  شود که به آسانی مشاهده می
1I ≤ 퐴 ≤ 2I    , √ I ≤ 퐴 ≤ √ I.  

  
  همچنین خواهیم داشت  

A ퟏ = 1 −1
−1 2 , A ퟏ =

1 0
0    

A ퟏ퐴 = 1 −1
−1 2

1 0
0 2 =

1 −2
−1 4   

A ퟏ퐴 =
1 0
0

2 1
1 1 =

2 1
  

  
Aمقادیر ویژه  ퟏ퐴  عبارت است از  

 = ± √     
  
A مقادیر ویژه  و ퟏ퐴 عبارت است از  

 =  ±√     
  

 شود به سادگی نتیجه می

푅(퐴 ,퐴 ) = √   
  ازطرفی

ℎ = = √
√ = 2 × √

√
= ( √ )   

  
 بنابراین  

푅(퐴 ,퐴 ) = ( √ ) ≥ ( √ )   

푅(퐴 ,퐴 ) ≥ = ℎ   
  

 : در نتیجه نامساوي زیر برقرار است
퐾 푅(퐴 ,퐴 ) , ≤ 퐾 ℎ ,   

  



  ۸۸                                                   1400  اسفندو    بهمن ،  چهارمسی و  ، شماره  هفتم هاي نوین در ریاضی/ سال  پژوهش   /و همکاران  يفاطمه خسرو
 

هند  -2-2 آندومیانگین  به  مربوط  و  سی  لی   ،
  ماسیا 

کنید 퐴)=فرض  , … ,퐴 )∈ P     픸    و    نگاشت
بر   یکانی  مثبت  آنگاه   B(H)خطی    باشد. 

(퐴 ), … ,(퐴 )،n     در مثبت  معین    Pعملگر 
هندسی   میانگین  ما  نظر    퐺( (픸))هستند.    در 

(A)گیریم که  می = ((퐴 ), … ,(퐴 به ،  ((
    i=1,…,nبراي یر است:شرح ز

 ( )(픸 ) = (픸 ).  
  

푟و براي   ≥ 1, 푖 = 1, … ,푛  
( )(픸 ) = 퐺 ( )(픸 ) =

퐺 ( )(픸 ), … ,( )(픸 ),( )(픸 ), … ,( )(픸 ) .
  

  در نتیجه  
퐺( (픸)) = 퐺 (퐴 ), … ,(퐴 ) =
lim
→

( )(픸 )  

  
푛فرض کنید   :2قضیه ≥ عدد صحیح مثبت باشد    2

퐴)و   , … ,퐴 )∈ P h   و    = min
,

R(A , A ) 

  در این صورت: باشند. 
(퐺 (픸)) ≥ 퐺  (픸) )2.10(     

  
براي    اثبات: 푟ابتدا  ≥ hما    1 =

min
,

R(A ( ), A ( Kو    (( = K(h   قرار   (
  ) داریم: 1.4دهیم. با رابطه (می

1 ≤ ℎ ≤ ℎ ≤ ⋯ ≤ ℎ .  
 

푓(t)چون تابع   = t    0براي < 훼 ≤ مقعر است   1
  کند که برقرار می

≤ .  
  یا

≥ 2푡 .  
  

퐾(t)چون تابع   ، تابع کاهشی (نزولی) است. =
  بنابراین، 

퐾 = ≥   

≥ = K .              ).112(  
  

) نامساوي  با استقرا روي  2.10اکنون ما  را   ( n ثابت
=n  کنیم. براي حالت می   داریم:   1با استفاده از فرع    2

(A ⋕ A ) ≥ K (A ) ⋕ (A ) .     
  

푛براي حالت   = دهد یک محاسبه ساده نشان می  3
 که 

(퐺(퐴 ⋕ 퐴 ,퐴 ⋕ 퐴 ))  
= ((퐴 ⋕ 퐴 ) ⋕ (퐴 ⋕ 퐴 ))  
 ≥ K [(퐴 ⋕ 퐴 ) ⋕ (퐴 ⋕ 퐴 )]  
≥  K K (퐴 ) ⋕ (퐴 ) ⋕
K (퐴 ) ⋕ (퐴 )     
= K K  (퐴 ) ⋕ (퐴 ) ⋕ (퐴 ) ⋕
(퐴 )   
= K K 퐺 (퐴 ) ⋕ (퐴 ),(퐴 ) ⋕
(퐴 ) .       

  پس
 퐴 ( ) ≥ K K ( )(퐴 ).  

  
    بنابراین

 퐴 ( ) ≥ (K K … K )( )(퐴 ).  
  

  . i=1,2,3 براي
  nبرقرار باشد ما حالت    n-1براي    2فرض کنید قضیه

 کنیم. از فرض استقرا داریم: را اثبات می

 퐴 ( ) =  퐺 퐴 ( )

=  퐺 퐴 ( ),퐴 ( ), … ,퐴 ( ), … ,퐴 ( )

≥ 퐾 퐺  퐴 ( ) , … , 퐴 ( ) , … , 퐴 ( )  
≥

퐾 퐺
퐾  퐴 ( ) , … ,퐾  퐴 ( ) , … ,

퐾  퐴 ( ) ≥
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퐾 퐾 퐺
 퐴 ( ) , … , 퐴 ( ) , … ,

 퐴 ( ) =

퐾 퐾 퐺  퐺(퐴 ( ) , … , 퐺 퐴 ( ) , …,  
 퐺 퐴 ( ) )  
⋮ 
≥

(K K … K ) 퐺 (퐴 ), … ,(퐴 ),
… ,(퐴 ) =

(K K … K ) 퐺  퐴 .   
  

  داریم:   i=1,…,nمثبت  بنابراین براي عدد صحیح 
 퐴 ( ) ≥
(K K … K ) 퐺  퐴   )2.12(          

  
  ) داریم:  2.11ز رابطه (با استفاده ا

K K … K ≥ K K … K   

= K ⋯ .  
  

  در نتیجه 
lim
→

inf K K … K ≥K    )2.13(         

  

که   آنجا  Kاز  ⋯ → K .  
  دانیم می

lim
→

 퐴 ( ) =  lim
→

 퐴 ( ) =
(퐺(퐴 ,퐴 , … ,퐴 )).                 )2.14(                 

  و
lim
→

( )( 퐴 ) =

퐺 (퐴 ),(퐴 ), … ,(퐴 )  )2.15              (    
  

)،  2.15( ) و2.14) و(2.13( ) و2.12هاي (از نامساوي
     آید.) بدست می2.10نامساوي (

  
푛فرض کنید    .2فرع ≥   عدد صحیح مثبت باشد   2

퐴)و   , … ,퐴 )∈ P    .کنیباشد فرض   دهمچنین 
0 < mI ≤  퐴 ≤ MI   برايi=1,…,n آنگاه  ،  

0 < m < M   و   

퐾 ∏ 퐴 푥, 푥⟩ ≤
⟨퐺(퐴 ,퐴 , … ,퐴 )푥, 푥⟩ ≤  

∏ 퐴 푥, 푥⟩  )2.16(                                          
  

퐾که  = √.  
کنید  اثبات: 퐴)فرض  , … ,퐴 )∈ P با    .باشد   

توان  برهان مشابه در حالت دو متغیره، به آسانی می
  شان داد که نامساوي زیر برقرار است ن

(퐺(퐴 ,퐴 , … ,퐴 )) ≤
퐺((퐴 ),(퐴 ), … ,(퐴 ))     )2.17(              

  
) براي تابعک 2.17) و ( 2.10هاي (با بکار بردن رابطه

(퐴)خطی مثبت  = ⟨퐴푥, 푥⟩   کهx   بردار واحد در
H آید.  ) بدست می2.16( باشد، نامساوي  

نامساوي (از  براي  2.10هاي   ((퐴) = ⟨퐴푥, 푥⟩   و
 همچنین عملگرهاي خطی مثبت 

∥ 퐴 ∥= 푠푢푝{⟨퐴푥, 푥⟩ : ∥ 푥 ∥≤ 1 }   
  

  آید: بدست مینتیجه زیر 
  

푛فرض کنید    .3فرع ≥ عدد صحیح مثبت باشد    2
퐴)و , … ,퐴 )∈ P کنید   باشد    فرض    و 

0 < mI ≤  퐴 ≤ MI  براي  i=1,…,n این در   ،
0 صورت < m < M  و  

퐾 ∏ ∥ 퐴 ∥ ≤∥ 퐺(퐴 ,퐴 , … ,퐴 ) ∥  
≤
∏ ∥퐴 ∥ )2.18   (                                                 

퐾که  = √.  
  

  یهاي توانهاي کارچر و میانگینمیانگین -3-2
شود،  میانگین کارچرکه میانگین ریمان هم نامیده می

مورد  مدت دیفرانسیل  هندسه  زمینه  در  که  هاست 
  توجه قرار گرفته است.

اخیرا از آن در موارد متنوعی استفاده شده است مانند:  
راداري،   و  پزشکی  تصویربرداري  در  تانسوري  انتشار 
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هستهماتریس آمار،  در  کوواریانس  در  هاي  هایی 
  پذیري. ن یادگیري و انعطافماشی

ماتریس و  عملگرها  براي  توانی  معین  میانگین  هاي 
اند. میانگین کارچر و  معرفی شده]  15,14[مثبت در  

شده،   فهرست  ویژگی  ده  تمامی  در  توانی  میانگین 
میصد که ]  2,3,16[در    کنند.ق  شد  داده  نشان 

کارچر اخیرا ابزار مهمی    هاي توانی و میانگین میانگین
اي مطالعه عملگرهاي معین مثبت و موضوع جالب  بر

هستند. عملگرها  نظریه  و  ماتریسی  آنالیز   براي 
به  بیشتر  اطلاعات  براي  را    پژوهشگر 

  دهیم.  ارجاع می] 3,14,15,17,18,19,20[
را  میانگین عملگر  دو  براي  هندسی  و  توانی    هاي 

هاي با حل معادله  ،توان براي بیشتر از سه عملگرمی
  زیر توسعه داد. عملگري

اي از همه  مجموعه  ∆طبیعی و    عدد  nفرض کنید  
  عبارتیبردارهاي احتمال باشد به

∆ = {푤 = (푤 , … ,푤 ) ∈ (0,1) ∶
∑ 푤 = 1} .  

  
픸   کنیدفرض   = (퐴 , … ,퐴 ) ∈ P  و  w =

 (w , … , w ) ∈ باشد. در این صورت میانگین   ∆
وز از    Ʌ(푤;픸)، دار  نکارچر  یکتا  مثبت  باجواب 

  شود: معادله عملگري زیر است، تعریف می
∑ 푤 푙표푔(푋 퐴 푋 ) = 0 .  

 
کنید t  فرض  ∈ وزن[1,1−] توانی  میانگین    دار ، 
P (w;픸)    با جواب مثبت یکتا از معادله عملگري زیر
  شود:تعریف می

∑ 푤 (푋 퐴 푋 ) = I.  
  

هاي  دار و میانگینهاي کارچر وزنرابطه بین میانگین
وزن Ʌ(푤;픸)   دار، توانی  = lim

→
푃 (푤;픸) با

 . شودیادآوري می ] 14[قوي در  -توپولوژي عملگري
  B(H)نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید  

푡] ثابت شد اگر 15[  باشد در ∈ باشد در این   [0,1)
  صورت 

(푃 (푤;픸)) ≤ 푃 (푤;(픸)) )2.19   (               
 

  آوریم. در قضیه زیر وارون این نامساوي را بدست می 
  

نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید    .3قضیه
B(H)  باشد و   푛 ≥ عدد صحیح مثبت باشد. اگر    2

0 < t ≤ 퐴)و   1 , … ,퐴 )∈ P    این در  باشد، 
 صورت 

 P (w;픸) ≥ K P w;(픸)    )2.20(       
  

h که = min R(P (w;픸), A ).  
tفرض کنید   اثبات: ∈ 푋و    [0,1) = 푃 (푤;픸)  

 باشد، در این صورت
푋 = ∑ 푤 (푋 ⋕ 퐴 ).  

  
f(X)  صورترا به f تابع = ∑ w (X ⋕ (A )) 

صورت این  در  کنید.  limf  تعریف  (X)
→

=

P (w;픸) براي  X > 0.  
  B(H)نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید  

  باشد. در این صورت
(푋 ) = ∑ 푤 (푋 ⋕ 퐴 ) ≥
∑ 푤 K(ℎ , t) (푋 ) ⋕ (퐴 ) =
K(ℎ , t)푓((X )).  

  
دهید 휗.  قرار  = 1− 푡     چونf    افزایشی تابع 
  است،  (صعودي) 

푓 K(h , t) (X ) =
∑ w K(h , t) (X ) ⋕ (A ) =
K(h , t) ∑ w (X ) ⋕ (A ) =
K(h , t) f (X ) ≥ f (X ) .  

  
  راین  بناب

(X ) ≥  K(h , t)f (X ) ≥
K(h , t) f (X ) .  

  
  در نتیجه  
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(X ) ≥  K(h , t)f (X ) ≥
K(h , t) ⋯ f (X ) .  

  
    .کنداین برقرار می

 푃 (푤;픸) = (푋 ) ≥

퐾 lim
→

푓 (푋 ) =퐾 푃 푤;(픸) .  
  

    .دهیمباز زیر پایان می در پایان مقاله را با مساله
رابطه («آیا  (2.19هاي  و  میانگین2.20)  براي  هاي  ) 
  دار برقرارند؟» کارچر وزن

  
  گیري نتیجه -4-2

نامساوي (نامساويوارون  از  ها  مکمل)    هاي 
توجه  هاي کلاسیک و معروف همواره مونامساوي رد 

  اند.بوده
به عنوان مثال یک وارون از نامساوي معروف میانگین  

  هندسی عملگري زیر: -حسابی

 A ⋕ B = A A BA A  ≤  =
 A∇B.  

  
  نامساوي زیر است: 

√   ≤ A ⋕ B.   
  

شده    اثبات  ]21که با استفاده از ثابت کانترویچ در [
  به طوري  B وA است و براي هر عملگر معین مثبت 

0که  < 푚I ≤ A, B ≤ MI   .برقرار است  
یامازاکی این نتیجه را تعمیم داده و یک وارون  ]  7در [

عملگر    nهندسی براي    –از نامساوي میانگین حسابی  
  آورد. معین مثبت بدست می

معروف نامساوي  از  وارون  نامساوي  یک   همچنین 
 (퐴 ⋕ 퐵) ≤ (A) ⋕ (퐵)نامساوي به صورت 

  زیر است:  

√
(A) ⋕ (퐵) ≤ (퐴 ⋕ 퐵). (1) 

  

  که طوريبه A,Bکه براي هر عملگر معین و مثبت 
 0 < m I ≤ B ≤ M I , 0 < m I ≤ A ≤ M I  

  
]  13برقرار است و در [  و هر نگاشت خطی و مثبت  

  شده است.  نشان داده
) را براي میانگین هندسی  1در این مقاله ما نامساوي ( 

عملگر n معرفی شده توسط آندو و لی و ماسیا شامل 
 ایم: ایم و نشان دادهمعین مثبت تعمیم دادهخطی 

퐺((퐴 ), … ,(퐴 ) ≤
(퐺(퐴 , … ,퐴 )).     )2   (                                       

  
 که 

R(퐴 ,퐴 )=max{ 푟 퐴 퐴 , 푟(퐴 퐴 )}  
h=푚푖푛 , 푅(퐴 ,퐴 )     

  
  ) و 1هاي (هایی ضرایب نامساويارائه مثال  با  و  است.

ایم. همچنین یک  با هم مقایسه کرده   n=2برايرا    )2(
توانی میانگین  براي  را  وارون  از  وزن-نامساوي    nدار 

نگاشت شامل  مثبت  معین  مثبت  عملگر  خطی  هاي 
  . ایمیکانی بدست آورده

  
   



  ۹۲                                                   1400  اسفندو    بهمن ،  چهارمسی و  ، شماره  هفتم هاي نوین در ریاضی/ سال  پژوهش   /و همکاران  يفاطمه خسرو
 

  فهرست منابع
 

[1] J. E. Pečarić, T. Furuta, J. Mićić  Hot, 
Y. Seo, Mond- Pečarić  Method in operator 
in-equalities, Element, Zagreb, 2005. 
 
[2] T. Ando, C.-K. Li, R. Mathias, 
Geometric means, Linear Algebra Appl. 
385 (2006) 305-334. 
 
[3] J. Lawson and Y. Lim, Monotonic 
properties of the least squares mean, Math. 
Ann. 351(2011) 267-279. 
 
[4] R. Bhatia and J. Holbrook, Riemannian 
geometry and matrix geometric means, 
Linear Algebra Appl., 413(2006),594-618. 
 
[5] D. Bini, B. Meini and F. Poloni, An 
effective matrix geometric mean satisfying 
the Ando-Li-Mathias properties, Math. 
Comp. 79 (2010) 437-452. 
 
[6] S. Izumino, N. Nakamura, Geometric 
means of positive operators II, Sci. Math. 
69(2009) 35-44. 
 
[7] T. Yamazaki, An extension of 
Kantorovich inequality to n-operators via 
the geometric mean by Ando-Li-Mathias, 
Linear Algebra Appl. 416(2006) 688-695. 
 
[8] E. Andruchow, G. Corach, D. 
Stojanoff, Geometrical significance of the 
Lowener-Heinz inequality, Proc. Amer. 
Math. Soc.128 (1999) 1031-1037. 
 
[9] G. Corach, H. Porta, L. Recht, 
Convexity of the geodesic distance on 
space of positive operators, Illinois J. 
Math. 38 (1994) 7-94. 
 
[10] R.D. Nussbaum, Hilberts projective 
metric and iterated nonlinear maps, Mem. 
Amer. Math. Soc. 75(391) (1988). 
 
[11] J.I. Fujii, M. Fujii, M. Nakamura, J. 
Pečarić, Y.Seo, A reverse inequality for  

 
the weighted geometric mean due to 
Lawson-Lim, Linear Algebra Appl. 427 
(2007) 272-284. 
 
[12] T. Ando, Concavity of certain maps 
on positive definite matrices and 
applications to Hadamard products, Linear 
Algebra Appl. 26 (1979) 203-241. 
 
[13] J. Mićić, J. Pečarić, Y. Seo, 
Complementary inequalities to 
inequalities of Jensen and Ando based on 
the Mond- Pečarić method, Linear Algebra 
Appl. 318 (2000) 87-107. 
 
[14] J. Lawson and Y. Lim, Karcher means 
and Karcher equations of positive defnite 
oper- ators, Trans. Amer. Math. Soc. Ser. 
B, 1 (2014), 1-22. 
 
[15] Y. Lim and M. Pálfia, Matrix power 
means and the Karcher mean, J. Funct. 
Anal., 262 (2012), 1498-1514. 
 
[16] R. Bhatia and R. L. Karandikar, 
Monotonicity of the matrix geometric 
mean, Math. Ann., 353 (2012), 1453-1467 
 
[17] Y. Lim and T. Yamazaki, On some 
inequalities for the matrix power and 
Karcher means, Linear Algebra Appl., 438 
(2013), 1293-1304. 
 
[18] M. Moakher, A differential geometric 
approach to the geometric mean of 
symmetric positive de_nite matrices, 
SIAM J. Matrix Anal. Appl.: 26 (2005), 
735-747. 
 
[19] M. Pálfia, Operator means of 
probability measures and generalized 
Karcher equations, Adv. Math., 289 
(2016), 951-1007. 
 
[20] T. Yamazaki, The Riemannian mean 
and matrix inequalities related to the 
Ando-Hiai inequality and chaotic order, 
Oper. Matrices, 6 (2012), 577-588. 



 

 ۹۳                                      هاي خطی مثبت یکانیهاي هندسی تعمیم یافته شامل نگاشت یک نامساوي وارون براي برخی میانگین
 

   

[21] M. Fujii, M. Nakamura, J. Pečarić, Y. 
Seo, Bounds for the ratio and difference 
between parallel sum and series via Mond-
Pecaric method, Math Inequal. Appl., 
9(2006)749-759.    
   



  ۹۴                                                   1400  اسفندو    بهمن ،  چهارمسی و  ، شماره  هفتم هاي نوین در ریاضی/ سال  پژوهش   /و همکاران  يفاطمه خسرو
 

  


