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 چکيده

 کهکنیم در این مقاله ثابت میباشد.  𝑅یک همریختی روی  𝛼یکدار و  ، پذیرشرکتیک حلقه   𝑅فرض کنیم 

,𝑯𝑹)های  هرویتس اریب تحت شرایطی، بعد مثلثی حلقه سری 𝜶)   و حلقه𝑅  .ما ، بعلاوه یکسان هستند

یک  ایم.  به ویژه، برایرا گسترش داده PWP)های به طور خلاصه، حلقه (ای های  اول تکهحلقه کلاس توسیع

دارای یک نمایش ماتریس شود که های هرویتیس اریب تعیین مییک کلاس بزرگی از حلقه  سری PWP حلقه

 .های اول هستندهای واقع روی قطر اصلی آن، حلقهمثلثی کامل تعمیم یافته است به طوری که حلقه

 

،  بعد 𝑃𝑊𝑃حلقه ،  کامل تعمیم یافته ،  نمایش ماتریس مثلثیهای  هرویتس اریبسریحلقه  های کليدی:واژه

 مثلثی.
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 مقدمه. 0

در سال  باشدخصوص در جبر ناجابجایی مبحث پوچسازها میها و بیکی از مباحث مهم در نظریه حلقه

جبر توسط ∗ℂ−عضو یک  هرپوچساز راست  جبرها به این موضوع پی برد که اگر∗ℂ−در بررسی  1ریکارت 0691

 9591 سال درمتعاقب آن، نمود.  مشخصمهم آن را  هایویژگیتوان برخی از می ،تولید شود یتصویر

جبری است که پوچساز راست هر زیر ∗ℂ−یک  جبر∗𝐴𝑊−معرفی نمود. یک  را   ∗𝐴𝑊جبرهای  8کاپلانسکی

  شود می مجموعه ناتهی از آن توسط یک تصویر تولید

بئر برای بررسی خواص  هایاز حلقه های بئر را معرفی کرد وهای عملگرها حلقهکاپلانسکی در کتاب معروف حلقه

−های و حلقه   ∗𝐴𝑊، ن نیومنفوجبرهای    های شبهحلقه  6در  0کلارک. 96 منظم کامل استفاده نمود∗

 یکدار روی ،متناهی با بعد جبرهایشرایطی  چهتحت مشخص کرد که  آنبئر را معرفی کرد و با استفاده از 

 5، از ریکارتهای در مورد حلفه شوند. دار یکریخت میهای تابجبر ماتریسگروه  های بسته جبری با نیممیدان

ی هایمثال 5 در 5چیسندارند که  یچپ خاصیت متقارنو ریکارت  یکارت راستویژگی ر کنیم کهی مییادآور

 حلقه ریکارت که یک ثابت کرد 91منبع  در 6اسمالهمچنین،  برای اثبات نامتقارن بودن این مفهوم ارائه داد.

 باشدمتعامد صر خودتوان دو به دو انامتناهی عنتعداد  است اگر فاقد در نتیجه ریکارت بئر   راست،

هایی مثال. کردند معرفیرا  و چپ بئر اصلی راست های شبهحلقه ،8 همکارانش و 1بیرکنمیر 1669در سال 

 در دیگری هایمثالعلاوه بر آن بیان شده است و  8 بئر اصلی درراست مفهوم شبهو  بودن چپ برای نامتقارن

-حلقه خانوادهبئر اصلی راست، ه شب هایحلقه خانوادهبئر اصلی چپ،  های شبهحلقه خانواده شده که ارایه  8

  خانوادهاین  سازد که هیچ کدام ازرا متمایز می( راست PPراست ) ریکارتخانواده و ( چپ PPچپ ) ریکارت های

 .ها شامل دیگری نیستحلقه

یک یکریختی  هرگاه نمایش ماتریس مثلثی تعمیم یافته است،یک دارای  Rحلقه نشان داده شده است که  1در 

 ایحلقه

𝜽: 𝑹 → (

𝑹𝟏 𝑹𝟏𝟐 … 𝑹𝟏𝒏

𝟎 𝑹𝟐 … 𝑹𝟐𝒏

⋮
𝟎

⋮
𝟎

⋱
…

⋮
𝑹𝒏

) 

مدول چپ، 𝑅𝑖−یک  𝑅𝑖𝑗ای یکدار،حلقه،𝑅𝑖وجود داشته باشد، به طوری که هر حلقه واقع روی قطر، 

−𝑅𝑗برای مدول راست 𝑖 < 𝑗   کنند. اگر هر می تبعیت یضرب معمولو  قوانین جمع ازها ماتریس بوده که𝑅𝑖 
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گویند که دارای یافته میرا دارای یک نمایش ماتریس مثلثی کامل تعمیم Rگاه  آننیمه مرکزی کاهشی باشد،

 نامند،می  PWP به طور خلاصه، حلقه ایتکهیک حلقه را یک حلقه اول 8و1 بنابر. است nبعد مثلثی 

به   های حلقه خانواده نشان داده شده است که8باشد. در بئر با بعد مثلثی متناهی هرگاه یک حلقه شبه

 های بنابراین حلقهمعرفی شد.  3 در  1و اسمال 3نوای است که توسط گوردای تکههطور سره شامل همه دامنه

  یا نوتری راست هستند. هر حلقه  که نیمه ابتدایی باشندمی های موروثی راستل همه حلقهشام  

اصلی این ماتریس یک  واقع روی قطر 𝑅𝑖حلقه که هر است دارای یک نمایش ماتریس مثلثی کامل تعمیم یافته

0همچنین در. باشدمیاول  حلقه سوال بازی مبنی بر ،  هایحلقهی از نتایج روی ، در میان بسیار 

هایی توسیع حلقه خانوادههستند و نیز گسترش  که حلقه  ییهاهای دیگری از حلقهتوسیع خانوادهگسترش 

 .اندشدهمطرح  که دارای بعد مثلثی متناهی هستند

دیفرانسیلی دارد. در مقاله بیشتر مباحث ریاضی و به ویژه در جبرهای های فراوانی در های توانی کاربردحلقه سری

  98 و  91ای آن را بررسی کرد. در مقالات های هرویتس را معرفی و خواص رستهحلقه سری 96کیگر  99

ث فرانسیلی و همچنین در مبحهای دیهای فراوانی در جبرهای هرویتس کاربردکیگر نشان داد که حلقه سری

ای با استفاده از ضرایب ضرب دنبالهاین حلقه همراه با یک  ضرب عناصر ،سازی ضعیف دارد. به علاوهنرمال

که مطالعات فراوانی از این  مطالعه شد. در حالی  16در  91و توسط تفت  1در  99ای توسط فلیسدوجمله

های هرویتس های سریکمی درباره حلقه اما اطلاعات ،ها روی یک حلقه جابجایی و یکدار انجام شده استحلقه

 پذیر موجود است.های ناجابجایی و شرکتهروی حلق

,𝑯𝑹) های  هرویتس اریبسرییطی، بعد مثلثی حلقه اکه تحت شر کنیمدر این مقاله ثابت می 𝜶)  و حلقه𝑅  

,𝑯𝑹)گاه حلقه باشد، آن  PWP  یک حلقه R   هستند. به ویژه، اگر   یکسان 𝜶) نیز یک حلقه 𝑃𝑊𝑃 

,𝑯𝑹) خواهد بود. بنابراین حلقه 𝜶)  تعمیم یافته است به طوری که دارای یک نمایش ماتریس مثلثی کامل

 .اول هستندهای ، حلقهاصلی های واقع روی قطرحلقه

 

ازهاتعاريف و پيشني-

است را ارایه  ه در مقاله جاریاستفاددر این بخش تعاریف و نتایج ابتدایی که برگرفنه از مقالات دیگران و مورد 

دهیم.می  
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آل به عنوان یک ایده ، R مجموعه ناتهی هرگاه پوچساز راست هر زیر شوده مینامید بئر Rحلقه . 0-2تعريف 

به   ، R  آلنامید هرگاه پوچساز راست هر ایده ئرب شبهرا  R همچنین، خودتوان تولید شود. یک توسط راست،

  6 خودتوان تولید شودیک عنصر راست، توسط  آلعنوان یک ایده
آل ایده یک آن، به عنوانشود هرگاه پوچساز راست هر عنصرنامیده می ک حلقه ریکارت راستی.  2-2تعريف 

به طور ) نامندراست نیز می PPتوسط یک عنصر خودتوان تولید شود. حلقه ریکارت راست را یک حلقه  راست،

طور مشابه تعریف  نیز به (پچ 𝑃𝑃)های ریکارت چپ حلقه .(راست اصلی آن تصویری استآل معادل هر ایده

 شوند.می

 .5شودنامیده می اگر یک حلقه هم ریکارت چپ و هم ریکارت راست باشد حلقه ریکارت

 آل اصلی آن، بههر ایده (چپ)هرگاه پوچساز راست  است (پ)چبئر اصلی راست شبه Rحلقه  . 3-2تعريف 

مشابه تعریف  بئر اصلی چپ نیز به طوره ، توسط یک خودتوان تولید شود. حلقه شب(چپ)آل راست عنوان یک ایده

حلقه به پوچساز راست هر  قسمت آنبئر اصلی راست است هرگاه خارجه شود. به طور معادل یک حلقه شبمی

 Rیکدار همچنین حلقه .8 باشد تصویریحلقه یک  ن، به عنوان یک مدول راست روی آنآل اصلی راست آایده
 حلقه اول نامیده می شود هرگاه 

𝑎𝑅𝑏 = = 𝑎نتیجه دهد   6 .یا  6  𝑏 = 6 

 شود هرگاه برای هرمی گفته (راست)نیمه مرکزی چپ  Rاز یک حلقه  eک عنصر خودتوان ی 1 .4-2تعريف 

𝑥عنصر ∈ 𝑅 داشته باشیم 𝑥𝑒 =  𝑒𝑥𝑒  ex = exe) راست( پمرکزی چعناصر خودتوان نیمههمه  مجموعه(

مجموعه عناصر خودتوان مرکزی یک حلقه همچنین  د.شونمایش داده می𝑆𝑙(𝑅) (𝑆𝑟(𝑅)  )با نماد  حلقه یک

R  را با نماد𝐵(𝑅) که  کنیمتوجه میدهند. می نمایش𝑆𝑙(𝑅) ∩ 𝑆𝑟(𝑅) = 𝐵(𝑅) هحلقک . یR  نيمه را

𝑆𝑙(𝑅) هرگاهنامیم، می مرکزی کاهشي =  نیمه مرکزی چپ است اگر و فقط اگر   e . از آن جایی که {6,9}

9 − 𝑒  ،چپ است. بنابراین -متقارن راست بنابراین تعریف نیمه مرکزی کاهشی نیمه مرکزی راست باشدR  یک
𝑆𝑟(𝑅)داشته باشیم  اگر تنهامرکزی کاهشی است اگر و حلقه نیمه = {6,9}. 

 های زیر نیز گاه حلقهآن باشد، حلقه  یک  Rثابت کردند که هرگاه  03بیرکنمیر و پارک 0در

 هستند

.𝑢− یک Gکه 𝑅[𝐺]ای حلقه تکواره .9 𝑝است. تکواره

است. جابجایی ضروری به طور های نهیک مجموعه از متغیر Xکه  𝑅[[𝑋]] و 𝑅[𝑋]های حلقه .1

,𝑅[𝑥های لقهح .8 𝑥−9] و𝑅[[𝑥, 𝑥−9]]   های لورانسری لوران و حلقه هایترتیب حلقه چندجمله یکه به 

هستند.

;𝑅[𝑥هایحلقه .0 𝛼]  و𝑅[[𝑥; 𝛼]] های اریب، که های اریب و حلقه سریکه به ترتیب حلقه چندجمله یα 

.ستا Rیک خودریختی خاصی از 
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 Rها روی حلقه ماتریسهای بالامثلثی و حلقه ماتریس که به ترتیب 𝑀𝑛(𝑅)و𝑇𝑛(𝑅)  همچنین حلقه های  .5

 هستند نیز یک حلقه 

نمایش داده و  𝑟𝑅(𝑋)را با نماد  Rروی حلقه  Xپوچساز راست  ،Rاز یک حلقه   Xمجموعه ناتهی برای یک زیر

 شود:به صورت زیر تعریف می

𝑟𝑅(𝑋) = {𝑟 ∈ 𝑅:  𝑋𝑟 = 6}. 
 ℂو  ℕ،  ℤو مجموعه اعداد مختلط را به ترتیب با  مجموعه اعداد صحیح ،مجموعه اعداد طبیعی ،همچنین

 دهیمقرار می ،Rاز حلقه   Xمجموعه ناتهی برای هر زیردهیم. نشان می
(𝐻𝑋, 𝛼) = {  𝑓(𝑛) ∈ 𝑋 ∪ {6}, ∀𝑛 ∈ ℕ ∪ {6} }. 

:𝛼 جابجایی ونه لزوما  پذیر وشرکت ،یک حلقه یکدار  𝑅 ،در سراسر این مقاله 𝑅 → 𝑅  نیز یک همریختی

𝛼(9)است به طوری که  = ,𝑯𝑹) اریب 04های هرویتسسری. حلقه 9 𝜶)  یک حلقه رویR شامل توابع 

𝑓: ℕ ∪ {6} → R باشد که عمل جمع در حلقهمی (𝐻𝑅, 𝛼) ای و عمل ضرب برای هر دو عنصر به صورت مولفه

,𝑓دلخواه  𝑔 ∈ (𝐻𝑅, 𝛼)  و هرعنصر𝑛 ∈ ℕ ∪  شود:به صورت زیر تعریف می  {6}

𝑓𝑔(𝑛) = ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑓(𝑘)𝛼𝑘(𝑔(𝑛 − 𝑘)), 

𝑛)که 
𝑘

,𝐻𝑅)به جای  ،همانی باشد   𝛼( است. در حالتی که همریختی  𝑛از 𝑘ای )ترکیبضریب دو جمله  ( 𝛼) 

,𝐻𝑅)های هرویتس . در واقع عناصر حلقه های سریاستفاده می کنیم HRاز نماد  𝛼)  های توانیهمان سری 

∑رسمی  𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝑅[[𝑥; 𝛼]]∞
𝑛=6  است که تابع𝑓  به صورت𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛 شود. به علاوه، ضرب تعریف می

,𝐻𝑅)در حلقه  𝛼) ست با این تفاوت که ضرایب های توانی اریب اهای سریهمان ضرب معمولی برای حلقه

𝑟برای هر  شود.جمله همانند تعریف بالا ظاهر میای در هر دوجمله ∈ 𝑅   و𝑛 ∈ ℕ  عناصر𝒉𝑟 , 𝒉𝑛
, ∈

(𝐻𝑅, 𝛼)  شود.:به صورت زیر تعریف می 

𝒉𝑟(𝑥) ≔ {
𝑟
0          

𝑥 = 0
𝑥 ≠ 0,

 

  𝒉𝑛
′ (𝑥) ≔ {

1
0             

𝑥 = 𝑛
𝑥 ≠ 𝑛

.

 

𝑟واضح است که نگاشت  ↦ ℎ𝑟  حلقه𝑅    را در حلقه(𝐻𝑅, 𝛼) نشاند و  میℎ9  عضو واحد حلقه(𝐻𝑅, 𝛼) 

 است.

-ℚنیز یک همریختی   𝛼است و   ℚکه شامل   𝑅نشان داده شده است که هر حلقه  91و  96های مقاله در

,𝐻𝑅)های باشد آنگاه حلقه  𝑅جبر از  𝛼)  و𝑅[[𝑥; 𝛼]]  ری از تکرار نتایج گذشته یکریخت هستند. برای جلوگی

;𝑅[[𝑥،های توانی اریب های سریدر حلقه 𝛼]]  کنیم که حلقه فرض میاز این به بعد𝑅 ،   اعداد گویا را در بر

 ندارد.
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را  Rاز حلقه αریختی درون. باشد αریختی درونبا یک ای دلخواه حلقه  کنیم فرض 90 .8-2تعريف 

𝑎𝛼(𝑎)از  Rحلقه در 𝑎نامند، هرگاه به ازای هر عنصرمی صلب = .بتوان نتیجه گرفت  6 𝑎 = همچنین،  6

 ریختی صلبی از آن باشددرونαنامند، هرگاه  صلبαرا Rحلقه 

𝑎𝑏داشته باشیم Rدر bوهر نامند، هرگاه به ازای  سازگارαرا  Rحلقه  9 .6-2تعريف  = 6  

.اگر و تنها اگر  𝑎𝛼(𝑏) = 6 

𝑎 عنصر د هرگاه برای هرننام چپيکال s-را  Rحلقه یک از  I آلایده95 .7-2تعريف  ∈ 𝐼  یک عنصر𝑥 ∈

𝐼  داشته باشیم   که به طوری باشدموجود𝑥𝑎 = 𝑎 .حلقه همچنین R حلقه یک  راAPP هرگاه  نامیدند، راست

 .باشد چپیکال s-آل اصلی آن یک ایده راستآل هر ایده راستپوچساز 

 یک مجموعه هرگاهاست  )راست(چپ  های مثلثيخودتواندارای یک مجموعه از   R حلقه 2 .2-2تعريف 

{𝑏9 , … , 𝑏𝑛}   هک های ناصفر موجود باشد به طوریاز خودتوان 

1. 1 = 𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛 

2. 𝑏1 ∈ 𝑆𝑙(𝑅)  (𝑏1 ∈ 𝑆𝑟(𝑅) .) 

1برای هر عدد  .3 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1،

 𝑏𝑘+1 ∈ 𝑆𝑙(𝑐𝑘𝑅𝑐𝑘) 𝑏𝑘+1 ∈ 𝑆𝑟(𝑐𝑘𝑅𝑐𝑘))  که )𝑐𝑘 = 1 − (𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑘) . 

یک  (به ترتیب راست)های مثلثی چپ گرفت که یک مجموعه از خودتوان توان نتیجهتعریف بالا، می( 8) از قسمت

را کامل های مثلثی از خودتوان یک مجموعه. دوبه دو عمود بر هم نیز هستند دوبه هایمجموعه از خودتوان

{𝑏9 , … , 𝑏𝑛} هرگاه هر گویندمی𝑏𝑖  .یک عنصر خودتوان نیمه مرکزی کاهشی باشد 

,1⟧  نابرب Proposition9.8 ⟧  حلقهR باشد که می فتهحلقه ماتریسی بالا مثلثی تعمیم یا یکریخت با یک

دارای یک مجموعه از Rاگر  تنهااست، اگر و  های نیمه مرکزی کاهشیهای روی قطر اصلی آن حلقهحلقه

,1⟧از   باشد کامل های مثلثی چپخودتوان Theorem 1.96  ⟧ شود که تعداد عناصر یک مجموعه نتیجه می

کامل از   این تعداد برابر تعداد عناصر یک مجموعههای مثلثی چپ همواره منحصر به فرد است و کامل از خودتوان

است    بعد مثلثيدارای  R حلقه گوییم های مثلثی راست است. با توجه به نکاتی که در بالا ذکر شد،خودتوان

های از حودتوان عضویnمجموعه کامل  دارای یک R ، هرگاه حلقهیمدهنمایش میT dim(R) = n  باو 

 مثلثی چپ باشد. 

دارای   𝑅 اگر همچنین   T dim(R) =9حلقه نیمه مرکزی کاهشی است اگر و فقط اگر   Rکنیم یادآوری می

 با دارای بعد مثلثی بینهایت است و 𝑅 یمهای مثلثی چپ نباشد، آنگاه گویکامل از خودتوان هیچ مجموعه

𝑇𝑑𝑖𝑚(𝑅) =  .یمدهنمایش می ∞

,1⟧بنابر  Proposition 1.90⟧اگر R آنگاه خواهیم داشت   ها باشد،آلروی ایده دارای 

Tdim(𝑅) < ∞. 
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 های هرويتس اريبهای سرینمايش ماتريس مثلثي حلقه-3

آن  ،باشد تابمدول بیℤ−سازگار و به عنوان یک -𝛼  ،راست 𝐴𝑃𝑃حلقه    𝑅اگر کنیم ثابت میدر این بخش 

,𝐻𝑅) هرویتس اریبهای سریبعد مثلثی حلقه  گاه 𝛼) و حلقه𝑅  به ویژه، اگر  .استیکسان   R یک حلقه 

PWP  ،حلقه  در این صورتباشد(𝑯𝑹, 𝜶) نیز حلقه 𝑃𝑊𝑃 .بنابراین حلقه خواهد بود(𝑯𝑹, 𝜶) یک  دارای

 .اول هستندهای های واقع روی قطر، حلقهعمیم یافته است، به طوری که حلقهنمایش ماتریس مثلثی کامل ت
 باشند.یمی رسیدن به اهداف ما در این بخش های زیر ابزارهای اصلی برالم

,9] .0-3لم Lemma 2.1, Lemma 2.2] 
 باشد. آن گاه: Rیک همریختی از حلقه  α فرض کنیم
 .تکریختی است αسازگار باشد آن گاه  αاگر الف( 
 داشته باشیم R در   b و   aبه ازای هر سازگار است اگر و تنها اگر  αب( 

𝛼(𝑎)𝑏 = 6 ⇔ 𝑎𝑏 = 6 . 

 ج( شرایط زیر معادل هستند:

9. α  .صلب است 

1. α   سازگار وR .حلقه کاهشی است 

R،  𝑎𝛼(𝑎)در  aبه ازای هر  .8 = 𝑎دهد نتیجه می  6 = 6. 

 
شود.استفاده می 0-8لم زیر در اثبات گزاره   

,11]  .2-3لم  Lemma 3.2]  فرض کنیم𝑅   حلقه𝐴𝑃𝑃     راست است به طوری که به عنووان یوℤ-    مودو

,𝑓سازگار است. آن گواه  بوه ازای هور    -𝛼حلقه  𝑅باشد. همچنین فرض کنیم میتاب بی 𝑔 ∈ (𝐻𝑅, 𝛼) ،   اگور

𝑓(𝐻𝑅, 𝛼)𝑔 = ,𝑛در این صورت برای هر  0 𝑚 ∈ ℕ :خواهیم داشت 

𝑓(𝑛)𝑅𝑓(𝑚) = 0. 
,2] .3-3لم  Theorem𝑠 2.9, 2.10]  

 یک حلقه دلخواه باشد. در این صورت شرایط زیر معادل هستند: 𝑅فرض کنیم 

9. 𝑅 های مثلثی چپ است؛دارای یک مجموعه کامل از خودتوان 

𝑏𝑅}مجموعه  .1 ∶ 𝑏 ∈ 𝑆𝑙(𝑅)} ؛یک مجموعه متناهی است 

8. 𝑅 های مثلثی راست استارای یک مجموعه کامل از خودتواند. 

, 𝑏9} اگر ،علاوهه ب … , 𝑏𝑛}   و{𝑐9 , … , 𝑐𝑘} گاه  آن ،باشد های مثلثی چپمجموعه کامل از خودتوان یک𝑘 =

𝑛 .چنین برایهم  𝑏 ∈ 𝑆𝑙(𝑅)  𝑏𝑅 = ∑ 𝑏𝑖𝑅𝑖∈𝐼   که𝐼 ⊆ {9,1, … , 𝑛}   مجموعه دلخواه استزیریک. 
 

از اجزای حیاتی برای نمایش ماتریس مثلثی تعمیم یافته هستند، در گزاره زیر  های نیمه مرکزیچون خودتوان

,𝐻𝑅)های هرویتس اریب های نیمه مرکزی حلقه سریبین خودتوان رابطه 𝛼)  و حلقه𝑅 کنیم. این را بررسی می

 گیرد.این مقاله مورد استفاده قرار می نتیجه در ادامه
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تاب باشد. همچنین فرض کنیم بیمدول ℤ−راست و به عنوان یک  𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅فرض کنیم  .4-3گزاره 

𝑅  یک حلقه𝛼- .سازگار است 

,𝐻𝑅)عنصر خودتوان نیمه مرکزی چپ حلقه   𝑓اگر   𝛼)   باشد آنگاه𝑓(6)   عنصر خودتوان نیمه مرکزی چپ

 است. و به ویژه  𝑅حلقه 

𝑓(𝐻𝑅, 𝛼) = 𝒉𝑓(0)(𝐻𝑅, 𝛼).   

,𝐻𝑅)یک عنصر خودتوان نیمه مرکزی چپ حلقه   𝑓چون  برهان. 𝛼) خواهیم داشت  است، لذا 
(𝑓 − 1)(𝐻𝑅, 𝛼)𝑓 = 0. 

 داریم: 1-8بنابراین بنابر لم  
(𝑓(0) − 1)𝑅𝑓(0) = 0. 

𝑛برای هر در نتیجه  ∈ ℕ  خواهیم داشت𝑓(𝑛)𝑅𝑓(6) = 𝑛همچنین برای هر  عدد و 6 ∈ ℕ ∪  داریم {6}
(𝑓(0) − 1)𝑅𝑓(𝑛) = 0. 

 

𝑓(6)،دهند که روابط اخیر نشان می ∈ 𝑆𝑙(𝑅) 

  𝒉𝑓(6)𝑓 = 𝑓  و لذا داریم𝑓𝒉𝑓(6) = 𝒉𝑓(6).   

,𝑓(𝐻𝑅در نتیجه  𝛼) = 𝒉𝑓(6)(𝐻𝑅, 𝛼) ■ 

 ،0بنابر باشد.  Rیک توسیع از حلقه   Γو   Rیک مجموعه از عناصر خودتوان مثلثی چپ    Bفرض کنیم 
ΓیکB   به  مربوطمثلثیR هرگاه شود، گفته می𝑏 ∈ 𝐵 6 و ≠ 𝑎 ∈ 𝑆𝑙(𝑏 Γb)، 6 گاه عنصر آن ≠

𝑎6 ∈ 𝑆𝑙(𝑏 Rb) موجود باشد، به طوری که 𝑎6Γ ⊆ 𝑎Γ . همچنین توسیعΓ  یکراB با مثلثی سازگار 

مثلثی B یک  Γاگر  نیز باشد.  Γع یعناصر خودتوان مثلثی چپ توسمجموعه از  یک  Bگویند، هرگاه  Rحلقه 

گاه  باشد، آن Rچپ  های مثلثیاز خودتوان B برای هر مجموعه Rبا سازگار مثلثیR  (Bبه حلقه  مربوط

𝑏یک عنصر   0 همچنین بنابر است. (  Rمثلثی سازگار به) Rحلقه  به مربوطمثلثی    Γگویند  ∈ 𝐵   یک را

  عنصری از مجموعه  b هرگاه گویند،  Rعنصر خودتوان مثلثی چپ حلقه 

 باشدR  عناصر خودتوان مثلثی چپ

 

  یک حلقه 𝑅تاب باشد. اگربیمدول ℤ−راست است و به عنوان یک  𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅فرض کنیم   .8-3لم 

𝛼-آن گاه   سازگار باشد(𝐻𝑅, 𝛼)  حلقه  به مربوطمثلثیR است.  

𝑏باشد. همچنین فرض کنیم  Rاز عناصر خودتوان مثلثی چپ دلخواه یک مجموعه    Bفرض کنیم  .برهان ∈

𝐵   :و بعلاوه داشته باشیم 

6 ≠ 𝑓 ∈ 𝑆𝑙(𝒉𝑏(𝐻𝑅, 𝛼)𝒉𝑏). 

𝛼(𝑏)سازگار است، داریم -𝛼یک حلقه  𝑅چون  = 𝑏:بنابراین خواهیم داشت . 

𝒉𝑏(𝐻𝑅, 𝛼)𝒉𝑏 = (𝐻(𝑏𝑅𝑏), 𝛼). 
 راست است، بنابر گزاره  𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅چون 

  [96, Proposition 8.1] حلقه𝑏𝑅𝑏   نیز یک حلقه𝐴𝑃𝑃 شود نتیجه می 0-8شد. اکنون از گزاره باراست می

6که    ≠ 𝑎 ∈ 𝑆𝑙(𝑏 Rb)  موجود است که. 𝒉𝑎(𝐻𝑅, 𝛼) ⊆ 𝑓(𝐻𝑅, 𝛼) 
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,𝐻𝑅)دهد که  این نشان می 𝛼)  حلقه  به مربوطمثلثیR .است ∎ 

,𝐻𝑅)آنگاه   سازگار باشد-𝛼  یک حلقه 𝑅راست است. اگر 𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅فرض کنیم  .6-3لم  𝛼)  مثلثی

 است.  Rحلقه سازگار با 

𝐵 فرض کنیمبرهان.  = {𝑏9, 𝑏1, … , 𝑏𝑛}    حلقه از عناصر خودتوان مثلثی چپ دلخواه مجموعهیک R  .باشد
𝒉𝑏9}کنیم که مجموعه ثابت می

, 𝒉𝑏1
, … , 𝒉𝑏𝑛

 حلقه از عناصر خودتوان مثلثی چپ یک مجموعهنیز    {
(𝐻𝑅, 𝛼)  توان نشان داد که برای هر عنصر خودتوان به آسانی می. است𝑏 ∈ 𝐵     عنصر𝒉𝑏  نیز یک عنصر

,𝐻𝑅)خودتوان حلقه  𝛼)    است. همچنین چون𝑏9 + 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑛 = 𝒉𝑏9بنابراین   9
+  𝒉𝑏1

+ ⋯ +

𝒉𝑏𝑛
= 𝒉9 چون .𝑅 یک حلقه  𝛼-توان بررسی نمود که عنصر خودتوان سازگار است می𝒉𝑏9

یک عنصر  

,𝐻𝑅)خودتوان نیمه مرکزی حلقه  𝛼)  9است. حال چون برای هر ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 9،  𝑏𝑘+9 ∈ 𝑆𝑙(𝑐𝑘𝑅𝑐𝑘) 

𝑐𝑘که در آن  = 9 − (𝑏9 + 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑘)  و در لذا. (𝑏𝑘+9𝑎𝑘  − 𝑎𝑘 )𝑅(𝑎𝑘𝑏𝑘+9)  =  6  

𝑛سازگار است، بنابر این برای هر -𝛼  یک حلقه 𝑅از طرف دیگر،  ∈ ℕ ∪  داریم {6}

 (𝑏𝑘+1𝑎𝑘  − 𝑎𝑘 )𝑅𝛼𝑛(𝑎𝑘𝑏𝑘+1)  =  0.. 

 به علاوه داریم،

. 𝒉𝑎𝑘
= 𝒉9 − (𝒉𝑏9

+ 𝒉𝑏1
+ ⋯ +  𝒉𝑏𝑘

) 
𝑓بنابراین برای هر عنصر دلخواه  ∈ (𝐻𝑅, 𝛼) :خواهیم داشت 

𝒉𝑏𝑘+9
𝒉𝑎𝑘

𝑓𝒉𝑎𝑘
𝒉𝑏𝑘+9

= 𝒉𝑎𝑘
𝑓𝒉𝑎𝑘

𝒉𝑏𝑘+9
 

9لذا برای هر  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝒉𝑏𝑘+9)گیریم نتیجه می 9
𝒉𝑎𝑘

)(𝒉𝑎𝑘
(𝐻𝑅, 𝛼) 𝒉𝑎𝑘

)𝒉𝑏𝑘+9
= 6. 

9دهد که برای هر نشان میاین  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝒉𝑏𝑘+9عنصر  9
خودتوان نیمه مرکزی حلقه   

𝒉𝑎𝑘
(𝐻𝑅, 𝛼) 𝒉𝑎𝑘

 ∎ است که این برهان را کامل می کند. 

,0]. 7-3لم  Proposition 0.8]  فرض کنیمΓ  یک توسیع حلقهR  باشد. اگر Γ  به  مربوطیک مثلثیR   و

 .یکسان هستند  Rو   Γباشد، آنگاه بعد مثلثی  R مثلثی سازگار با 

 
,𝐻𝑅)های هرویتس اریب یو حلقه سر 𝑅کنیم چه زمانی بعد مثلثی حلقه اکنون بررسی می 𝛼)  هستند.یکسان 

-𝛼  یک حلقه 𝑅تاب باشد. اگربیمدول ℤ−راست و به عنوان یک  𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅فرض کنیم . 2-3قضيه 

 سازگار باشد آن گاه:
Tdim(𝑅) = 𝑇𝑑𝑖𝑚((𝐻𝑅, 𝛼)). 

 ∎شود. حاصل می نتیجه مطلوب 1-8و نیز  6-8 ،5-8های با استفاده از لم برهان. 

تاب باشد، آن بی مدولℤ−راست و به عنوان یک  𝐴𝑃𝑃یک حلقه   𝑅فرض کنیم . 9-3نتيجه 

Tdim(𝑅)گاه = 𝑇𝑑𝑖𝑚((𝐻𝑅)). 

سازگار -𝛼  یک حلقه 𝑅تاب است. اگربیمدول ℤ−و به عنوان یک  اولیک حلقه   𝑅فرض کنیم  .01-3نتيجه 

,𝐻𝑅)آن گاه حلقه  ،باشد 𝛼) باشد.نیز اول می 

,1]بنا بر . برهان Lemma 0.1] دانیم که حلقه میR  اول است اگر و تنها اگر یک حلقه شبه بئر و نیمه مرکزی

 ∎شود. حاصل می 3-8جه به آسانی از قضیه کاهشی باشد. اکنون نتی
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,𝐻𝑅)های هرویتس که حلقه سریشود برای این در قضیه زیر محکی فراهم می 𝛼) گردد.  یک حلقه 

𝐵 ،یک حلقه شبه بئر 𝑅فرض کنیم  .00-3قضيه  = {𝑏9 , … , 𝑏𝑛} های مثلثی از خودتوانیک مجموعه کامل

آن ، تاب باشدبیمدول ℤ−سازگار و به عنوان یک -𝛼یک حلقه  𝑅باشد. اگر   𝑅یک همریختی روی  𝛼و   𝑅چپ 

,𝐻𝑅)گاه  𝛼) به طوری که  یک حلقه شبه بئر  استBیافته برای حلقهیک نمایش کامل ماتریس مثلثی تعمیم

(𝐻𝑅, 𝛼)اصلی کند که هر حلقه روی قطرتعیین می،𝑅𝑖   ، است اول. 

,96]، 5.8با استفاده از لم  .برهان Theorem 8.5]  1]و, Theorem 0.0] نتیجه دلخواه به آسانی حاصل می-

 ∎ شود.

-𝛼یک حلقه  𝑅تاب است. اگرمدول بیℤ−و به عنوان یک  یک حلقه   𝑅فرض کنیم . 02-3 نتيجه

,𝐻𝑅)سازگار باشد آن گاه  حلقه 𝛼)  باشد.می نیز 

رسانیم.قاله را  با یک مثال به پایان میاین م  

 روی یک تکریختی  نیز 𝛼و  باشدتاب میبیمدول ℤ−یک دامنه و به عنوان یک  𝐷فرض کنیم . 03-3مثال 

𝐷    .دهیم:قرار میاست 

𝑅 ≔ {(
𝑎 𝑏
0 𝑎

) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷}. 

𝑏9دهیم بئر است.  قرار میشبه  𝑅شود  که حلقه نتیجه می  [Proposition 1 ,93]با استفاذه از  = (
9 6
6 6) 

.و  𝑏1 = (
6 6
6 𝐵های  خودتوان توان بررسی کرد که مجموعهبه آسانی می (9 = {𝑏9, 𝑏1} مجموعه کامل  یک

:𝛼سازگار است که -𝑅 ،  �̅�و نیز حلقه  Rهای مثلثی چپ خودتوان از 𝑅 → 𝑅 ریختی با ضابطه یک درون

𝛼 ((𝑎𝑖𝑗)) = (𝛼(𝑎𝑖𝑗)) که دهد نتیجه می  99-8باشد. بنابراین قضیه میB  یک نمایش کامل ماتریس

,𝐻𝑅) یافته برای حلقه مثلثی تعمیم �̅�)اصلی کند که هر حلقه روی قطرتعیین می،𝑅𝑖   ، است اول.  

 

 

قدردانی را  مقاله، از داوران محترم، که نظرات و پیشنهاداتشان بر کیفیت مقاله افزود، کمال تشکر و گاننویسند 

.دارد  
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