
 

 

 

 

 http://jnrm.srbiau.ac.irدسترسي در سايتِ 

 1401 بهمن و اسفندم، چهلتم، شماره شسال ه

 X2588-588شماره شاپا: 

 
 

 

 

طور قوی های بهنگاشت 
cl
- پیوسته در فضاهای توپولوژی 

 

 *معصومه اعتبار 

 

 ریاضی، دانشگاه شهید چمران اهواز، اهواز، ایران گروه 
 

 

 1401/ 04/ 18 تاریخ پذیرش مقاله:   24/01/1401تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

طور قوی پیوستگی جدیدی میان فضاهای توپولوژی، به نام به
cl-های  شود. ویژگیپیوستگی، معرفی و مطالعه می

طور قویهای بهنگاشتاساسی  
cl- طور ضعیف  شود که برای فضای به ثابت می گیرد.پیوسته مورد بررسی قرار می

طور قوی ، بهXهمبند موضعی
cl  - پیوستگی یک نگاشت:f X Y→  باcl- بالا پیوستگیf    معادل است. با

طور قوی های بهاستفاده از این موضوع و بررسی رفتار نگاشت
cl-ی  های همبندی دامنهپیوسته روی شبه مؤلفه

میآن مشاهده  بهها  فضای  هر  برای  که  ضعیف  شود  موضعی طور  گسسته  Xهمبند  که    Yی فضای  دارد  وجود 

)یحلقه )
cl

S X  نگاشت تمام  بهشامل  قوی های  طور 
cl-روی پیوسته مقدار  حقیقی  )با  Xی  )C Y    یکریخت

باز منظم در یک فضای توپولوژی، اصول تفکیک جدیدی مانند -sهای است. با معرفی و استفاده از مجموعه
1clT  ،

2clT  ،
cl- و منظم 

cl-فضا ساخته می بودن  منظم  نگاشتکاملاً  با  اصول  این  میان  ارتباط  و  بهشوند  طور های 

قوی
cl-می قرار  بررسی  مورد  میپیوسته  ثابت  جمله  از  اگر  گیرد.  که  فضای    Xشود  یک 

cl-و ک منظم  املاً 

:f X Y→   یک
cl-آن باشد،  همسانریخت  Yو  Xگاه  همسانریختی  منظم  کاملاً  فضای  ویژگیدو  های اند. 

توپولوژی جدید 
cl-و آن-sفشردگی  و خواص  نگاشتنسبتاپًیرافشردگی  با  ارتباطشان  همچنین  و  بهها  طور  های 

قوی
cl-شود که اگر اهده میگیرند. مشپیوسته مورد مطالعه قرار میY ای باز درمجموعهX  وA  ی یک مجموعه

cl- فشرده درY  گاه  باشد، آنA  ی یک مجموعه
cl- فشرده درX ی  ی هر مجموعه خواهد بود. افزون برآن، نگاره

cl-طور قوی فشرده تحت یک نگاشت به
cl-پایان ویژگی های  های نمودارهای نگاشتپیوسته، فشرده است. در 

طور قویبه
cl-  پیوسته و همچنین فضاهای

cl-گیرند.خارج قسمتی مورد بررسی قرار می 
 

ی مجموعه کلیدی: هایواژه 
cl-،فضای  باز

cl- منظم، فضای
cl- ،فضایکاملاً منظم

cl-فشرده، فضایs- ًنسبتا 

 پیرافشرده.
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 مقدمه -1

مطالعه و  تعمیمبررسی  و  پیوستگی  مختلف  ی  های 

به عنوان   بوده است.  توجه  از دیرباز مورد  پیوستگی 

که در    ]6،  5،  4  ،3،  2،  1[توان به مراجع  نمونه می

نگاشتآن های ها 
cl-،پیوستهR

بالاپیوسته،    -

و -clبالاپیوسته،  بالاپیوسته 
clR- معرفی بالاپیوسته 

 اند، اشاره نمود. و مورد بررسی قرار گرفته

f:نگاشت X Y→  برای اگر  گوییم،  بالاپیوسته  را 

xهر Xی بازو هر مجموعهVدرY شامل( )f x

مجموعه باز ،  باشد    xشامل   Xدر  Uی  موجود 

)که  ))f int (clU V]4[زیرمجموعه یک  .  از  ای 

بسته  فضای   هم  و  باز  هم  فضا  آن  در  که  توپولوژی 

 شود. ی بستباز نامیده میباشد، یک مجموعه

)fنگاشت  پیوسته  بستباز  پیوسته(   -clرا  بالا 

xگوییم، اگر برای هر X  ی باز و هر مجموعهV 
)شامل  Yدر )f xمجموعه بستباز،    Xدر   Uی 

)موجود باشد که  xشامل  )f U V [7.] 

xی نقطه X  نقطه یک  بستاری -clی را 

فضای  Aی مجموعه هر    Xدر  اگر  گوییم، 

شامل  مجموعه بستباز  ناتهی    Aبا  xی  اشتراک 

مجموعه باشد.  نقاط داشته  تمام  شامل   -clی 

مجموعه فضای  Aی بستاری  بستار -clرا   Xدر 

A  با و  ]گوییم  ]clA [5در  ](
Xcls A    1[در[    )

بسته -clی یک مجموعه  Aدهیم. گوییم نشان می

اگر Aاست،  cls A=مجموعه یک  متمم  -clی . 

مجموعه یک  می-clی بسته،  نامیده  شود.  باز 

تنها -clییک مجموعه  Aبنابراین  باز است اگر و 

 های بستباز باشد. اجتماعی از مجموعه Aاگر

f:نگاشت   X Y→  به قویرا  طور 
cl- پیوسته

xگوییم، اگر برای هر X  ی باز و هر مجموعهV 

)شامل   Yدر )f xی باز ، مجموعهU  درX   شامل

x  موجود باشد که( )f clsU V ]8[  . 

 

 پیوسته -clطور قوی های بهنگاشت -2

طور قوی های بهنگاشت  در این بخش پس از معرفی

cl
این  - توصیف  و  بررسی  نگاشتپیوسته  به  ها 

نگاشتحلقه به-های حقیقیی  قویمقدار  طور 
cl-

 پردازیم. پیوسته روی یک فضای توپولوژی می

نگاشت :  1تعريف   f:گوییم  X Y→  نقطه ی در 

x X  طور قویبه
cl-  ،اگر برای هر  پیوسته است

بازمجموعه )شامل  Yدر  Vی  )f xمجموعه ی  ، 

که xشامل   Xدر   Uباز باشد  موجود 

( ( ))f int clsU V گوییم  .f  رویX  طور به

قوی  
cl- هر در  اگر  است،  xپیوسته  X  طور به

قوی
cl- .پیوسته باشد 

نگاشت بهکلاس  قوی های  طور 
cl-  شامل پیوسته 

نگاشت بهکلاس  قوی  های  طور 
cl-  است پیوسته 

بالا -clهای که این کلاس نیز شامل کلاس نگاشت

می نگاشت  باشد.پیوسته  کلاس  آن،  بر  های  افزون 

قویبه طور 
cl-نگاشت  پیوسته های  مشمول کلاس 

کلاس   مشمول  نیز  کلاس  این  و  است  پیوسته  بالا 

مینگاشت پیوسته  اگرهای  که  است  بدیهی  باشد. 

X  تمام این مفاهیم  -یک فضای صفر باشد،  بعدی 

f:روی نگاشت  X Y→ .با هم معادل هستند 

فضای   Gیمجموعه:  2تعريف   باز -sرا  Xدر 

اگر  گوییم،  Gمنظم  = int (clsG).    یک متمم 

 نامیم. بسته منظم می-sباز منظم را  -sی مجموعه

راحتی   هر  میبه  برای  که  نمود  مشاهده  توان 

فضای  Aی مجموعه X ،int(clsدر  A)    یک

هر  -sی مجموعه که  است  بدیهی  است.  منظم  باز 

بستباز، مجموعه هر  -sی  و  منظم  -sی مجموعهباز 

منظم گزارهباز  این  عکس  اما  است،  منظم  باز  ها ، 

 دهد.درست نیست. مثال زیر این مطلب را نشان می

کنیم  فرض:  1مثال
1

\ :X n
n

 
=  

 
با   

زیرفضایی  می   توپولوژی  قرار  و  دهیم باشد 

( ),0U = − صورت این  در   .U  ی مجموعهs-

در  نیست.  بستباز  که  است  منظمی  با    باز 
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بازه هر  معمولی،  )صورت  به باز  یتوپولوژی  , )a b 
a,که   b، ی باز منظمی است که مجموعهs-  باز

 منظم نیست. 

باز مجموعه:  3تعريف   را   Xدر فضای  Uی 
cl-

هر  برای  اگر  گوییم،  xباز  U  ی مجموعهs-  باز

xموجود باشد که  Gمنظم  G U   متمم یک .

ی مجموعه
cl-باز را

cl-.بسته گوییم 

ی را یک نقطه  xی نقطه:  4تعريف  
cl- بستاریA  

باز منظم -sیگوییم، اگر هر مجموعه  Xدر فضای 

U  شاملx  باA    .باشد داشته  ناتهی  اشتراک 

ی شامل تمام نقاط مجموعه
cl-بستاریA  را

cl-

با  Aبستار   و  گوییم 
cl

cl A  می دهیم.  نشان 

مانند مجموعه نقاطی  تمام  شامل  xی  A  کهA 

مجموعه یک  شامل-sی شامل  منظم  را   xباز  باشد 

cl-درونA  گوییم و با
cl

int A دهیم. نشان می 

میبه خانوادهآسانی  که  داد  نشان  تمام  توان  ی 

هایمجموعه
cl- فضای یک  در  )باز  , )X     یک

روی  با  Xتوپولوژی  که  است 
cl    داده نشان 

)شود. فضای می , )
cl

X  را با
cl

X دهیم. نشان می 

قضیه نگاشتدر  توصیف  به  زیر  بهی  قوی های  طور 

cl-  پردازیم و به دلیل سادگی از اثبات  پیوسته می

 کنیم. می نظرآن صرف

نگاشت گزاره :  1قضیه   برای  زیر  f:های  X Y→ 

 اند. معادل 

(1  )f طور قوی به
cl- .پیوسته است 

x( برای هر2) X  ی بازو هر مجموعهV   درY 

)شامل )f xمجموعه منظم -sی ،   Xدر  Uباز 

)وجود دارد که xشامل )f U V. 

اگر 3)  )S Y  آن باشد،  زیرپایه  عضو  گاهیک 
1( )f S−  ی یک مجموعه

cl- .باز است 

اگر 4)  )V Y آن باشد،  )1گاه باز  )f V−     یک

ی  مجموعه
cl-.باز است 

اگر5)  )B Y آن باشد،  )1گاهبسته  )f B−  یک

ی مجموعه
cl- .بسته است 

f:های زیر برای نگاشتگزاره:  1نتیجه   X Y→ 

 اند. معادل 

(1 )f طور قویبه
cl- .پیوسته است 

A( برای هر2) X  :داریم 

( ) ( )
cl

f cl A cl f A . 

B( برای هر3) Y :داریم 

( )( ) ( )
cl

-1 -1cl f B f cl B . 

B( برای هر4) Y :داریم 
1 1( ) ( ( ))

cl
f int B int f B

− −. 

نگاشت  هر  f:برای  X Y→ نگاشت  ،

:
cl cl

f X Y  هر  → برای  xرا  X  صورتبه

( ) ( )
cl

f x f x می  = این تعریف  به  توجه  با  کنیم. 

که 
cl-باز بودن یک مجموعه درX   با باز بودن آن

مجموعه در 
cl

X    معادل است و با استفاده از قضیه

 شود. ی زیر حاصل می، نتیجه1

f:نگاشت :  2نتیجه   X Y→  قوی به طور 
cl-

اگر  تنها  و  اگر  است  :پیوسته 
cl cl

f X Y  →  

 پیوسته باشد. 

یک   Xفضای:  5تعريف   را 
cl - اگر گوییم،  فضا 

ی باز در آن، هر مجموعه
cl- .باز باشد 

دامنه که  صورتی  یک در  نگاشت،  یک  ی 
cl-  فضا

به و  پیوستگی  قوی باشد،  طور 
cl-  با آن  پیوستگی 

قضیه هستند.  معادل  میهم  بیان  زیر  که  ی  کند 

ویژگی
cl-گی توپولوژی است. بودن، یک ویژ فضا 

f:اگر :  2قضیه   X Y→   یک همسانریختی وX 

یک
cl-گاهفضا باشد، آنY یک

cl-.فضا است 

کنیمبرهان فرض   :V  در مجموعه بازی   Yی 

باشد و
0 0( )f x y V= ی  . در این صورت مجموعه

شامل Xدر Uباز
0x  وجود دارد که 

1) ( )int( clsU f V−. 
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پس
0 ( ( ))y f int clsU V   آن از  کهو   fجا 

 یک همسانریختی است، 

( )) ( ))f int( clsU int( cls f U=  
می نتیجه  دهدکه 

0 ( ))y int( cls f U V   .

ی  یک مجموعه  Vبنابراین 
cl-باز وY  یک

cl-

 فضاست.

xگوییم، اگر برای هر  منظم-را نیم  Xفضای X 

   Vی باز، مجموعهxشامل Uی بازو هر مجموعه

V(موجود باشد که xشامل int( clV U  ]9[ . 

هر که  است  بدیهی 
cl-نیم اما  -فضا،  است،  منظم 

فضای  نیست.  درست  لزوماً  آن  با    عکس 

نیمتوپولوژی معمولی نمونه از یک فضای  منظم  -ای 

است که
cl-.فضا نیست 

)فضای:  1گزاره , )X   یک
cl- تنها و  اگر  فضاست 

پیوسته نگاشت  هر  :ی اگر  ( , ) ( , )f X Y → 

قوی طوربه
cl- .پیوسته باشد 

 ( بدیهی است. ) برهان:

(قرار می ) دهیم( , ) ( , )Y X =  ،بنا به فرض .

طوری قویبه  Xروی  iنگاشت همانی
cl-  پیوسته

اگر  آنگاه  Xدر  Uاست. پس  باشد،  )1باز  )i U−    و

نتیجه  مجموعه  Uدر  ی یک 
cl- و بود  خواهد  باز 

یک  Xنتیجه در 
cl- .فضاست 

طور قوی های بهدر ادامه رفتار نگاشت   
cl-  پیوسته

مؤلفه شبه  دامنهروی  همبندی  آنهای  مورد  ی  ها 

می قرار  از بررسی  برخی  بیان  به  آن،  از  قبل    گیرد. 

نیاز   مورد  تمام  میمفاهیم  اجتماع  پردازیم. 

نقطهمجموعه شامل  همبند  فضای   xی های    Xدر 

مؤلفه  همبندی را  بامی  xی  و  نامیم 
xC   نشان

مجموعه10دهیم]می تمام  اشتراک  بستباز  [.  های 

نامیم و با می  xی همبندی مؤلفهرا شبه  xشامل
xQ 

می فضای 10دهیم]نشان   .]X  به ضعیف  را  طور 

هر  اگر  گوییم،  موضعی  xهمبند  X    یک دارای 

ی  همسایگی همبند باشد؛ به عبارت دیگر، هر مؤلفه

 X. بدیهی است که اگر]11[باز باشد    Xهمبندی 

آنبه باشد،  برای هر طور ضعیف همبند موضعی  گاه 
x X،

x xC Q=. 

گزار گزارهمی   ]12[در    1.2ه  مشابه  را  توان  زیر  ی 

 اثبات نمود. 

به  Xفرض کنیم:  2گزاره   فضای  طور ضعیف  یک 

و  موضعی  f:همبند  X Y→  به نگاشت  طور یک 

قوی
cl- های زیر پیوسته باشد. در این صورت گزاره

 برقرارند.

x( برای هر1) X،( )( )x f xf Q Q. 

اگر 2)  )Y  یک
1T-آن باشد،  هر فضا  برای  گاه 

x X، ( ) ( )xf Q f x=. 

اگر 3)  )f   و یک  به  یک   Yیک 
1T- ،باشد فضا 

 کاملاً ناهمبند است.  Xگاهآن

و  Xاگر:  3نتیجه   f:همبند  X Y→   یک

به قوینگاشت  طور 
cl-آن باشد،   fگاهپیوسته 

 ثابت است.

مقدار پیوسته را با -های حقیقیی تمام نگاشتحلقه

( )C X  می مشاهده نشان  برای  و  دهیم.  مفاهیم  ی 

به   حلقه  این  به  مربوط  شود.    ]13[خواص  مراجعه 

)ی زیرحلقه  )C X  های حقیقیشامل تمام نگاشت-

به قویمقدار  با-clطور  را  )پیوسته  )
cl

S X    نشان

اگر می Xدهیم.  باشد،    = معمولی  توپولوژی  با 

)آنگاه ) ( )
cl

S X C X  زیرا، نگاشت همانی روی ؛ 

X  طور ای از یک نگاشت پیوسته است که به نمونه

قضیه-clقوی نیست.  مشابه  پیوسته  که  زیر  ی 

اثبات می  ]8[در    2قضیه   با  به  رسد، شرایط معادل 

 کند. تساوی این دو حلقه را بیان می

آن-clیک  Xاگر:  3قضیه   باشد،  گاه فضا 

( ) ( )
cl

C X S X= اگر برعکس،   .

( ) ( )
cl

C X S X=   وX  ب منظم  آنکاملاً  گاه اشد، 

X  یکcl-.فضا است 

کنیم:  4قضیه   فضا  Xفرض  بهیک  طور ضعیف ی 

باشد، موضعی  نگاشت   همبند  صورت  این  در 
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:f X Y→  قویبه و  -clطور  اگر  است  پیوسته 

 پیوسته باشد. بالا-clیک نگاشت  fتنها اگر

clطور قوی بالا پیوسته، به-clهر نگاشت   برهان:

طور قویبه  fپیوسته است. برعکس، فرض کنیم -

cl- کنیم فرض  همچنین  باشد.  xپیوسته  X   و

V  ی بازی درمجموعهY  شامل( )f x   باشد. چون

f  قویبه مجموعه-clطور  است،  باز پیوسته  ی 

U  درX   شاملx   که دارد  وجود 

( ( ))f int clsU Vجا که. از آنx clsU پس ،

xQ clsU  چون همبند به  Xو  ضعیف  طور 

است، )موضعی  )x xQ intQ int clsU=  بنابراین  .

( )xf Q V  نتیجه در  نگاشت   fو  -clیک 

است. قضیه    بالاپیوسته  از  استفاده  انجام    4با  و 

قضیه   اثبات  قضیه]12[در    1.   3مراحل  زیر  ،  ی 

 آید. بدست می

به:  5قضیه   فضای  هر  همبند  برای  ضعیف  طور 

گسسته Xموضعی فضای  که  Yی ،  دارد  وجود 

( ) ( )
cl

C Y S X. 

طور قویهای بههای اساسي نگاشتويژگي -3

 cl- پیوسته 

f:بدیهی است که اگر  X Y→  طور  یک نگاشت به

و -clقوی که   Zپیوسته  باشد  Yفضایی  Z    یا
( )f X Z Y آن f:گاه،  X Z→   طور به

نتیجه  -clقوی   به  بنا  آن،  بر  افزون  است.  پیوسته 

اگر 2  ،:f X Y→  قویبه و -clطور  پیوسته 
:g Y Z→  آن باشد،  gof:گاهپیوسته  X Z→ 

 پیوسته است. -clطور قویبه

f:گوییم:    6تعريف X Y→   نگاشت باز  -clیک 

(cl-   نگاره  -clی ی هر مجموعهبسته( است، اگر 

( در -clباز  مجموعه  Xبسته(  )بسته(  یک  باز  ی 

 باشد.

f:فرض کنیم:  3گزاره  X Y→  یک نگاشتcl-

به  قویباز،  و -clطور  پوشا  و  g:پیوسته  Y Z→ 

این صورت در  باشد.  نگاشت  قوی به  gofیک  طور 

cl-اگر تنها  و  اگر  است  باشد.    gپیوسته  پیوسته 

نگاره اگر  هر مجموعههمچنین،  در-clی ی  Xباز 

مجموعه  ،fتحت آن-clی یک  باشد،   gگاهباز 

 پیوسته است. -clطور قویبه

 شود. اثبات می  ]8[در  2مشابه گزاره  برهان:

f:نگاشت :  7تعريف   X Y→  راcl-  ًتقریبا

xپیوسته گوییم، اگر برای هر X  ی  و هر مجموعه

)شامل   Yدر  Vباز )f xباز، مجموعه  Xدر   Uی 

)موجود باشد که xشامل ) ( )f U int clsV. 

گزاره بهدو  زیر  به  ی  و  هستند  اثبات  قابل  آسانی 

 شود. نظر میهمین دلیل از ذکر آنها صرف

f:نگاشت :  4گزاره   X Y→،cl- پیوسته تقریباً 

 Vباز -clی است اگر و تنها اگر برای هر مجموعه

)1ی ، مجموعهYدر )f V−   درX .باز باشد 

f:فرض کنیم:  5گزاره  X Y→  یک نگاشتcl-

و  پیوسته  g:تقریباً  Y Z→  قویبه -clطور 

 پیوسته است.  gofپیوسته باشد، در این صورت

f:اگر X Y→   نگاشت و -clیک  پیوسته  تقریباً 

:gof X Z→  آن باشد،  نمیپیوسته  توان  گاه 

که گرفت  g:نتیجه  Y Z→  قوی به -clطور 

 پیوسته است. مثال زیر گویای این مطلب است. 

X[( فرض کنیم 4در]2.2)مثال    :2مثال و  =
1

روی   متمم شمارا  قرار میXتوپولوژی  دهیم باشد. 

 ,Y a b=  کنیمفرضو  2 , ,a Y =

کنیم  فرض  همچنین  باشد.  آن  روی  توپولوژی 

 1,2Z توپولوژی  = و   3 , 2 ,Z =  روی را 

می قرار  نگاشت  آن  f:دهیم.  X Y→هر برای  را 

\xبه صورت( )f x a= هر برای  xو 

صورت  )به  )f x b= می نگاشت تعریف  کنیم. 

:g Y Z→ صورت به  )را  ) 2g a )و= ) 1g b =

-clیک نگاشت fکنیم. در این صورتتعریف می 

و پیوسته  gof:تقریباً  X Z→   اما است،  پیوسته 
g طور قویبهcl-باشد. پیوسته نمی 
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-X ،clدر فضای   Yیگوییم مجموعه:  8تعريف  

اگر   است،  مجموعهنشانده  هر  منظم -sی برای  باز 

G  درYمجموعه منظم -sی ،   Xدر   Hباز 

Gموجود باشد که H Y=. 

میبه مشاهده  مجموعهآسانی  که  در    Yی شود 

برای هر  -X،clفضای تنها اگر  نشانده است اگر و 

)-clی مجموعه ، Yدر  ( Vبسته-clباز 

)-clی مجموعه موجود    Xدر  Uبسته( -clباز 

Vباشد که U Y=. 

زیرمجموعه:  1لم   فضایهر  بستباز  ، Xدر   Xی 

cl- .نشانده است 

  Xی بستباز در یک مجموعه Yفرض کنیم  برهان:

مجموعه  Vو در -sی، یک  منظم  باشد.    Yباز 

 باز است،  XدرYجا کهازآن

( ) ( )X Y Y Yint cls V int cls V=. 

بستباز است،  Yچون
Y Xcls V cls V Y=   و در

)نتیجه  )X X Y Yint cls V Y int cls V=. 

 بنابراین 

( ) ( )X X Y YY int cls V int cls V= 
آن از  مجموعهو  هر  برای  که  ، Xدر  Aی جا 

( )X Xint cls A  مجموعه در -sی یک  منظم   Xباز 

 شود. است، اثبات کامل می

نگاشتگزاره :  6قضیه   برای  زیر  f:های  X Y→ 

 برقرارند.

اگر1)  )f  قویبه و -clطور  Aپیوسته  X 

آن باشد،  قوی به  Af|گاهبستباز  طور 
cl-  پیوسته

 است. 

کنیم 2) فرض   )X U
هر   = یک    Uکه 

است و برای    Xنشانده در -clباز و-clی مجموعه

هر می قرار  Uf|دهیم ،  f
 هر = اگر   .f  

طور قوی به  fگاهپیوسته باشد، آن-clطور قویبه

cl- .پیوسته است 

ک3) فرض  نیم ( 
1

i n

ii
X F

=

=
هر   = که 

iF    یک

و-clی مجموعه در -clبسته  و    Xنشانده  است 

1برای هر  i n   دهیم قرار می|
ii Ff f=.   اگر هر

if  طور قویبهcl-باشد، آن طور به  fگاهپیوسته 

 پیوسته است. -clقوی

کنیم1)  برهان: فرض   )V  در مجموعه بازی   Yی 

طور قویبه  fباشد. چون 
cl-  به بنا  پیوسته است، 

)،1قضیه )1f V S

−


هر = که   ،S

یک    

      است. پس  Xباز منظم در -sی مجموعه

( )1 1( | ) ( ) ( )Af V f V A S A

− −


= = 

  از طرفی   

( ) ( ) ( )X X XS A int S int A int S A  = =

 

( ) ( )( )X X X X Xint cls S A int cls S cls A  

 

      ( )( )X Xint cls S A=     

                         S A=   

 بنابراین 

( ( ))X Xint cls S A S A =  
Sو در نتیجه هر A ی یک مجموعهs-  باز منظم

 داریم:  1است. حال بنا به اثبات لم   Xدر
( ( )) ( ( ))X X A AA int cls S A int cls S A =

 

 بنابراین 

int ( )A AS A cls S A =  
Sو در نتیجه هر A  ی یک مجموعهs-  باز منظم

می  Aدر نشان  که  )1دهداست  | ) ( )Af V−    یک

 است.  Aباز در -clی مجموعه

کنیم 2) فرض   )V  در مجموعه بازی  از    Yی  باشد. 

پیوسته است، بنا به  -clطور قویبه  fآنجا که هر 

هر1قضیه    ،1( )f V

چون  -U ،clدر  − است.  باز 

و  -X ،clدر   Uهر هر-clنشانده  است،  باز 
1( )f V

داریم  -X ،clدر  − است.  باز 
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( )1 1( )f V f V

− −


پس =  ،1( )f V− 

 باز و در نتیجه خود -clهایاجتماعی از مجموعه

به قضیه  باز می-clنیز بنا  طور به  f، 1باشد. پس 

 پیوسته است. -clقوی 

 ( است. 2( اثبات مشابه بند ) 3)

کنیم :  7قضیه   فرض  X 
از  خانواده   ای 

صورت  این  در  باشد،  توپولوژی  فضاهای 

:f X X
→  قوی به پیوسته  -clطور 

اگر برای هر است اگر و تنها   ،of  طور به

 پیوسته باشد. -clقوی

نتیجه    برهان: از  استفاده  در    2با  مشابه  قضایای  و 

 شود. پیوستگی حاصل می

کنیم:  4نتیجه   f:فرض  X Y→   نگاشت یک 

آن،   .باشد نموداری  Gf:نگاشت  X X Y→      با

)یضابطه ) ( , ( ))Gf x x f x=  قوی به -clطور 

اگر تنها  و  اگر  است  قوی به  fپیوسته  -clطور 

 فضا باشد. -clیک  Xپیوسته و 

فضای-clشرط :  1نکته   نتیجه    Xبودن  ،  4در 

Xضروری است. به عنوان مثال، فرض کنیم با   =

و   معمولی  Yتوپولوژی  بدیهی    = توپولوژی  با 

f:باشد. در این صورت هر نگاشت  X Y→  طور به

پیوسته است، در حالی که -clقوی
Gf  طور قویبه

cl- .پیوسته نیست 

کنیم:  8قضیه   فرض  : |f X Y   →  

نگاشتخانواده از  وی  باشد  ها 

:f X Y   
→   صورتبه

(( )) ( ( ))f x f x  =   این در  باشد.  شده  تعریف 

 های زیر برقرارند: صورت گزاره 

گاهباشد، آنپیوسته  -clطور قوی به  f( اگر هر1)
f طور قویبهcl- .پیوسته است 

اگر 2)  )f  هر و  باشد، -clیک   Xپیوسته  فضا 

 پیوسته است.  -clطور قوی به fگاه هر آن

می1)  برهان: توجه  ابتدا  اگر(  که  کنیم     و

A X گاه، آن 

( )) ( ))int( cls A X int( cls A X   

    

   

می  نتیجه  اگرکه  Xدر   Aشود،  ،cl- ،باشد باز 

Aگاهآن X 

 

 درX



،cl-.باز است 

هر کنیم  فرض  قویبه  fحال  و -clطور  پیوسته 

V   یک عضو زیرپایه درY


   باشد. پس  

مجموعه باز و  که   Yدر  Vی  دارند  وجود 

V V Y 

 

= .    1، 1پس بنا به قضیه( )f V 

−  

Xدر ،cl-آن از  است.  که باز  جا 
1 1( ) ( )f V f V X  

 

− −



= می نتیجه  گیریم  ، 

)1که  )f V−   درX

 

،cl-    به بنا  و  است  باز 

 پیوسته است.  -clطور قویبه f، 1قضیه 

(  1ی بیان شده در اثبات بند )( با استفاده از گزاره2)

 شود. آسانی اثبات میبه

ی بعد مورد نیاز است،  ی زیر برای بیان نتیجهقضیه

 را ببینید.  ]14[در  2قضیه 

کنیم  :9قضیه   توپولوژی   Yو  Xفرض  فضای  در 

 Cها فشرده است. اگر باشند که حداقل یکی از آن

در مجموعه بستبازی  Xی  Y   شامل

( , )x y X Y   آن مجموعهباشد،  بستبازگاه  ی 

U  درX  شاملx  مجموعه بستبازو   Yدر   Vی 

Uوجود دارند که  yشامل V C . 

کنیم :  2لم   توپولوژی    Yو   Xفرض  فضای  دو 

از آن ها فشرده است. در این  باشند که حداقل یکی 

صورت 
1 1A X  و

2 2A X هاییمجموعهcl- باز 

اگر هستند اگر و تنها  
1 2A A  ی یک مجموعهcl-

باز در
1 2X X .باشد 

  اگر  برهان:
1A  در

1X  و  
2A    2درX    هردوcl-

باشند،آن گزارهباز  به  بنا  اثبات  گاه  در  شده  بیان  ی 
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( قضیه  1بند   )8 ،
1 2A X،

1 2X A  نتیجه در  و 

1 2A A  مجموعه در-clی دو  باز 
1 2X X 

توان ثابت  می  9هند بود. حال با استفاده از قضیه  خوا

کرد که برای هر
1 1B X  و

2 2B X 

1 2 1 2( )cls B B cls B cls B =  
 و در نتیجه

1 2 1 2( ( )) ( ( )) ( ( ))int cls B B int cls B int cls B = 

 

اگر   آن،  از  استفاده  با 
1 2A Aدر  ،

1 2X X،cl-

آن باشد،  گاهباز 
1A  در

1X   و
2A  در

2X ،cl-  باز

 خواهند بود. 

هر:  10قضیه   برای  کنیم  فرض  1,2i،

:i i if X Y→   نگاشت و  باشد  نگاشت  یک 

1 2 1 2:f X X Y Y →   صورتبه

1 2 1 1 2 2(( , )) ( ( ), ( ))f x x f x f x=    شده تعریف 

باشد. اگر حداقل یکی از دو فضای
1X  یا

2X    فشرده

قویبه  fو آن-clطور  باشد،  هر پیوسته  گاه 
if 

 پیوسته است. -clطور قویبه

 شود. ثابت می 2با استفاده از لم  برهان:

بهنگاشت -4 قوی های  و  -clطور  پیوسته 

 خواص توپولوژی 

نگاشت رفتار  بخش  این  بهدر  قوی های  -clطور 

و  با خواص  همسانریختی -clپیوسته  ارتباط  در  ها 

-sهایتوپولوژی جدیدی که با استفاده از مجموعه

 گیرند.مورد توجه قرار میشوند، باز منظم ساخته می

f:اگر:  11قضیه   X Y→  طور قوی یک نگاشت به

cl-گاهپیوسته، باز و دوسویی باشد، آنX  وY  دو

cl-.فضای همسانریخت هستند 

باشد   Xی بازی درمجموعه Uفرض کنیم  برهان:

xو U چون  .f   قویبه است،  -clطور  پیوسته 

قضیه   به  مجموعه1بنا  منظم-sی ،   Xدر   Gباز 

)وجود دارد که  xشامل ) ( )f G f Uدر نتیجه . 
1 1( ( )) ( ( ))x f f G f f U− −  

آن از  کهو  xپوشاست،   fجا  G U     در و 

مجموعه  Uنتیجه  و   -clی یک  -clیک  Xباز 

 فضاست.  -clیک Y، 2فضاست. پس بنا به قضیه 

کنیم:  9تعريف   توپولوژی   Xفرض  فضای  یک 

 یک  Xباشد. در این صورت

(1  )1clT-ی متمایز فضاست، اگر برای هر دو نقطه

,x y Xمجموعه منظم -sهای ،     Vو   Uباز 

xموجود باشند که U،y U  وy V،x V. 

(2  )
2clT-نقطه دو  هر  برای  اگر   ، ی  فضاست 

x,متمایز  y Xمجموعه و  -sهای،  منظم  باز 

xموجود باشند که  Vو Uمجزای  U وy V. 

(3 )cl-  اگر است،  مجموعهمنظم  هر  -sی برای 

منظم  هر  Fبسته  xو  X  کهx F ،

موجود باشند که   Vو  Uهای باز و مجزای مجموعه

x U وF V. 

(4 )cl-هر مجموعه برای  اگر  است،  منظم  ی کاملاً 

s- بسته منظمF و هرx X کهx F  نگاشت ،

پیوسته  : 0,1f X که  → باشد  موجود 

( ) 0f x و = ( ) 1f F =. 

که  است  ) -1clTیک  Xبدیهی  فضا(  -2clTفضا 

اگر تنها  و  اگر  است 
cl

X   یک
1T-( فضا 

2T-  فضا) 

اثبات دو قضیه است و به همین  باشد.  ی بعد آسان 

 شود. نظر میدلیل از ذکر آن صرف

کنیم:  12قضیه   f:فرض  X Y→    نگاشت یک 

قویبه اگ-clطور  باشد.  یک  به  یک  و   Yر پیوسته 

یک
1T-( فضا

2T-گاه فضا( باشد، آنX  1یکclT-

 فضا( است.-2clTفضا )

کنیم:  13قضیه   f:فرض  X Y→    نگاشت یک 

قویبه اگر-clطور  باشد.  پوشا  و  باز   Xپیوسته، 

فضای آن -clیک  باشد،  دو    Yو  Xگاهمنظم 

 فضای منظم همسانریخت هستند.

دوسویی:  10تعريف   f:نگاشت  X Y→   یک را 

cl-  اگر گوییم  1fو  fهمسانریختی  طور به  −

 پیوسته باشند. -clقوی
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f:اگر:  14قضیه   X Y→   یک همسانریختی وY 

آنگاه-clیک باشد،  یک fفضا 
cl-  همسانریختی

 است. 

کنیم   برهان: xفرض  X   وV  بازی  مجموعه ی 

)شامل  Yدر )f x  از آن -clیک  Yجا که باشد. 

مجموعه بازفضاست،  )شامل   Yدر   Wی  )f x 

 وجود دارد که

( ) ( )f x int clsW V  

می  )دهیمقرار  )1U f W−=صورت این  در   .

x U  و چونf   ،یک همسانریختی است 

( ) ( )1( ) ( ( ))f int clsU f int cls f W−=
 

          ( )1( ( ))f int f clsW−= 

          ( )1( ( ))int f f clsW−=
    

                 ( )int clsW V=  
پیوسته است. به همین  -clطور قویبه   fبنابراین 

1fاین که ترتیب و با توجه به   یک همسانریختی و   −

شود فضاست، ثابت می -clیک   X،  2بنا به قضیه  

1fکه   پیوسته است. -clطور قوی به −

فضای   Xاگر :  15قضیه   و -clیک  منظم  کاملاً 

:f X Y→   یکcl-آن باشد،  گاههمسانریختی 
X  وY   همسانریخت منظم  کاملاً  فضای  دو 

 هستند.

کنیم  برهان: xفرض  X  وF  بسته  مجموعه ای 

که  Yدر )باشد  )y f x F=  چون  .f  طور  به

قضیه  -clقوی به  بنا  پس  است،  ، 1پیوسته 
1( )f F C

−


هر  = ی یک مجموعه  Cکه 

s- در منظم  آن  Xبسته  از  و  که است  جا 

( )1x f F− یک ،   وجود دارد کهx C  .

پیوسته نگاشت  :ی بنابراین  [0,1]g X وجود   →

که )دارد  ) 0g x )و  = ) {1}g C نگاشت = حال   .
1 : [0,1]gof Y− که  → است  پیوسته  نگاشتی 

1( )( ) 0gof y− )1و = )( ) {0}gof F− =. 

f:نگاشت   X Y→   راz-  اگر گوییم،  بالاپیوسته 

xبرای هر X  ی بازو هر مجموعهV  درY   شامل

( )f xصفر متمم   Xدر xشامل Uی مجموعه-، 

که   باشد  )موجود  )f U V[2قضیه زیر [.  ی 

ارتباط میان نگاشت های به طورقوی  
cl-    پیوسته

 کند. بالاپیوسته را بیان می-zو نگاشت های  

f:اگر  :16قضیه X Y→  یک نگاشت به طور قوی

cl-    و فضای    Xپیوسته  یک 
cl- کاملاًمنظم

 بالاپیوسته است. -f  ،zگاه باشد، آن

xفرض کنیم  برهان: X وV ی بازی در مجموعه

Y    شامل( )f x  باشد. چونf  به طور قوی
cl-

مجموعه است،  منظم -sی پیوسته   xشامل    Uباز 

که   دارد  )وجود  )f U V    به بنا  و 
cl-

:ی ، تابع پیوستهXکاملاًمنظم بودن  [0,1]h X → 

)وجود دارد که   ) 0h x )و   = )  \ 1h X U ار . قر=

G((0,1])1دهیم  می h−=  صورت این  در   .G 

صفر شامل مجموعه-متمم  که   xای  است 

( )f G Vمی نتیجه  نگاشت  fدهدکه  -zیک 

 بالاپیوسته است. 

فشرده گوییم، اگر برای  -clرا Xفضای: 11تعريف 

باز پوشش  }هر  : }U     برایXی زیرخانواده

}متناهی  : 1,..., }
i

U i n  موجود باشد که =

1
( )

i

i n

i
X int clsU

=

=
=. 

مجموعه در -Y،clی گوییم  اگر    Xفشرده  است، 

پوشش مجموعه  Yهر  در با  باز  دارای    Xهای 

درونزیرخانواده که  باشد  متناهی  -clهایای 

 باشد. Yپوششی برای  Xبستارهای اعضای آن در

مطالعه به  فضاهایحال  خواص  فشرده  -clی 

 پردازیم. می

 آسانی قابل اثبات است. بهی زیر گزاره 

فشرده است اگر و تنها اگر -X ،clفضای : 6گزاره  

پوشش متناهی  -clهر  زیرپوششی  دارای  آن  باز 

 باشد.
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از گزاره   توان ثابت کرد که هر زیر  ، می6با استفاده 

و -sفضای منظم  فضای-clبسته  یک  از  نشانده 

cl- ،فشردهcl-   یک آن،  بر  افزون  است.  فشرده 

از یک فضای -sزیرفضای  ی فشرده -clبسته منظم 
X،cl- فشرده درX  .است 

میقضیه نشان  زیر  که ی  یک  -clدهد  فشردگی 

 خاصیت توپولوژی است. 

فضای  Xاگر   :17قضیه   و-clیک  فشرده 

:f X Y→  آن باشد،  همسانریختی  ،Yگاهیک 

cl-.فشرده است 

کنیم   برهان: Yفرض  U
هر  = Uکه 

در   

Y   باز است. پس( )1X f U

−


جا  و از آن  =

فضای   Xکه  متناهی -clیک  تعداد  است،  فشرده 

1,..., n   وجود دارند که 
1

1
( ( ))

i

i n

X Xi
X int cls f U

= −

=
= 

 پس   

( ) 1

1

( ( ))
i

n

X X

i

Y f X f int cls f U

−

=

 
= =  

 

( )1

1

( ( ))
i

n

X X

i

f int cls f U

−

=

=

 پیوسته و باز است داریم: fچون    
1 1( ( ( ))) ( ( ))

iX X Y X if int cls f U int f cls f U 

− −=

 

 پیوسته و بسته است،  fجا کهو از آن
1 1( ( )) ( ( ( )))

i iX Yf cls f U cls f f U 

− −= 

 بنابراین 

1

( )
i

n

Y Y

i

Y int cls U

=

=  

 فشرده است.-Y  ،clو در نتیجه

مورد  در  بعدی  نتایج  اثبات  برای  زیر  -clلم 

 فشردگی مورد نیاز است.

کنیم   :3لم   و   Xفرض  توپولوژی  فضای    Yیک 

هر   برای  صورت  این  در  باشد.  آن  باز  زیرفضای 

 داریم  Yدر Aی مجموعه

( ) ( )Y Y X Xint cls A Y int cls A. 

می  برهان: راحتی  هر  به  برای  که  داد  نشان  توان 

Aو هر Xاز  Yزیرفضای  Y، 

Y Xcls A Y cls A. 

 بنابراین  

( ) ( )Y Y X X Yint cls A int Y int cls A=
 

 و

( ) ( )X Y X X Xint cls A int Y int cls A
 

باز است،  Xدر Yچون
Xint Y Y=  و در نتیجه 

( ) ( )Y Y X Xint cls A Y int cls A 
 ی مطلوب است. که همان نتیجه

 شود. اثبات می  3ی زیر با استفاده از لم قضیه

  Yیک فضای توپولوژی و  Xفرض کنیم: 18قضیه 

 های زیر برقرارند. زیرفضای باز آن باشد. گزاره

اگر 1)  )Y   فضای آن-clیک  باشد،  ،Yگاهفشرده 

cl-  فشرده درX  .است 

اگر2)  )A  مجموعه در -clی یک  باشد،   Yفشرده 

 است.  Xفشرده در -A،clگاهآن

پیوستگی و -clطور قوی در ادامه به ارتباط میان به

cl-پردازیم.فشردگی می 

فضای  Xاگر :  19قضیه   و-clیک  فشرده 

:f X Y→ طور قوی یک نگاشت بهcl-  پیوسته و

 فشرده است.  Yگاهپوشا باشد، آن

}فرض کنیم   برهان: }V    برای بازی    Yپوشش 

قضیه   به  بنا  پس  }1، 1باشد.  ( )}f V 

−

   پوشش

cl- برای گزاره    Xبازی  به  بنا  و   ،  6است 

1

1

( )
i

n

i

X f V

−

=

 . بنابراین  =

1 1

1 1 1

( ( )) ( ( ))
i i i

n n n

i i i

Y f f V f f V V  

− −

= = =

= = 

 فشرده است. Yکه بدین معنی است که  
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f:اگر:  5نتیجه   X Y→  طور قوی یک نگاشت به

cl- و در-clای مجموعه  Aپیوسته    Xفشرده 

)گاهباشد، آن )f A .فشرده است 

فشرده و-clیک فضای  Xفرض کنیم:  20قضیه  

Y  اگر باشد.  هاسدورف  فضای  f:یک  X Y→ 

به نگاشت  قوییک  یک  -clطور  به  یک  و  پیوسته 

 باز است. -f،clگاهباشد، آن

کنیم   برهان: در -sای مجموعه  Gفرض  منظم  باز 

X باشد. در این صورت\X G،cl-فشرده درX 

نتیجه به  بنا  و  )، 5 است  \ ) \ ( )f X G Y f G= 

درمجموعه بسته  نتیجه  در  و  فشرده  خواهد   Yای 

 بود.

توپولوژی  اگر   Xفضای  گوییم،  پیرافشرده  نسبتاً  را 

مجموعه با  آن  پوشش  یک  هر  دارای  بازمنظم  های 

باشد] موضعی  متناهی  باز  فضاهای15تظریف   .]s-

و  پیرافشرده  نسبتاً  فضاهای  مشابه  پیرافشرده  نسبتاً 

 شوند. به صورت زیر تعریف می

توپولوژی :  12تعريف نسبتاً -sرا    Xفضای 

های پیرافشرده گوییم، اگر هر پوشش آن با مجموعه

s- موضعی متناهی  تظریف  یک  دارای  بازمنظم 

 باشد.

نسبتاً پیرافشردگی -sشود که به آسانی مشاهده می

افزون برآن، هر فضای   یک خاصیت توپولوژی است. 

مثال   نسبتاً  پیرافشرده، است.  در    1.1پیرافشرده 

[ نمونه ای از یک فضای نسبتاً پیرافشرده است  15]

-sیجا که هر مجموعهکه پیرافشرده نیست. از آن

مجموعه یک  نبازمنظم  است،  بازمنظم    تیجه ی 

پیرافشرده،  می نسبتاً  فضای  هر  که  نسبتاً -sگیریم 

 پیرافشرده است. 

کنیم  21قضیه فرض   ::f X Y→   نگاشت یک 

بسته،  
cl-  قوی طور  به  باز، 

cl-  پوشا و  پیوسته 

هر  برای  که  yباشد  Y  ،( )1f y−    .است فشرده 

آن  نسبتاً-X،sاگر باشد،   Yگاهپیرافشرده 

 پیرافشرده است. 

کنیم  برهان: فرض  :U  =     پوشش

برای چون   Yبازی  قوی    fباشد.  طور  به 
cl-

است،   )پیوسته  ) 1 :f U −=    پوشش

cl-برای ازآنXبازی  مجموعه است.  هر  که  ی  جا 

cl-مجموعه از  اجتماعی  منظم  -sهایباز،  باز 

پوشش   مانند -sاست،  بازمنظمی 

 :V  =    برایX   وجود داردکه برای هر

   یک  ،    که دارد  وجود 

( )1V f U 

− چون  .X،s- پیرافشرده نسبتاً 

است، تظریف متناهی موضعی   :W W =  

از آن  از باز منظم  -V،sجا که هروجود دارد و 

باز منظم  -W  ،sتوان فرض نمود که هراست، می

یک نگاشت    fاست. چون 
cl-ی باز است، خانواده

( ) :A f W =     یک تظریف باز    .است

نشان   است  کافی  اثبات،  تکمیل  که  برای  Aدهیم 

خانواده این  یک  برای  است.  موضعی  متناهی  ی 

کنیم فرض  yمنظور،  Yهر برای   .( )1x f y−  ،

باز مجموعه ی 
xG    شاملx    وجود دارد که حداکثر

خانواده اعضای  از  متناهی  قطع    Wی تعدادی  را 

خانوادهمی بنابراین  ی  کند. 

( ) 1:xG x f y− =   برای بازی  پوشش 

فشردهمجموعه )ی  ی  )1f y−    بنابراین و  است 

مانند  متناهی  زیرپوششی  دارای  
1
,...,

nx xG G  

قرارمیمی حال  دهیم باشد. 
1 i

i n

xi
G G

=

=
این = در   .

شامل  مجموعه  Gصورت  بازی  )ی  )1f y−   است

 Wی که حداکثر تعدادی متناهی از اعضای خانواده

می قطع  چون را  پس   fکند.  است،  بسته 

( )\ \Y f X G ی بازی شامل  مجموعهy   است که

کند  را قطع میAحداکثر تعدادی متناهی از اعضای 

ی متناهی موضعی  یک خانوادهAدهد  که نتیجه می

بنابراین   موضعی    Aاست.  متناهی  باز  تظریف  یک 

می  برای   نشان  که  پیرافشرده    Yدهداست 

 است. 
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 پیوسته -clطور قوینمودار يک نگاشت به  -5

ویژگی بررسی  به  بخش  این  نمودارهای در  های 

 پردازیم. پیوسته می-clطور قویهای بهنگاشت

)گوییم:  13تعريف )G f نگاشت نمودار  ؛ 

:f X Y→ نمودار یک   ،cl- به نسبت   Xبسته 

هر برای  اگر  )است،  , ) ( )x y G fمجموعه باز ،  ی 

UدرX  شاملx  ی بازو مجموعهV  درY   شامل
y موجود باشند که 

( )( ) ( )( )int clsU V G f  = 

f:فرض کنیم:  22قضیه   X Y→    با یک نگاشت 

به-clنمودار نسبت  اگر  Xبسته  فشرده   Yباشد. 

 پیوسته است. -clطور قویبه fگاهباشد، آن

آن  برهان: کهاز  )جا  )
cl

G f  در
cl

X Y   و بسته 

Y  ،است فشرده 
cl

f  می به  پیوسته  بنا  پس  باشد. 

 پیوسته است. -clطور قویبه f، 2نتیجه

f:اگر  :23قضیه   X Y→  به نگاشت  طور  یک 

و -clقوی باشد، Yپیوسته  گاه  آن    هاسدورف 

( )G f  ی نمودارcl- بسته نسبت بهX  .است 

نتیجهبرهان به  بنا   :2 ،
cl

f چون و  است  Yپیوسته 

)هاسدورف است، )G f   در
cl

X Y باشد.  بسته می

نتیجه   )در  )G f نمودار یک 
cl-  به نسبت  بسته 

X .است 

کنیم:  6نتیجه   و   Yفرض  فشرده  فضای  یک 

f:هاسدورف باشد. در این صورت نگاشت X Y→ 

)اگر   پیوسته است اگر و تنها-clطور قویبه )G f 

 باشد.  Xبسته نسبت به-clیک نمودار 

f:فرض کنیم:  24قضیه   X Y→    با یک نگاشت 

به -clنمودار نسبت  اگر   Xبسته  Kباشد.  Y 

آن باشد،  )1گاهفشرده  )f K−  مجموعه -clی یک 

 است.  Xبسته در

xفرض کنیم  برهان: X و( )1x f K− در .

yاین صورت برای هر K  ،( , ) ( )x y G f  از

)جا کهآن )G f در
cl

X Y    ،بسته است

در yUی باز مجموعه
cl

X شاملx ی  و مجموعه

 وجود دارند که      yشامل Yدر yVباز
 ( ) ( )y yU V G f  = 

}یحال خانواده : }yV y K برای بازی  Kپوشش 

فشردگی به  بنا  که  متناهی Kاست  تعداد   ،

1,..., ny y K   که دارند  وجود 
1

i

n

y

i

K V
=

 قرار  .

دهیم می
1

i

n

y

i

U U
=

صورت = این  در   .U 

درمجموعه بازی  ی 
cl

X   شاملx که است 

( )f U K = درنتیجه \1و  ( )
cl

U X f K

−

)1دهدکه نشان می )f K− درX،cl-.بسته است  

فضاهای-cl  توپولوژی-6 و  خارج قسمتي 
cl

 خارج قسمتي -

توپولوژی   معرفی  به  بخش  این  در 
cl- خارج

های به طور قوی  قسمتی و ارتباط آن با نگاشت
cl

 پردازیم. پیوسته می-

  Yیک فضای توپولوژی،  Xفرض کنیم:  14تعريف

p:یک مجموعه و  X Y→    .یک نگاشت پوشا باشد

تخانواده شامل  مجموعهی  Aهای مام  Y  که

( )1p A−  مجموعه ی  یک 
cl-در را    Xباز  است 

توپولوژی  
cl-روی قسمتی  نامیم.  می  Yخارج 

نگاشت    pنگاشت   یک  را 
cl-    قسمتی خارج 

و توپولوژی    Yگوییم  با 
cl-  یک قسمتی  خارج 

فضای 
cl-شود. خارج قسمتی نامیده می 

Xکنیم فرض  :  3مثال Y= و توپولوژی متمم    =

گیریم. در این صورت در نظر می  Xمتناهی را روی 

توپولوژی  
cl-    توسط شده  القا  قسمتی  خارج 

i:نگاشت همانی  X Y→   رویY   توپولوژی همان 

 بدیهی است.  

می قضیه اثبات  سادگی  به  زیر  برهان ی  در  و  شود 

 آید.به کار می 26قضیه 

کنیم  :  25قضیه )فرض  ) ( )1 2: , ,p X Y → 

یک نگاشت پوشا و 
2    توپولوژی

cl- خارج قسمتی
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این صورت    Yروی طور قوی  به  pباشد. در 
cl-

پیوسته است. افزون بر آن،  
2 ترین توپولوژی ظریف

آن،  Yروی با  که  )است  )1: ,p X Y طور  → به 

قوی 
cl- .پیوسته است 

f:اگر   :26قضیه X Y→   طور به  نگاشت  یک 

قوی  
cl-  ،پیوسته

cl-آن باشد،  پوشا  و  گاه  باز 

روی توپولوژی    Yتوپولوژی 
cl- قسمتی خارج 

 است.  

کنیم   برهان: روی  فرض  و  Yتوپولوژی     

توپولوژی  
cl-  بنا باشد.  آن  روی  قسمتی  به  خارج 

، 25قضیه  اگر حال،   .U  آن گاه ، 

( )1f U−  درX  ،
cl-چون و  نگاشت    fباز  یک 

cl-  ،است )باز  )( )1f f U −     نتیجه در  و 

U   بنابراین .  =. 

کنیم  27قضیه فرض   ::p X Y→   نگاشت یک 

cl-    نگاشت صورت  این  در  باشد.  قسمتی  خارج 

:g Y Z→   نگاشت اگر  تنها  و  اگر  است  پیوسته 

:gop X Z→ طور قوی به
cl- .پیوسته باشد 

p:اگر  برهان:   X Y→    نگاشت یک 
cl-  خارج

:گاه  قسمتی باشد، آن
cl cl

p X Y  یک نگاشت    →

قضیه   به  بنا  است.  قسمتی  [،  16در]  4.9خارج 

:g Y Z→   اگر تنها  و  اگر  است  پیوسته 
:

cl cl
gop X Z  اگر    → تنها  و  اگر  باشد  پیوسته 

:gop X Z→   به طور قوی
cl-.پیوسته باشد 

   تشکر و قدرداني:

از داوران محترم که نظراتشان باعث بهبود  ه  نویسند

مقاله شد و همچنین از دانشگاه شهید چمران اهواز  

تحقیق، این  مالی  حمایت  دلیل  را   به  تشکر  کمال 

 (   SCU. MM1401. 776:گرنت شماره). دارد
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