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  31/01/1399تاریخ پذیرش مقاله:    13/11/1398تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده
نظریه جبري و توپولوژي ریشه دارد و نخستین بار توسط براون و لودي  -퐾ها در  آبلی گروه ضرب تانسوري نا حاصل

퐺معرفی گردید. یکی از اولین موضوعات مورد مطالعه در مورد مربع تانسوري ناآبلی 1987در سال  ⊗ 퐺   این
یک کران بالا  1994یابد یا خیر؟ براي مثال بیکن در سال  به این گروه انتقال می  퐺بوده است که آیا خواص گروه

퐺براي تعداد مولدهاي کمین  ⊗ 퐺 برحسب تعداد مولدهاي کمین퐺  است.  مشخص کرده  
퐴푢푡یک گروه و  퐺فرض کنیم  (퐺) هاي مرکزي آن باشد، که یک زیرگروه نرمال از  گروه خودریختی퐴푢푡(퐺) 

퐺است. هدف ما بدست آوردن تخمینی براي تعداد مولدهاي کمین  ⊗ 퐴푢푡 (퐺) باشد. براي این منظور، ابتدا  می
퐴푢푡 و 퐺 در حالتی که هر دوي کنیم. سپس، مولدهاي کمین آن را شناسایی می (퐺) هاي پوچتوان از رده  گروه

푑(퐺دو باشند، یک کران بالا براي  ⊗ 퐴푢푡 (퐺))  بر حسب	푑(퐺)	  و푑(퐴푢푡 (퐺)) ،ر د که ارایه خواهیم داد
  است. 푋تعداد مولدهاي کمین گروه  푑(푋)آن 

  
  هاي مرکزي. هاي پوچتوان، خودریختی ها، گروه آبلی، گروه خودریختی حاصلضرب تانسوري نا هاي کلیدي: واژه

                                                
Email:s.hadi_jafari@yahoo.com                                                                                      * .دار مکاتبات:  عهده  

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه -1
퐺 آبلی ضرب تانسوري نا حاصل ⊗퐻 هاي  از گروه퐺 

⊗푔گروه تولید شده بوسیله نمادهاي  퐻و  ℎ  است
به طوریکه روابط زیر بر  ،ℎ휖퐻و  푔휖퐺که در آن 
  قرار باشند:

푔푔 ⨂ℎ = 푔 ⨂ ℎ (푔⨂ℎ)   
푔⨂ℎℎ = (푔⨂ℎ)( 푔⨂ ℎ′)   

  
بر  퐻و  퐺آن  . که درℎ,ℎ′휖퐻و  푔,푔′휖퐺براي هر 

و بر روي خودشان  [1]روي یکدیگر به طور سازگار 
ضرب  کنند. حاصل به صورت مزدوج عمل می

در  [1]لودي  ها توسط براون و آبلی گروه ري ناتانسو
مطالعات  معرفی گردید. پس از آن 1987سال 

زیادي در مورد تانسور ناآبلی و هم چنین ارتباط آن 
توان انجام شده است، که از جمله  هاي پوچ با گروه
  کرد. اشاره [4]و[3]،[2] به توان می اخیر کارهاي برخی

آیا  ، نویسندگان سوالی مطرح نمودند که[5]در 
푑(퐺توان کرانی براي  می ⊗ 퐺)  بر حسب푑(퐺) 

퐺د، که در آن ارایه دا ⊗ 퐺  برابر با ضرب تانسوري
تعداد مولدهاي  푑(퐺)در خودش است و  퐺آبلی  نا

گروهی پوچتوان از  퐺در حالتی که  است. 퐺کمین 
مرتبه دو باشد، بیکن یک کران کلی براي 

푑(퐺 ⊗ 퐺)  بر حسب푑(퐺) [6]ارایه نمود.  
و  퐺هاي  گروه خودریختی 퐴푢푡(퐺) فرض کنیم
퐴푢푡 (퐺) هاي داخلی آن  مجموعه تمام خودریختی

با در است.  퐴푢푡(퐺) باشد که یک زیرگروه نرمال از
퐴푢푡 نظر گرفتن عمل طبیعی (퐺)  روي퐺  و

퐴푢푡روي  퐺چنین عمل  هم (퐺)  که توسط
퐺 همریختی طبیعی → 퐴푢푡(퐺) شود،  القا می

퐺آبلی  مطالعه نماد ضرب تانسوري نا ⊗ 퐴푢푡 (퐺) 
رسد. به عنوان یک  اي دست یافتنی به نظر می ایده

توان سوال مشابهی به  موضوع جالب توجه می
توان کرانی براي  صورت فوق مطرح نمود که آیا می

푑(퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺))  ارائه داد؟ در این مقاله یک
푑(퐺 کران براي ⊗ 퐴푢푡 (퐺)) بر حسب 	푑(퐺)	 و

푑(퐴푢푡 (퐺))  ارائه خواهیم داد، در حالتی که هر
퐴푢푡 و 퐺 دوي (퐺) هاي پوچتوان از رده دو  گروه

  باشند.
  
  مقدمات -2

یک گروه با گروه خودریختی  퐺فرض کنیم 
퐴푢푡(퐺)  باشد. براي هر푔휖퐺  و훼휖퐴푢푡(퐺)  عمل

퐺  روي퐴푢푡(퐺) صورت را به훼 =

훼 = 휑 훼휑  و عمل퐴푢푡(퐺)  روي퐺  را با
푔 = 훼(푔) کنیم، که در آن تعریف می 휑 

است. به سادگی  푔خودریختی القایی توسط 
توان دید که این اعمال خوش تعریف و سازگار  می

  راببینید.) [7]هستند. (براي مشاهده جزئیات 
امیم در ن را مرکزي می 퐺از  훼یک خودریختی 

جابجا  퐺 با هر خودریختی داخلی 훼صورتی که 
푔휖퐺 ،푔شود، یا به طور معادل براي هر  훼(푔) 

قرار داشته باشد. فرض کنیم  퐺از  푍(퐺)در مرکز 
퐴푢푡 (퐺) هاي داخلی گروه خودریختی 퐺  باشد. با

퐴푢푡 توجه به این که (퐺)  یک زیرگروه نرمال از
퐴푢푡(퐺)  است، عملG روي 퐴푢푡 (퐺)  القا شده

است. بنابراین  퐴푢푡(퐺)روي  퐺توسط عمل 
퐺آبلی  توان ضرب تانسوري نا می ⊗ 퐴푢푡 (퐺)  را

  تعریف نمود. 
  

در این  یک گروه باشد. 퐺	 . فرض کنیم1گزاره 
퐴푢푡روي  퐺صورت  (퐺) و퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)   به

 کند. همچنین گروه ی عمل میطور بدیه
퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺) .آبلی است  

  
به طور بدیهی روي  퐺روشن است که  اثبات.

퐴푢푡 (퐺) کند. همچنین همریختی  عمل می
λگروهی  : 퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺) → 퐴푢푡 (퐺)  به

λصورت  (푔 ⊗ 훼) = 훼훼 = [휑 ,훼] = 1 
 Gدهد که  نتیجه می 훼휖퐴푢푡(퐺)و  푔휖퐺براي هر 
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퐺به طور بدیهی روي  ⊗ 퐴푢푡 (퐺) کند.  عمل می
 [5]از  3چنین گزاره  هم را ببینید). [5]از  2 (گزاره

퐺دهد که  نتیجه می ⊗ 퐴푢푡 (퐺)  یک گروه آبلی
  ∎است. 

  
گروه باشد. براي هر  یک 퐺	فرض کنیم  .1 نتیجه

푔,푔 휖퐺  و هر훼휖퐴푢푡 (퐺) :داریم  
푔푔الف)  ⊗훼 = (푔⊗ 훼)(푔 ⊗훼)؛  

푔,푔] ب) ]⊗ 훼 = 1.  
  

   شود. نتیجه می 1قسمت الف از گزاره اثبات. 
قسمت (ب) با توجه به قسمت (الف) براي اثبات 

  داریم:
푔푔 ⊗훼 = [푔,푔 ]푔 푔⊗ 훼   
= ([푔,푔 ]⊗ 훼)(푔 ⊗ 훼)(푔 ⊗ 훼)   

  
푔,푔] بنابراین ]⊗ 훼 = 1 .	∎  

  
یک گروه باشد به طوري که  퐺	فرض کنیم  .1 لم

퐴푢푡 (퐺)  باشد. در  2یک گروه پوچتوان از رده
훼و هر  푥휖퐺اینصورت براي هر  ,훼 휖퐴푢푡 (퐺) 

  داریم:
푥 ⊗ 훼 훼 =		   
(푥⨂훼 )(훼 (푥)⊗ [훼 ,훼 ])   
([훼 ,훼 ](훼 (푥)) ⊗ 훼 )   

  
  با توجه به تعریف داریم: اثبات.

푥 ⊗ 훼 훼 = (푥⨂훼 ) (푥⨂훼 )		   
= (푥⨂훼 )(훼 (푥)⊗ [훼 ,훼 ]훼 )   
= (푥⨂훼 )	(훼 (푥)⊗ [훼 ,훼 ])   

(훼 (푥) ⊗ 훼 )[ , ]    
= (푥⨂훼 )(훼 (푥)⊗ [훼 ,훼 ])   
([훼 ,훼 ](훼 (푥)) ⊗ 훼 )	∎   

  
یک گروه باشد به طوري  퐺	فرض کنیم  .1 قضیه

퐴푢푡که  (퐺)  باشد. در  2یک گروه پوچتوان از رده
훼و هر  푥휖퐺اینصورت براي هر  휖퐴푢푡 (퐺)  که 

 

1 ≤ 푖 ≤ 푛 :داریم  
푥 ⊗∏ 훼 = (푥⨂훼 )   
∏ ( (∏ 훼 )(푥) ⊗ [∏ 훼 ,훼 ]    
[∏ 훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ⊗ 훼 ) )   

  
푛مورد  اثبات. = آید.  یبه دست م 1طبق لم  2

  دهیم: انجام می ادامه اثبات را با استقرا
푥 ⊗∏ 훼 = 푥 ⊗∏ 훼 훼    
= (푥 ⊗∏ 훼 )   
(∏ 훼 )(푥)⊗ [∏ 훼 ,훼 ]    
∏ 훼 ,훼 (∏ 훼 )(푥)⊗ 훼    

= (푥⨂훼 )   
∏ ( (∏ 훼 )(푥)⊗ [∏ 훼 ,훼 ]    
∏ 훼 ,훼 (∏ 훼 )(푥)⊗ 훼 )   
(	∏ 훼 )(푥) ⊗ [∏ 훼 ,훼 ]    
[∏ 훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥)⊗ 훼 ) .   

  
  . آید ها به دست می تساوي مورد نظر با تغییر اندیس

  نتیجه قبل داریم:براي تسهیل در خواندن 
(∏ 훼 )(푥)⊗ [∏ 훼 ,훼 ] =   
(∏ 훼 )(푥) ⊗ [훼 ,훼 ])    
[훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥)⊗ [훼 ,훼 ])    
[훼 ,훼 ][훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥)⊗ [훼 ,훼 ])    

[훼 ,훼 ][훼 ,훼 ]
[훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ⊗ [훼 ,훼 ])

    

  
  دهیم: اکنون قرار می

푦 = 푥,   
  푦 = [∏ 훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ,    
	푦 = (∏ 훼 )(푥) ,    
 푦 = [훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ,   
 푦 = [훼 ,훼 ][훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ,   
⋮  
푦( ) = [훼 ,훼 ][훼 ,훼 ]… [훼 ,훼 ]   
(∏ 훼 )(푥)   

  
به صورت خلاصه زیر قابل بیان  1ضیه ق بنابراین

  است:
푥 ⊗∏ 훼 = ∏ (푦 ⊗훼 )   
∏ ∏ (푦 ⊗ [훼 ,훼 ]) 		(∗)   
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 1قسمت (الف) نتیجه  گیري رابطه (*) وبا بکار
  ي زیر رسید. توان به نتیجه می
  

طوري یک گروه باشد به 퐺	فرض کنیم  .2 نتیجه
퐴푢푡که  (퐺)  باشد. در  2یک گروه پوچتوان از رده

푥اینصورت براي هر  휖퐺  و هر훼 휖퐴푢푡 (퐺)  که
1 ≤ 푖 ≤ 푛 :داریم  

∏ 푥 ⊗∏ 훼    
= ∏ ∏ 푦 ⊗ 훼    
∏ ∏ ∏ (푦 ⊗ [훼 ,훼 ])   

  
  به طوري که در آن

푦 = 푥 ,   
푦 = [∏ 훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥) ,    
푦 = ∏ 훼 (푥 ) ,   
, 푦 = [훼 ,훼 ](∏ 훼 )(푥 )   
 푦 = 훼 ,훼 훼 ,훼 (∏ 훼 )(푥 )  
⋮   
푦 ( ) = 훼 ,훼 훼 ,훼 … 훼 ,훼    
(∏ 훼 )(푥 )   

  
یک گروه باشد به طوري  	퐺 فرض کنیم .3 نتیجه

퐴푢푡که  (퐺)  باشد. در  2یک گروه پوچتوان از رده
훼휖퐴푢푡و هر  푥휖퐺این صورت براي هر  (퐺) و 

  داریم: 푛و  푚اعداد صحیح 
푥 ⊗ 훼 = ∏ (푦 ⨂훼)    

  
푦که در آن  = 훼 (푥)  1و ≤ 푖 ≤ 푚 .  

  
  نتیجه اصلی -3

 در بخش آخر یک کران بالا براي مولدهاي
퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺) داد مولدهاي بر حسب تع퐺  و

퐴푢푡 (퐺)  در حالتی که퐺  و퐴푢푡 (퐺) هاي  گروه
  باشند، خواهیم ساخت.  2پوچتوان از رده 

  
ها مرکزي آن،  و خودریختی 퐺فرض کنیم  .2 گزاره

퐴푢푡 (퐺)هایی پوچتوان از رده حداکثر دو  ، گروه

 باشند که به ترتیب داراي مجموعه مولدهاي کمین
{푥 ,… ,푥 훼}و  { ,… ,훼 باشند. در این  می {

퐺صورت  ⊗ 퐴푢푡 (퐺)  تولید شده توسط عناصري
푥به فرم  ⨂훼 و 푥 ⨂[훼 ,훼 است، که در آن  [

1 ≤ 푖 ≤ 푛  1و ≤ 푗 < 푘 ≤ 푚.  
  

훼휖퐴푢푡و هر  푔휖퐺فرض کنیم که  اثبات. (퐺) .
푔در این صورت  = 푋푋  و훼 = 퐴퐴 طوري که:به  

푋 = ∏ 푥 		,		  
푋 = ∏ [푥 ,푥 ] ,   
퐴 = ∏ 훼 		,		   
퐴 = ∏ [훼 ,훼 ]    
 

⊗푔بنابراین هر مولد  훼  از퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)  را
푋푋توان به صورت  می ⊗ 퐴퐴 .نوشت  

  با توجه به فرض داریم:
(XX ⨂AA ) =  
(X⨂A)(X⨂A )(X ⨂A)(X ⨂A )  

  
  داریم: 1با استفاده از نتیجه 

푋 ⊗ 퐴 =   
∏ 푥 ,푥 ⨂∏ 훼 ,훼 =   
∏ 푥 ,푥 ⨂∏ 훼 ,훼 = 1   

  
  چنین هم

(푋 ⊗ 퐴 )(푋 ⊗ 퐴) =    
∏ 푥 		⨂∏ 훼 ,훼    

∏ 푥 ,푥 ⨂∏ 훼    
= ∏ ∏ (y ⨂[훼 ,훼 ] )   

  و 
푋 ⊗ 퐴 = ∏ 푥 ⨂∏ 훼 	 =   
∏ ∏ 푦 ⨂훼    
∏ ∏ ∏ (푦 ⨂[훼 ,훼 ] ),   

  
مشابه  퐺عناصري در  푦و  푦که در آن 

   و قسمت 2هستند. اکنون طبق نتیجه  2نتیجه 
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  ∎ اثبات کامل است. 1(الف) نتیجه 
  

퐴푢푡و  퐺 فرض کنیم .2 قضیه (퐺) هایی  گروه
 2 مولدي از رده حداکثر 푚و  푛ان به ترتیب پوچتو

  :باشند. در این صورت
푑(퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)) ≤ 푛푚(푚 + 1)  

  
퐴푢푡که  هنگامی به ویژه (퐺)  ،یک گروه آبلی باشد

푑(퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)) ≤ 푛푚 .  
  

퐺گروه  2با توجه به گزاره  اثبات. ⊗ 퐴푢푡 (퐺) 
푥فرم مولد به  푛푚داراي  ⨂훼  و푛 ( ) 

푥مولد به فرم  ⨂[훼 ,훼  است که در آن [
1 ≤ 푖 ≤ 푛  1و ≤ 푗 < 푘 ≤ 푚.  

  بنابراین
푑 퐺 ⊗퐴푢푡 (퐺) ≤ 푛푚 +   
푛 ( ) = 푛푚(푚 + 1)   

  
퐴푢푡بوضوح اگر  (퐺)  یک گروه آبلی باشد، آنگاه

푥مولدهاي به فرم  ⨂[훼 ,훼 در مجموعه  [
  مولدهاي آن حضور نخواهند داشت و داریم:

푑 퐺 ⊗퐴푢푡 (퐺) ≤ 푛푚 ∎ 
  

هایی که واجد شرایط نتیجه  براي بیان مثالی از گروه
را به  퐺هاي  گروه GAP [8]اصلی ما باشند، بوسیله 

و  퐺کنیم که در آنها  صورت زیر معرفی می
퐴푢푡 (퐺) هستند: 2 هاي پوچتوان از رده گروه  

퐺 = 퐶 × 퐷 ,	퐺 = 퐶 × 푄    
  

به ترتیب  푄و  퐷، یک عدد فرد 푘که در آن 
  هستند.  8هاي دو وجهی و چهارگان از مرتبه  گروه

ي متناهی  گروه بسیار ویژه 퐺همچنین فرض کنیم 
ه به این که باشد. با توج 푝از مرتبه 

퐺 = 푍(퐺)  [9]یک گروه دوري است با توجه به 
  :داریم

퐴푢푡 (퐺) = 퐼푛푛(퐺) ≅ (퐶 )    
  

  بنابراین طبق قضیه قبل:
푑(퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)) ≤ 4푛    

  
  از طرف دیگر یک بروریختی طبیعی به صورت: 

퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺) → 퐼푛푛(퐺)⨂퐴푢푡 (퐺)  
  

  دهد: دارد که نتیجه می وجود
푑(퐺 ⊗ 퐴푢푡 (퐺)) ≥ 4푛   

  
푑بنابراین  퐺 ⊗퐴푢푡 (퐺) = 4푛  که نشان

  کند.  کران فوق را اختیار می퐺 دهد  می
  
  گیرينتیجه -4

هایی سازگار  در این مقاله ما ابتدا با معرفی عمل
퐺ضرب تانسوري ناآبلی  حاصل ⊗ 퐴푢푡 (퐺)  را

و  퐺در حالتی که هر دوي کنیم و سپس  تعریف می
퐴푢푡 (퐺) 2 هایی پوچتوان از رده حداکثر گروه 

푛푚(푚باشند کران  + را براي تعداد  (1
퐺 مولدهاي کمین ⊗ 퐴푢푡 (퐺) آوریم  بدست می

به ترتیب تعداد مولدهاي کمین  푚و  푛که در آن 
퐺  و퐴푢푡 (퐺) .هاي  گروهدرادامه  است  

퐺 = 퐶 × 퐷 			  
  و

퐺 = 퐶 × 푄   
  

کنیم که واجد شرایط فوق هستند.  را معرفی می
ي  گروه بسیار ویژهدهیم که براي  چنین نشان می هم

کران ارائه شده دقیق  푝متناهی از مرتبه 
  باشد. می
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