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 11/81/1188تاريخ پذيرش مقاله:    11/80/1310تاريخ ارسال مقاله: 

 چکیده

ی عملگرهای های پیوسته قوی و خانوادهحلال، بعنوان يک توسیع از تئوری نیم گروه-αهای نظريه خانواده

گسترش زيادی پیدا کرده است.  αی معادلات تحولي کسری با مشتق کاپوتو از مرتبه هدف مطالعه کسینوسي با

 های کسینوسي بحث پیدا کردن های پیوسته قوی، همچنین خانوادهيکي از مسائل مهم در نظريه نیم گروه

حلال با کران -αهای نوادهها )بر حسب مولد آنها( است. در اين مقاله، خاهای متفاوتي برای اين خانوادهکران

کنیم ی چگال بیان ميای مورد مطالعه قرار مي گیرند. در واقع شرايطي روی حلال يک عملگر با دامنهچندجمله

کنیم که اين شرايط در فضای هیلبرت ای کراندار تولید کند. همچنین ثابت ميحلال چند جمله-αکه يک خانواده 

دست های پیوسته قوی هستند، نتايج بهگروهحلال توسیع نیم-αهای که خانوادهلازم نیز هستند. با توجه به اين

از طرفي، چون  باشد.ای کراندار ميهای چند جملهآمده تعمیمي از قضايای اثبات شده توسط آيزنر برای نیم گروه

نتايج، همزمان در حلال بیان مي شود لذا توسط اين -αهای تحولي کسری بر حسب خانوادههای معادلات جواب

 ها بحث مي شود. های اين مسئلهمورد وجود و پايداری جواب
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 مقدمه -0

های انتگرالي ی گذشته، تئوری معادلهطي چند دهه

پیشرفت سريعي داشته است. از کاربردهای وسیع 

ها در مسائل توان به نقش آناين معادلات مي

فیزيک وابسته به رياضیات مانند تئوری 

 سکوالاستیک، رسانش گرما در مواد،وي

ها به عنوان ابزاری برای و ضرورت آنالکترودينامیک 

ی گونه مسائل اشاره کرد. از اين رو، مطالعهحل اين

ها اين دسته از معادلات و بررسي جواب های آن

همواره مورد توجه محققان بوده است. در سال 

[ در راستای 2[ و ]1، داپريتو و آينلي ]1108

ی يک دسته از معادلات انتگرو ديفرانسیل، مطالعه

),(ی حلال از مرتبه مفهوم خانواده M  را معرفي

ای در راستای کردند. بعدها، اين نظريه بطور گسترده

 های معادلات انتگرال ولترای مجردی جوابمطالعه

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

x t f t a t s Ax s ds  0  

 

)که در آن  )loca L  1 ،:f X   يک تابع

XXADAپیوسته و )(:  يک عملگر خطي و

است،  Xی چگال در فضای باناخ بسته با دامنه

گسترش پیدا کرد. بخصوص مفهوم عملگر جواب 

 یبرای معادله

( ) ( ) ( ) ,
t

x t x a t s Ax s ds  0             )1( 

 

[ رجوع شود. در 3] ارائه شد، برای جزيیات بیشتر به

[ 1نامه دکترای خود ]، باجلکوا در پايان 2881سال 

 ( را با در نظر گرفتن1ی )از معادله يک حالت خاص

, ,
( ) ( ) : ( )

, ,

t
t

a t g t

t



 




  
 

1

0

0 0

 

 

مورد بررسي قرار داد. او نشان داد که مسئله کوشي 

 کسری با مشتق کاپوتو

(2 )       
( ) ( ) , , ,

( ) , ( ) , ,...,[ ],k

D x t Ax t t

x x x k

 



   


  

0 0

0 0 0 1
 

مولد يک عملگر  Aاگر و تنها اگر خوش وضع است

 ی جواب برای معادله

( ) ( ) ( ) ,
t

x t x g t s Ax s ds  0  

 

باشد. عملگر جواب برای معادله قبل در اکثر منابع 

نامیده مي  Aحلال با مولد -ی يک خانواده

))((حلال برای -های شود. خانواده 1ta

1 همان ،
0C-نیم گروه و برای))(( tta 

2های کسینوسي هستند که ، همان خانواده

 هایبه ترتیب با حل مسئله

( ) ( ) , ,

( ) ,

x t Ax t t

x x

  




0

0
 

 و     

( ) ( ) , ,

( ) , ( ) ,

x t Ax t t

x x x y

  


 

0

0 0
 

 

در مورد آنها  ایمرتبط هستند و تحقیقات گسترده

[، باجلکوا برخي از نتايجي را 1] انجام شده است. در

که برای 
0C-ها اثبات شده بود برای گروهنیم

بعنوان حلال بیان و اثبات کرد. -هایخانواده

A مثال نشان داد شرط لازم و کافي برای اينکه

حلال با کران نمايي از نوع -یمولد يک خانواده

( , )M   باشد اين است که( , ) ( )A    و

و0nبرای هر  

(3 )      !
( , ) .

( )

n

n n

Mn
R A  

  








 

1
1

 

 

اگر  1يوشیدا  -ی هیل، نتیجه فوق همان قضیه

[( است که مولد يک5از ] 0-3-2ی )قضیه
0C-

 های حلال آن مشخصهگروه را برحسب تواننیم

دست آوردن کراني رسد بهميکند. به نظر سازی مي

های های حلال يک عملگر در مثالبرای تمام توان

، [1،6] پذير نباشد، لذا آيزنرراحتي امکانکاربردی به

[ و شي و فنگ 1[، گومیلکو ]0آيزنر و سوارت ]
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پذيری حلال [، با درنظر گرفتن شرط انتگرال18]

يک عملگر، نتايج متفاوتي را برای تولید 
0C- 

دست آوردند. های متفاوت بهگروه با پايدارینیم

مولد يک ]1[ خصوص آيزنربه
0C-گروه چندنیم 

ای کراندار را فقط با استفاده از توانهای اول و جمله

سازی کرد. هدف ما در اين دوم حلال آن مشخصه

-یای يک خانوادهمقاله، تعمیم اين نتايج بر

( بر 2حلال است. با توجه به اينکه جواب مساله )

Aحلال تولید شده توسط-های حسب خانواده

شود، لذا توسط اين نتايج، همزمان در مورد بیان مي

 شود. در اينوجود و کرانداری جواب مساله بحث مي

 ای رویمطالعه، با قراردادن يک کران چندجمله
*

( )
( .) (( .) , ) , , , ,

L
a i R a i A x y x X y X      1

2 )1( 

 و

*

( )
( .) (( .) , ) , , , ,

L
a i R a i A x y x X y X      

1

2 2 2 )5( 

 

و با يک کران Aحلال با مولد-یيک خانواده

آوريم. همچنین نشان دست ميای بهچندجمله

فضای هیلبرت نیز عکس اين مطلب در  دهیم کهمي

-یمولد يک خانوادهAبرقرار است، يعني اگر

ای در يک فضای هیلبرت -حلال با کران چندجمله

( توسط يک 5( و )1های )باشد آنگاه عبارت

 شوند. ای کراندار ميچندجمله

يک فضای  X کنیمدر سراسر اين مقاله، فرض مي

)و   . باناخ با نرم  )B X  فضای تمام عملگرهای

با نرم يکنواخت باشد.  Xبه  X خطي و کراندار از

XXADA همچنین )(:  را يک عملگر

گیريم ی چگال در نظر ميخطي و بسته با دامنه

 مگر اينکه خلاف آن فرض شود.

 

:فرض کنیم  :0-0 تعريف ( )A D A X X  

 A ی حلاليک عملگر خطي باشد. مجموعه

 شود:صورت زير تعريف ميبه

I A  پذير است :وارون( )A   

1، عملگرA)(برای  )(),( AIAR  

يک عملگر  Aشود. اگرنامیده مي Aحلال عملگر

 شودبسته باشد، آنگاه از قضیه گراف بسته نتیجه مي

I A  : يک به يک و پوشاست( )A   

ی چگال يک عملگر بسته با دامنه Aهمچنین اگر

)که طوریباشد به X در )A  آنگاه با ،

 ی [ مجموعه5از ] B.14تعريف توجه به 

( ) : ( )n

n

D A D A







1

 

 چگال است.  X در

 

يک فضای باناخ باشد.  X فرض کنیم: 8-0تعريف 

)برای  , )f L X صورت به fیتبديل فوريه 1

 شود:زير تعريف مي

( )( ) : ( ) , .istf s e f t dt s





   

 

يک  H فرض کنید :] C.14، قضیه5[ 3-0قضیه 

)هیلبرت باشد. آنگاه برای هر  فضای , )f L H 2، 

) داريم , )f L H Ff  و 2 f
2 2

2. 

 

فرض کنید  :]3-2، تعريف1[ 0-0تعريف  0 .

 یگردايه ( ) ( )
t

T t B X 


0
 -یيک خانواده 

(( 2يا يک عملگر جواب برای )) Aحلال با مولد

 شود، هرگاهنامیده مي

))آ(  )T Id 0 و برای هر Xxنگاشت ،

( )T t x روی [ , )0 پیوسته باشد؛ 

))ب(  ) ( ) ( )T t D A D A  و برای هر

)(ADx  وt 0 داشته باشیم

( ) ( )AT t x T t Ax ؛ 

))پ( برای هر  )x D A  وt 0، 

( ) ( ) ( ) .
t

T t x x g t s AT s x ds    0  
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) حلال-خانواده: 8-0تعريف  )T t  نمايي

و  1Mهای شود اگر ثابتنامیده مي کراندار 0 

 کهطوریموجود باشند به

(1      )                ( ) , .tT t Me t

  0 
 

حلال باشد که در -یمولد يک خانوادهAاگر

( صدق کند، آنگاه از نماد 1ی )رابطه

( , )A G M  شود. همچنین قرار استفاده مي

 دهیممي

 ( ) : .G G M M       1 0  

 

فرض کنید  :]1-2، قضیه 1[ 6-0قضیه  0 آنگاه .

),(  MGA وتنها اگر اگر)(),( A  

و خانواده  ( )
t

T t 0
از تبديلات خطي کراندار  

،Xx که برای هرطوریموجود باشد به Xروی

(.)T x  روی[ , )0 ( 1ی )پیوسته باشد، در رابطه

xصدق کند و برای هر  X  وRe   داشته

 باشیم  

(6)          ( , ) ( )  .tR A x e T t x dt  

 


  
1

0
 

 

فرض کنید  :]5-2، قضیه 1[ 7 -0قضیه  0 آنگاه .

A G  ی و خانواده- حلال متناظر در

توپولوژی عملگر يکنواخت، پیوسته است اگر و تنها 

)اگر  )A B Xی . در اين حالت خانواده-

بصورت  Aحلال تولید شده توسط 

0 ( 1)

n n

n

A t

n







  
 شود.نمايش داده مي 

 

فرض کنید  :]1-2، قضیه 1[ 5 -0قضیه   و 2

A G  آنگاه .( )A B X. 

با توجه به قضیه فوق در ادامه بحث همواره نکته. 

)کنیمفرض مي , ] 0 2. 

 

 

 اصلي   نتايج -8

)حلال -ی خانواده )T t ای کراندار چند جمله

,های شود هرگاه ثابتنامیده مي 0C d   موجود

)باشد بطوريکه  ) (1 )dT t C t    برای هر

0t  در اين بخش وجود شرايط کافي برای .

حلال -ی مولد يک خانواده Aاينکه 

کنیم. برای ای کراندار باشد را بررسي ميچندجمله

 هایاين منظور، ابتدا با فرض متناهي بودن انتگرال

| ( ) (( ) , ) , | a is R a is A x y ds 





   

2

 و 

| <( ) (( ) , ) , | a is R a is A x y ds 





  

2 2 2

 

xبرای هر X  و*y Xای از ، گردايه

عملگرهای خطي و کراندار معرفي کرده و 

کنیم. سپس با قراردادن های آن را بررسي ميويژگي

های قبل، نشان انتگرال ای رویيک کران چندجمله

حلال با -ی دهیم گردايه اخیر يک خانوادهمي

ای ی همان چندجملهاست که به وسیله Aمولد 

 شود.کراندار مي

 

: فرض کنیم: 0-8تعريف  ( )A D A X X   يک

کران شبه طیفي برای -عملگر خطي باشد. 

 شودبصورت زير تعريف مي Aعملگر 

0 ( ) : inf :s A a   ( , ) .R A  1   

 

Reروی  a  .کراندار است 

 

يک عملگر خطي با  Aفرض کنیم  :8 -8لم 

0باشد و  Xی چگال رویدامنه ( )s A  آنگاه .

0برای هر  ( )a s A  و هرXx، 

( , ) , , Re .R A x a       1 0  

 



 

 116                                                                                          ایچندجملهحلال با کران  -های سازی خانوادهمشخصه
 

   

0فرض کنیم  اثبات: ( )a s A آنگاه عدد ثابت .M 

 کهطوریوجود دارد به
1 ( , ) Re .R A M a        

 

)(ADx از طرفي برای 

( , ) ( , ) .R A x x R A Ax             )0( 

 

 ADx)(و  aReکه  بنابراين برای هر 

1 ( , ) .
| | | |

x M Ax
R A x 


 

 

    

 

 ، داريمADx)(از رابطه اخیر برای هر 

(1 )     lim ( , ) Re .R A x a 


  


  1 0 

 

)چون )D A در X  چگال است و),( AR   1 

یروی مجموعه : Re a   طور يکنواخت به

 Xx( برای هر1گیريم )نتیجه ميدار است، کران

 برقرار است. 

برای اثبات نتیجه اصلي اين مقاله به گزاره زير نیاز 

داريم. در واقع در نتیجه زير مي توان خانواده ای از 

تبديلات خطي که بصورت معکوس تبديل لاپلاس 

( , )R A  1 شوند، معرفي کرد. اين بیان مي

-یخانواده بعدا تحت شرايطي همان خانواده

 خواهد بود. Aای کراندار با مولدحلال چندجمله

 

0فرض کنیم: 3-8گزاره  ( )s A  همچنین .

کنیم برای هر  فرض
0 ( )a s A ،Xx  و

*Xy داشته باشیم 

(18  )  ( .) (( .) , ) , ( )a i R a i A x y L    2 1 

 و 

(11 ) ( .) (( .) , ) , ( ).a i R a i A x y L    2 2 2 1 

 

یآنگاه خانواده  0ttT )(
ی خطي و از عملگرها 

 کند: شرايط زير صدق مي کراندار موجود است که در

Xx ،xT)آ( به ازای هر  ).(  روی),( 0 

 پیوسته است.

که و به ازای هر  ADx)()ب( به ازای هر 

0Re ( )s A ، 

(12)   ( )  ( , ) .te T t x dt R A x  

  


 
1

0
 

 

0فرض کنیم اثبات:  ( )a s A  0وa قرار .

)دهیم مي )T Id 0 همچنین برای .Xx  و
0t کنیم:تعريف مي 

(13             )                                  ( )T t x 

( ) ( ) (( ) , )

( , ) .

a is t

a i
t

a i

e a is R a is A x ds

e R A x d
i

 

  



  



 



 


 

  







1

1

1
2
1

2
 

دهیم که انتگرال فوق همگرا و ابتدا نشان مي

 [11]از  B.3 نتیجهاست. بنابر  aمستقل از انتخاب 

 داريم 0tبرای هر 

( )( ( ) (( ) , ))a is td
e a is R a is A

ds

   1  

( ) ( ) (( ) , )a is tite a is R a is A    1  
( )( ) ( ) (( ) , )a is ti e a is R a is A      21  

( ) ( ) (( ) , )a is ti e a is R a is A   2 2 2   
 

rلذا برای هر  0 
( ) ( ) (( ) , )

r
a is t

r
e a is R a is A x ds  


 

1  
( )

( ) (( ) , )
a ir te

a ir R a ir A x
it

 


  1  

( )

( ) (( ) , )
a ir te

a ir R a ir A x
it

 


  1  

( )( )
( ) (( ) , )

r
a is t

r
e a is R a is A x ds

t

   




  

21

( ) ( ) (( ) , ) .
r

a is t

r
e a is R a is A x ds

t

   


  

2 2 2

 

 شودنتیجه مي 2 -2از لم 
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,),)(()(lim
)(

01  



xAiraRira

it

e tira

r

  

 و

.),)(()(lim
)(

01  



xAiraRira

it

e tira

r

  

 

rحال فرض کنید  0.  برایXx داريم 

*

*

2

2

2

1

1

( ) (( ) , )

sup ( ) (( ) , ) ,

sup ( ) (( ) , ) ,

,

r
ist

r

r
ist

r
y B

y B

e a is R a is A x ds

e a is R a is A x y ds

a is R a is A x y

M x

 

 

 














 

    

    







 

 و وابسته به xيک ثابت مستقل از 1Mکه در آن 
a دست مي است که از اصل کرانداری يکنواخت به

 کهطوریوجود دارد به 2Mطور مشابه ثابتآيد. به

( ) (( ) , )

.

r
ist

r
e a is R a is A x ds

M x

 


 




2 2 2

2

 

 

( همگراست 13ی )لذا انتگرال تعريف شده در رابطه

xو برای هر  X  وt 0  داريم 

(11          )                                   ( )T t x 

( )

( )

( )
( ) (( ) , )

( ) (( ) , ) .

a is t

a is t

e a is R a is A x ds
t

e a is R a is A x ds
t

 

 










 




 




  

  





2

2 2 2

1
2

2
 

کنید حال فرض
0, ( )a b s A با استفاده از .

 ی کوشي داريمقضیه
( )

( )

( )

( )

( ) (( ) , )

( ) (( ) , )

( ) (( ) , )

( ) (( ) , ) .

r
a is t

r

r
b is t

r

b
ir t

a

b
ir t

a

e a is R a is A x ds

e b is R b is A x ds

e ir R ir A x d

e ir R ir A x d

 

 

  

  

  

  

 



 



 

 

 

  

  

  









1

1

1

1

 

rاگر  2-2طبق لم   سمت راست تساوی ،

 نتیجهکند. درفوق به صفر میل مي
( )

( )

( ) (( ) , )

( ) (( ) , )

a is t

b is t

e a is R a is A x ds

e b is R b is A x ds

 

 


 




 



 

   





1

1

 

 

0از انتخاب tT)(دهدکه نشان مي ( )a s A 

( برای هر11مستقل است. از طرفي با استفاده از )

x X و*y B 

2

1

2 2 2

1

( ) ,

(1 )
( ) (( ) , ) ,

2

( ) (( ) , ) , .
2

at

at

T t x y

e
a is R a is A x y

t

e
a is R a is A x y

t



 

 













 


    

    

 

 

tبنابراين برای هر 0 

( ( ) )
( ) , ,

atM M e
T t x y x y

t


 



 
   1 21

2
 

 

دهدکه نتیجه مي  0ttT )(  يک خانواده از

 عملگرهای خطي و کراندار است بطوريکه

( ) .
atCe

T t
t

   

 

است. در ادامه  aيک ثابت وابسته به  Cدر اينجا

)دهیم اين خانواده روینشان مي )0  پیوسته

را  mقوی است. برای اين منظور، ابتدا عدد طبیعي 

11کنیم که طوری انتخاب مي  )(m فرض .

)(کنیم  mADxداريم . 

(( ) , )
( )

(( ) , )
( )

( ) ( )

(( ) , )
( )

( ) ( )

R a is A x x
a is

R a is A Ax
a is

x Ax
a is a is

R a is A A x
a is

x Ax
a is a is









 





 

 


 


 
 

 


 
 

2

2
2

2

1

1

1 1

1

1 1
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(15)     
( )

(( ) , ) .
( )

m

m

m

m

A x
a is

R a is A A x
a is







 


 


11

1
 

 

 بنابراين

( )

( ) (( ) , )
( )

( ) ( )

m

m

x
a is R a is A x

a is

Ax A x

a is a is

 

 





  

  


  
 

1

1

1 1 1

 

(11 )      
( )

(( ) , ) .
( )

m

m

a is
R a is A A x

a is







 



1

 

 

 ( داريم 13با بکارگیری رابطه اخیر و )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) (( ) , )

( )

( )

[
( ) ( )

( )
(( ) , ) ] .

( )

a is t a is

a is t a is

a is t a is

m

m

m

m

T t x T x

e e

a is R a is A x ds

e e x
ds

a is

e e

Ax A x

a is a is

a is
R a is A A x ds

a is

 



 





 















 





 





 





  





 

 






 

 
 


 









1

1

1 1 1

1

1
2

1
2
1
2

 

 

ی تسلطي و قضیه 2-2حال از  قضیه کوشي، لم 

  شودلبگ نتیجه مي

lim ( ) ( ) ( ).m

t
T t x T x x D A 





    

 

)( از اينکه mAD در X  چگال است نتیجه 

نیز برقرار است و  Xxگیريم حد بالا برای هر مي

 شود.قسمت )آ( گزاره اثبات مي

 برای اثبات )ب( فرض کنیم
0Re ( )a s A   و 

)(ADx( و 15(، )13. با استفاده از روابط )

 داريمی فوبیني قضیه

( )

( )

( )

( ) (( ) , )

 

(( ) , )
 

(( ) , )
 .

( )( )

t t

a is t

a is t

e T t x dt e

e a is R a is A x ds dt

e dt

x R a is A Ax
ds

a is

x R a is A Ax
ds

a is a is

 



 











 

 
 


 




 











 



 



 


  

 









0 0

1

0

1
2

1
2

1
2

 

 

قرار دهید 












22



 ,i

r reaC  که

به اندازه کافي بزرگ اختیار شده است.  rدر آن

همچنین فرض کنید ,C a is r s r    1 

و 
rC C C 1 . 

 با بکارگیری فرمول انتگرال کوشي داريم

( , )
 

( )

( , )
.

C

x R z A Ax
dz

i z z

x R A Ax









1

2





 





 

 از طرفي

( , )
 

( )

( , )
 

( )

( , )
 .

( )r

C

C

C

x R z A Ax
dz

z z

x R z A Ax
dz

z z

x R z A Ax
dz

z z





















1













 

  چون

( , )
lim  ,

( )rCr

x R z A Ax
dz

z z




 0



 

 

  شودنتیجه مي

(( ) , )
 

( )( )

( , )

( , ) ,

x R a is A Ax
ds

a is a is

x R A Ax

R A x





 

 





 







 

  








1

1
2

 

 

 کند.که اثبات قسمت )ب( را کامل مي
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 کنیم.در ادامه نتیجه اصلي اين مقاله را بیان مي

 

}فرض کنیم: 0 -8قضیه  : Re 0} ( )A    

a. اگر برای هر 0d و 0 ،Xx و *Xy 

(16)   
( ) (( ) , ) ,  

( ) ,d

a is R a is A x y ds

M
a x y

a

 








   

 


2 2 2

1
 

 و

(10  )
( ) (( ) , ) ,  

( ) ,d

a is R a is A x y ds

M
a x y

a

 








   


 


2

1
 

 

 حلال چون-ی مولد يک خانواده Aآنگاه عملگر

  0ttT )( است و عدد ثابتي مانند k  وجود دارد

 که طوریبه

(11   )         ( ) ( ), .dT t K t t   1 0 

 

( نشان 10( و )16ابتدا با استفاده از روابط ) اثبات:

دهیم مي
0 ( ) 0s A  برای هر .a 0 وXx داريم 

(( ) (( ) , ) )

( )( ) (( ) , )

( ) (( ) , ) .

d
a i R a i A x

d

i a i R a i A x

i a i R a i A x

 

 

 

 


  

  







 

    

  

1

2

2 2 2

1  

 

rلذا برای  s   و*y X 

(28    )  ( ) (( ) , ) ,a is R a is A x y    1 

( ) (( ) , ) ,

( ) ( ) (( ) , ) ,  

<( ) (( ) , ) , > .

s

r

s

r

a ir R a ir A x y

i a a i R a i A x y d

ia a i R a i A x y d

 

 

 

  

  







   

     

  





1

2

2 2 2

1  

 

 فوق همگرایهای موجود در تساوی چون انتگرال

Mمطلق هستند، عدد ثابتي مانند
 a وابسته به ~

sبطوريکه برای هر  موجود است  

( ) (( ) , ) , .a is R a is A x y M x y    1

 

اثبات ی اخیر و استدلالي مشابه با بکارگیری رابطه

 آنگاه rاگر  توان نشان داد ،مي 2-2لم 

( ) (( ) , ) , .a ir R a ir A x y    1 0  
 لذا

( ) (( ) , ) ,

( ) (( ) , ) ,  

( ) (( ) , ) ,  .

a is R a is A x y

a is R a is A x y ds

a is R a is A x y ds

 

 

 













   

    

    





1

2

2 2 2

 

 (10( و )16بنابراين با استفاده از روابط )

)(),)(()( da
a

C
AisaRisa   11   

 

0دهد که نتیجه مي ( ) 0s A  3-2. بنابر گزاره 

از عملگرهای خطي و کراندار  tT)(ی خانواده

),(موجود است که روی  0 ی قوی است پیوسته

( صدق 12در شرط ) ADx)(و برای هر 

( کران 10( و )16کند. حال با استفاده از روابط )مي

)(tT کنیم. فرض کنیم را محاسبه ميXx، 
*y X  0وtآنگاه . 

( )
( ) ,

( ) (( ) , ) ,  

at

at

e
T t x y

t

e
a is R a is A x y ds

t



 















  

    
2

1
2

2

 

( ) (( ) , ) ,  

( )
( )

( ) .

at
d

at
d

a is R a is A x y ds

M e
a x y

at

Me
a x y

at

 


















   


 

 


2 2 2

1
1

2

1
2

 

 

 ، داريم5با در نظر گرفتن 



 

 121                                                                                          ایچندجملهحلال با کران  -های سازی خانوادهمشخصه
 

   

( )
( ) ( )

( ) ( ).

d

d d

M e
T t t

Me
t K t












 

   

1
1

2

1 1
2

               )21( 

 

x در ادامه نشان مي دهیم برای هر X  نگاشت

(.)T x
در صفر از راست پیوسته است. برای اين  

11منظور فرض کنیم   )(m  و)( mADx .

( 13فرمول انتگرال کوشي و رابطه ) با استفاده از

 داريم

( )

1

1
( )

2

[( ) (( ) , ) ] .

a is tT t x x e

x
a is R a is A x ds

a is



 










 

  



 

 

به  r( و قضیه کوشي برای11)همچنین از رابطه 

 شودی کافي بزرگ نتیجه مياندازه

( )

[( ) (( ) , ) ] 

( )

( ) ( )

( ) (( ) , ) ] .

r

r

i

i

i m i

i m i m

i i m

x
a is R a is A x ds

a is

ire Ax

a re

ire A x ire

a re a re

a re R a re A A x d

 

 

  

 

   

    





 



 



  


 


 
 

 





1

2
1

2

1

1 1

1

 

 

11چون   )(m اگر در رابطه اخیر ،r  

 آوريمبدست مي

1[( ) (( ) , ) ] 0
x

a is R a is A x ds
a is

 





    

  

 

 و در نتیجه

(22      )                   
0

lim( ( ) ) 0
t

T t x x
  

 

)(برای هر mADx با توجه به چگال بودن .

( )mD A  درX ( برای هر22گیريم )نتیجه مي

x X  .برقراراست 

 به ازای  3-2 طرفي با توجه به قسمت )ب( گزاره از
 

 aReکه  و هر  ADx)(هر 

(23 )    ( , ) ( ) .tR A x e T t x dt  

 


  
1

0
 

 

 0چگال است،  X در AD)(از اينکه
0 ( )s A  و

 Xx ( برای هر23گیريم )( نتیجه مي21رابطه )

دهدنشان مي 1-1ی برقرار است. حال قضیه

  0ttT )(
 Aحلال با مولد -یيک خانواده 

 کند.( نیز صدق مي11است که در شرط )

 

nXفرض کنید : 0-8مثال  و 

.A

    
 
   
 
 
 
    

 

 

( از 10( و )16شود که شرايط )به راحتي اثبات مي

)با  2-1قضیه  )d n  1  برقرار است. از طرفي

خانواده حلال تولید شده  6-1با توجه به قضیه 

 بصورت Aتوسط 

0

( )
( 1)






 


j j

j

A t
T t

j






 

 

)است که رشد آن دقیقا با  )nt 1  .يکي است

 بهینه است. 1-2در حکم قضیه  dبنابراين ثابت 

 1-2ی ی زير نشان مي دهیم عکس قضیهدر قضیه

 در يک فضای هیلبرت برقرار است.

 

-ی مولد خانواده Aفرض کنیم : 8-8قضیه 

حلال   0ttT )( روی فضای هیلبرت H  باشد که

( و 16کند. آنگاه روابط )( صدق مي11ی )در رابطه

dd( با 10) 21  .برقرار است 

 داريم0( برای هر 11با توجه به شرط )اثبات: 

( ) ( ) ( )d t d tT t K t Ke t e 



   1 1  

( ) .
d d

t t

d

d e
Ke M e



  1 
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Aلذا  G (M , )


  0برای هر حال فرض .

aکنیم  0هر برای 1 -1ی . قضیه Hx  نتیجه

 دهدمي

( )

( ) (( ) , )

( )

( ( ) )( ).




 



 






a is t

at

a is R a is A x

e T t x dt

e T t x s

 





1

0
 

 

 ( داريم11ی )و رابطه 3-1ی قضیه با بکارگیری

(21  )   

( ) (( ) , )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

at

at d

at d

d

d

a is R a is A x ds

e T t x dt

K e t x dt

K e t x dt

d
K x

a a

M
x

a a

 

























 



 

 

 
 

  









21

22

0

22 2 2

0

22 2 2

0

22
2 1

2

2

2

2 1

4 1

1 2 1
4

2 2

1
1

 

 

 باشد.مي dو K يک ثابت وابسته به M که در آن
توانیم [ مي12در ] 3-2مشابه با اثبات لم بطور 

-ی مولد يک خانواده Aنشان دهیم که اگر 

باشد،  tT)(کراندار مانند  ایحلال چندجمله

حلال -ی (، مولد خانوادهA)الحاق  Aآنگاه 

( ) : ( ( ))T t T t 
  ای است که با همان چندجمله

شود. لذا با تکرار روند ( کراندار مي11موجود در )

 قبل داريم

(25   )   
( ) (( ) , )

( ) , .
d

a is R a is A y ds

M
y y H

a a

 





 

  


21

2

2

1
1

 

 

(، نامساوی هولدر و 25(، )21حال از روابط )

و هر Xx شوارتز برای هر -نامساوی کوشي
*Xy شودنتیجه مي 

( ) (( ) , ) ,

( ) (( ) , ) , ( )

a is R a is A x y ds

a is R a is A x a is y ds

 

 







 



   

     





2

1 1
 

 

 

( ) (( ) , )

( )

( ( ))

( ) .

d

d

a is R a is A x ds

a is y ds

M M
x y

a aa

M
x y

a a

 











  



 


 





1
2 21

1
2 21

1
1 2

2

2

1
1

1
1

 

 همچنین

 

 

( ) (( ) , ) ,

( ) (( ) , )

,( ) (( ) , )

( ) (( ) , )

( ) (( ) , )

( ) .























   

   

  

  

 

 









d

a is R a is A x y ds

a is R a is A x

a is R a is A y ds

a is R a is A x ds

a is R a is A y ds

M
x y

a a

 

 

 

 

 

2 2 2

1

1

1
2 21

1
2 21

2

1
1

 

 

 ( برقرارند و حکم ثابت 10( و )16لذا روابط )

 شود.مي

 

 گیریبحث و نتیجه

برای اينکه يک عملگر بسته با دامنه چگال چون 

A مولد يک خانواده-ل نمايي کراندار باشد حلا

حلال )و در  های مشتقی مرتبههمهلازم است 

های حلال( اين عملگر کراندار نتیجه تمام توان

ببینید. از طرفي اين نتیجه فقط  ( را3باشد، رابطه )

 وجود کراني بصورت يک تابع نمايي برای 

دهد و رشد چند را نتیجه مي حلال-هایخانواده

 گیرد. ها مورد بحث قرار نميای اين خانوادهجمله
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-هایمطالعه، مساله کرانداری خانوادهدر اين 

)ای بصورت حلال توسط يک چند جمله )dk t1 

بررسي شده است. در واقع با استفاده از يک شرط 

های اول و مناسب که فقط روی توانپذيری انتگرال

 دوم حلال يک عملگر بسته با دامنه چگال بیان 

ای از تبديلات خطي و کراندار شود، خانوادهمي

-شود يک خانوادهکنیم که ثابت ميمعرفي مي

ای کراندار است. بعلاوه نشان داديم حلال چند جمله

مولد يک  Aردر يک فضای هیلبرت، اگر عملگ

ای کراندار باشد، آنگاه حلال چند جمله-خانواده

پذيری ذکر شده برای حلال مولد در شرط انتگرال

 کند.صدق مي
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