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 يفلدهایو من امابهیشار خودمتشابه  يها جواب

  نسلریدر هندسه ف انیگراد گونه نیشتیان
 

  3سینا هدایتیان ،2ندا ایزدیان، *1محمد یاراحمدي

  
  رانیچمران اهواز، اهواز، ا دیدانشگاه شه وتر،یو کامپ یاضیدانشکده علوم ر ،یاضیگروه ر   )1،2،3(

  

 12/09/1401تاریخ پذیرش مقاله:               25/02/1401تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

داد  می. نشان خواهمیپرداز یم ينسلریف امابهی يها تونیو سال ينسلریف امابهیمعادله شار  یمقاله، به بررس نیدر ا

 امابهی يها تونیبه سال منتسب يبردار دانیتوسط م که ها سمیفئومورفیاز د یموضع يپارامتر کی يها که با گروه

 ينسلریف بهامایمعادله شار  يها که جواب شود یم جادیا ينسلریف ياز مترها يا اند، دسته شده دیتول ينسلریف

. میابی یرا م ينسلریف امابهیاز معادله شار  ییها جواب ،ينسلریف امابهی تونیمعادل هر سال گریهستند. به عبارت د

از  يپارامتر کی يها و گروه اسیتابع مق کیبا  ،ينسلریف امابهیشده از شار  دایپ يها دسته از جواب نیا

. دهد یدست م ها به جواب نیا کیزیاز نظر هندسه و ف یجالب یژگیکه و شوند یبا هم مرتبط م ها سمیفئومورفید

 امابهیخودمتشابه از معادله شار  يها جواب نیاند. در واقع ب خودمتشابه يها ذکر شده، جواب یژگیها با و جواب نیا

نشان  صورت نیتناظر را به ا نیا ،یطور کل . بهمیکن یتناظر برقرار م کی ينسلریف امابهی يها تونیو سال ينسلریف

 یخاص يها است و بالعکس، جواب ينسلریف امابهیمعادله شار  يها جواب ينسلریف امابهی يها تونیکه سال میده یم

 افتهی گسترش گونه نیشتیان يفلدهایادامه، من در .اند ينسلریف امابهی يها تونیسال ،ينسلریف امابهیاز معادله شار 

بزرگتر از  یقیدار و شعاع تزر کران نییاز پا یچیعلاوه، اگر تانسور ر . بهمیکن یرا مطالعه م ينسلریکامل ف انیگراد

 املک انیگراد افتهی گسترش گونه نیشتیان فلدیمن میده یدار باشد، نشان م از بالا کران یچیتانسور ر ایصفر باشد 

  است.  ختیر انفشرده مرزدار همس فلدیمن کیبا درون  یعنیدارد  یمتناه گونه يساختار توپولوژ ،ينسلریف

  

  .گونه نیشتیان فلدیمن ،یمتناه گونه يتوپولوژ امابه،ی تونیسال امابه،یشار  نسلر،یمتر فهاي کلیدي:  واژه

                                                 

 Email: m.yarahmadi@scu.ac.ir                                                                                       :     دار مکاتباتعهده .*

                                    

ریاضی هاي نوین درپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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 مقدمه - 1

در  1989در سال  لتونیتوسط هم امابهیمفهوم شار 

 امابهیشار . ]1[ ارائه شد امابهیاثبات حدس  يراستا

 که یمانیر فلدیمن ياست که رو یمعادله تحول کی

(�,   صورت به (�
�

��
� = ��,													�(� = 0) ��,      

  

 فلدیاسکالر من يانحنا �که در آن  شود، یم فیتعر

�در بعد . ]3و  2[است  =  که میدان یم ،2

�� = 		
�

�
با  امابهیکه شار  دهد یم جهینت نیو ا �

 يمترها امابهیشار  ،یطور کل . بهاند یکی یچیشار ر

  .]4[ کند  یرا حفظ م سیهمد

,�) دیکن فرض  دانیم � ،یمانیر فلدیمن (�

ثابت باشد.  یقیحق يعدد� و  � يرو يبردار

,�)ییچهارتا �, �,  مینام یم امابهی تونیرا سال	(�

��هرگاه در معادله  = (� صدق کند   �(�

 دانیه مب بتنس � یمشتق ل  ��که در آن

 ،یمانیر فلدیمن کی يرو است.�	يبردار

 امابهیخاص شار  يها جواب امابهی يها تونیسال

که  دیآ یم شیپ یعیسوال طب کیحالا  .]5[ هستند

 برقرار است؟  جهینت نیا زین ينسلریف يدر فضا ایآ

 امابهی تونیهر سال میده یمقاله نشان م نیدر ا

است  ينسلریف امابهیاز شار  یفشرده جواب ينسلریف

. بالعکس، شود یم دهیکه جواب خودمتشابه نام

 امابه،یخودمتشابه معادله شار يها جواب

 قتیدر حق. باشند یم ينسلریف امابهی يها تونیالس

 امابهی يها تونیسال نیب کی به کیتناظر  کی

 امابهیخود متشابه از شار  يها و جواب ينسلریف

 يبرا ج،ینتا نیا مشابه وجود دارد. ينسلریف

خودمتشابه  يها عنوان جواب به یچیر يها تونیسال

ثابت  نسلریف-مانیر يدر فضاها یچیمعادله شار ر

 .]6[ شده است

و  نویکات توسط راًیاخ گونه نیشتیان يفلدهایمن

 يفلدهایاز من یمیکه تعم همکارانش ارائه شدند

 يها تونیسال ،ینیشتیشبه ان يمترها ،ینیشتیان

شبه -  � يمترها ،یچیر باًیتقر يها تونیسال ،یچیر

 يها تونیو سال امابهیشبه  يها تونیسال ،ینیشتیان

,�) دیکن فرض .]7[ هستند انیگراد سیهمد �) 

,�)گاه  باشد، آن ينسلریف فلدیمن کی  کیرا  (�

 دانیم کیهرگاه  م،ینام یم گونه نیشتیان فلدیمن

�:�و تابع هموار   �يرو يبردار → وجود  	

صدق  ریدر معادله ز �که  يطور داشته باشند، به

 کند: 

�	��� + �	 �� �	�Ь �Ь =

�(�)�																																(1. 1)  

 

,�که در آن  �,  تانسور ریچی،  ���، 	�

 دانیمدست آمده از  به یفرم-کی �Ьو  یمشتق ل

 انیگراد � يبردار دانیهستند. اگر م � يبردار

,�) گاه باشد، آن � لیتابع پتانس  فلدیرا من (�

 صورت نی. که در امینام یم انیگراد گونه نیشتیان

 نوشت: ریصورت ز به توان یرا م )1.1(معادله 

�	��� + �	∇∇� �	�� �� = �(�)�.  
  

 یمانیر فلدیمن یزد که گروه اساس حدس لنوریم

طور  مثبت، به یچیر نیانگیم يکامل با تانسور انحنا

ممکن  يفلدیمن نیچن. ]8[ شود یم دیتول یمتناه

فشرده مرزدار  فلدیمن کیاست با درون 

ممکن است  ،یعنینباشد.  ختیر همسان

من و  فانگ،. ]9[ نداشته باشد یمتناه گونه يتوپولوژ

 انیگراد یچیر تونیدادند که سال نشان ژانگ

تانسور  يبا مفروضات مناسب رو کامل کننده منقبض

 ویژگی. ]10[ دارد یمتناه گونه يتوپولوژ یچیر

هاي  متناهی داشتن براي سالیتون گونه يتوپولوژ

هاي یامابه فینسلري  ریچی فینسلري و سالیتون

چنین نشان داده  . هم]12 و 11[مطالعه شده است 

هاي یامابه فینسلري و  شده است که سالیتون

هاي ریچی فینسلري تحت شرایط فشرده  سالیتون

اند و در نتیجه گروه  داراي گروه اساسی نامتناهی

  . ]15[و  ]14[،]13[ها صفر است کوهمولوژي اول آن

  گونه نیشتیان فلدیکه من میده یمقاله نشان م نیر اد
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کامل با مفروضات مناسب  انیگراد افتهی گسترش

  .دارد یمتناه گونه يتوپولوژ ،یچیتانسور ر يرو

  

 مفاهیم و تعاریف مقدماتی -2

 يبعد– � فلدیمن کی � دیکن فرض .1.2تعریف 

	�ه در نقط �مماس بر  يفضا ���، �� �، 

�� = �	  � فلدیمن کلاف مماس بر ���	�

���و  =  باشد.  کلاف مماس سفته {0}\	��

 یک تابع، � روي يفینسلر منظور از یک ساختار

�: ��	 → است که خواص زیر را  (∞+,0]

  داراست:

 است. �� نگاشتی ��� روي  �منظم بودن: -1

روي تارهاي کلاف  �بت بودن: همگن مث -2

یعنی  .است 1همگن مثبت از درجه ، ��مماس

� براي هر > 0 ،�(�, ��) = �	�(�, �) .  

� براي هر  یعنی: يتحدب قو -3 ∈  فرم، ���

 مثبت نیمعشود، صورت زیر تعریف می که به ��

  است:

	��(�, �) =
�

�

��

���
[	��(� + �� +

��)]�,���, �, � ∈ ���.  
 

,�) ينسلریف فلدیهر من يبرا .2.2تعریف �)، 

 بیبه ترت ياسپر بیو ضرا ستوفلیعلائم کر

  : شوند یم فیتعر ریصورت ز به

	(	�		��	
	� )� = ���

�

�
�
����

���

����

���
+

����

���
�,																			(1. 2)	    

  

�(���)در آن که = ([
�

�
 و    (����[��

	�		�	
	� =

�

�
(	�		��	

	� )��
���.																		(2. 2)  

  

   مانیر يانحنا .3.2تعریف

�� = �		�	
	� (�)�x�

����

���
|�: ��� →   

  

مماس  يفضا يرو یخط يها خانواده از نگاشت کی

     ]16[ :شود یم فیتعر ریصورت ز است که به

(	�		�	
	� )�:=

�

�������
�2

�	�		�
	�

���

	���		�
	�

���	���
�� + 2	�		�

	� 	���		�
	�

������

�	�		�
	�

���

�	�		�
	�

���
�.																																(3. 2)  

  

  ينسلریف يدر فضاها یچیتانسور ر .4.2تعریف

  صورت توسط اکبرزاده به

(�����)�: = [
�

�
(��	 i��)]���� ,  

 

icشده که در آن  فیتعر = 	�		�
اسکالر ریچی  �	

	�		�	و  نام دارد
.3(در رابطه  �	 . شده است فیعر) ت2

]17[    

  

,�) فرض کنید .5.2تعریف  ينسلریف فلدیمن (�

 ينسلریمتر ف کیرا  � صورت نیباشد. در ا

اسکالر،  یچیهرگاه تابع ر مییگو ینیشتیان

���(�,  نیباشد. در ا  �بر حسب یفقط تابع، (�

����� داشت میحالت خواه = ���(�)���  

  

,� دیکن فرض  .6.2 تعریف � ��(�) ،

		� باشد.  �روي منیفلد  میدان برداري  �و�

نشان  ریصورت ز بهرا  	�صورت هسیان در این

  :میده یم

	����(�) = �	��,  
   
��(��)	که   يطور به =   است.(�)��

 �روي  �و  � يبردار يها دانیم میکن گر فرضا 

  گاه داریم:  دلخواه باشند. آن

����(�)(�, �) = (�	��)(�, �) 		=
�		�,�
	� �.	  
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,�) فرض کنید .7.2تعریف  ينسلریف فلدیمن (�

 انیگراد افتهی گسترش گونه نیشتیانمنیفلد  باشد.

   صورت به

�	��� + �	����(�) �	�� �� ≥

�(�)�												(4. 2)  

 
,�که در آن  شود، یم فیتعر �, تابع 	�	، 	�

  است. د  �يمثبت رو یقیحق

 

دارد  یمتناه گونه يتوپولوژ � مییگو .8.2تعریف

فشرده مرزدار  فلدیمن کیهرگاه با درون 

  باشد.  ختیر همسان

  

�  دیکن فرض .9.2تعریف = ��(�)
�

���
 یک

  گروه {��} باشد. اگر � يرو يبردار دانیم

باشد،  �شده توسط  دیتول � یموضع يپارامتر -1

کوچک  تینها یب يا نقطه لیتبد کی  {��}گاه آن

��	�		�صورت  که به کند یالقاء م � يرو
��

�	̅�که در آن  شود، یم فیتعر �	̅� = �� +

 لیتبدبه  یعیطبطور  به لیتبد این �(�)��

 افتهی گسترش ��کلاف مماس  يرو ��� ي ا نقطه

��� صورت  بهاست که  �	�̅	� , تعریف ��	��

  که در آن شود، یم

 �̅	� = �� + ��(�)�,														 

	��	� = 		 �� +			
���

���
���.						(5. 2)	  

  

 یک میدان برداري  {���}که نشان داد  توان یم

�� = ��(�)
�

���
+ ��

���

���
�

���
,  

 
 دهینام  �کامل عیکه ترف کند یالقاء م	��	يرو

 ��کامل  عیمربوط به ترف يپارامتر-1. گروه شود یم

���  صورت به = ��
���

���
مشتق لی  .شود یداده م

,�)��یک شی هندسی دلخواه   ��،روي  (�

  شود: صورت زیر تعریف می به

	 ���
� = ���	

�����
�����

�
	=

�

��
���(�

�),																										(6. 2)  

 

  ��(�,  افتهی گسترش يا نقطه لیتبدتحت (�

 دانیم کی �� یهندس یش) است. هرگاه 5.2(

 برگشت کیمفهوم کلاس با ��� باشد، يتانسور

��(�,     .]18[منطبق است (�

 

 ينسلریف يترهااز م يا خانواده ]3[ .10.2تعریف

 دهینام ينسلریف امابهیشار ، � يرو (�)�	

 .صدق کند ریاگر در معادله ز شود یم
�

��
��� = �����, �(� = 0) ��.			(7. 2	)		  

 

  صورت  به   (�)� اگر جواب .11.2تعریف

�(�) = �(�)�		�		(��),  
  

ن که در آ م،ییگو یم جواب خودمتشابه باشد، به آن

 ��از اسکالرها و  يپارامتر-1گروه  (�)�

  مفروض است. فلدیاز من یختیوابرر

  

,�) فرض کنید .12.2تعریف ي نسلریف فلدیمن (�

�  و = ��(�)
�

���
 � يرو يبردار دانیمیک 

,�)ییچهارتا باشد. �, �,  امابهی نتویرا سال	(�

  رابطه زیر صدق کند:هرگاه در  مینام یمفینسلري 

����� = (� �)���,																				(8. 2)  

  

 و �، � کامل عیترف �� که در آن

� =   .]2[انحناي عددي است  ��������

  . میکن یرا ثابت م ریز هیدو قضجا  در این

 

وجود دارد اگر  ينسلریف امابهی تونیسال .13.2قضیه

که  ينسلریف امابهیجواب معادله شار  و تنها اگر

  ه وجود داشت شود، یم دهیجواب خودمتشابه نام
  

 باشد. 
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با  انیگراد گونه نیشتیان فلدیمن هر .14.2قضیه

است.  ختیر فشرده مرزدار همسان فلدیمن کیدرون 

���که نیابا شرط  ،یعنی ≥ هر  يبراو  ����

δ > 0 ،���(�, �) ≥ � > یا تانسور ریچی  0

 یمتناه گونه يدار باشد، توپولوژ از بالا کران  ���

  دارد.

 

 ينسلریف امابهیخودمتشابه شار  يها جواب - 3

خودمتشابه شار  يها جواب میخواه یم جا نیا در

که با  میو نشان ده میکن یرا بررس ينسلریف امابهی

در تناظر هستند. در  ينسلریف امابهی يها تونیسال

خودمتشابه  يها داد که جواب میواقع نشان خواه

 امابهی تونیدر معادله سال ،ينسلریف امابهیشار 

 تونیالو بالعکس، هر س کند یصدق م ينسلریف

جواب خودمتشابه از معادله شار  ،ينسلریف امابهی

  است. ينسلریف امابهی

 

 ر،یپذ لیفرانسید فلدیمن کی � دیکن فرض .1.3لم

از  يا خانواده کی ��و  ينسلریف ساختار��	

 لیتبد برگشتگاه  آن باشد، � يرو ها یختیوابرر

��� افتهینقطه توسعه  	(��): �� →  زین (∞,0]

 است.  � يرو ينسلریساختار ف کی

 

����قرار دهید   اثبات.
�: = ����و  ���

�: = ��� .

  دهیم  نشان می

��� 	(��) 	���	���: �� → [0,∞)  
  

. کند یدق مص ينسلریساختار ف فیدر سه شرط تعر

و  ��	وضوح شرط منظم بودن برقرار است. چون  به

 نیهموار هستند، بنابرا ���روي  ���

شرط دوم  یحال به بررس هموار است. زین���	���		

  :می. دارمیپرداز یم

��� 	��(�, ��) = 	������(�, ��)� =

	�� ���	(�), ��
� ���

���
	� =

�	�� ���	(�), �
� ���

���
	� =

�	������(�, �)� = ���� 	(��)(�, �).  
 

برقرار است.  زیشرط همگن مثبت بودن ن نیبنابرا

 :میدار ياثبات شرط تحدب قو يبرا

[
�

�
(��� 	��)

�	]������ =
�

�

��(���	��)
�	

����	����
=

�

�

���(	���	���)(	���	���)�

����	����
=

�

�

�����
��	����

����	����
=

�

�

���	�����
��

����	����
	.  

 
 دست آورد که  به توان یم یآسان به  یاز طرف

��	�����
��

����	
= ��� �

��	��
��

����	
�,  

 
 :میدار جهیو در نت

[
�

�
(��� 	��)

�	]������ =
�

�

��(���	��)
�	

����	����
=

��� �
�

�

���	��
��

����	����
� = ���([

�

�
��

�]������).  

 

] که نیبا استفاده از ا
�

�
��

 ��� و مثبت نیمع ������[�

])���است، پس  یختیوابرر
�

�
��

 زین (������[�

���رو  نیاست. از ا مثبت نیمع در شرط سوم  (��)	

 نی. بنابراکند یصدق م زین ينسلریساختار ف

���   است.   �یک ساختار فینسلري روي (��)	

  

از  يا خانواده کی  ��دیکن فرض .2.3لم

	��		�	) باشد، � يرو ها یختیوابرر
	� )	��،	�			��	

	� ،

	 i�	�� و�	بیضرا ستوفل،یعلائم کر بیترت به �� 

مربوط به متر اسکالر  ياسکالر و انحنا یچیر ،ياسپر

μو  ��	 ينسلریف >  مثبت یقیحقیک عدد  0

  : میدار صورت نیباشند. در ا

����(	�		��	
	� )	��� = (	�		��	

	� )	���(��),			(1. 3)  

����	�			��	
	� � = ��

	���(��)
,																	(2. 3) 

i�	��� =
�

�
	 i�	��,																									(3. 3)  

����	 i�	��� = ��	���(��),														(4. 3)  
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�	��� =
�

�
	�	��,																																(5. 3)  

�����	��� = �	���(��)
.																						(6. 3)  

 

  :میدار ستوفلیعلائم کر فیبا توجه به تعر

�������
� �

���
=  ���(

�

�
(
����

���

����

���
+

����

���
))

= ���(�
��)���(

�

�
(
����

���

����

���
+

����

���
))

= ���(�
��)

�

�
(
����(���)

����

����(��� )

����
+

����(��� )

����
)

= ����
� �

	���(��)
.

  
 گاه . آنشود یاثبات م )1.3(رابطه  نیبنابرا

�������
� � = ��� �

�

�
����

� �
��
����� =

�

�
��� �����

� �
��
����  �

�  ����
� =

�

�
����

� �
���(��)

 ������ = ����(��)
� .  

 
ت اثبا ي. حال براشود یاثبات م) 2.3(رابطه  لذا

 ياسپر بیکه ضرا میدان یم )3.3( رابطه 

	�			��	
هر  يهستند، که برا 2همگن از درجه �	

� > 0 ،	�			��	
	� (�, ��) = ��	�			��	

	� (�, �) 

�هر  يبرا گریاز طرف د است. > 0 ،  

	�			���	
	� = 	�			��	

	� .  

  
   قتیدر حق

(���)��� =
�

�
 
��(���� �

���)

��� ���
=

�
�

�
 
��(��� �

���)

��� ���
= �(���)��.  

 
 رو   نیا از

����
� �

���
=

�

�
�����

���
(
����������

�

���

������ ����
�

���
+

��(��� )����

���
) =

 
�

�

�

�
 �����

��
 (
����������

�

���

�(�(��� )��)

���
+

�(�(��� )��)

���
) =

�

�

�

�
 �����

��
� (

���������
�

���

�((��� )��)

���
+

�((��� )��)

���
) ==

�

�
�����

��
 (
���������

�

���

�((��� )��)

���
+

�((��� )��)

���
) = ����

� �
��
,  

 
 دهد یم جهینت نیا که

����
� =

�

�
����

� �
���

 ���� =

�

�
����

� �
��

 ���� = ���
� .   				         (٧. ٣)  

 
 :میورآ یدست م اسکالر به یچیر فیاستفاده از تعر با

(��
� )��� =

�

��������
�2 

�����
�

���

������
�

������
 �� + 2����

�  
������

�

������

�����
�

���

�����
�

���
� =
�7.3�

 
1

�����
���

�2 
���0

�

���

����0
�

������
 �� + 2��0

�  
�2��0

�

������

���0
�

���

���0
�

���
� =

1

�
���

� �
��
.  

 
�يگذاریجا با =  داشت میمعادله، خواه در �

i�	��� =
�

�
	 i�	��	  .را) 3.3(رابطه  نیبنابرا 

) 2.3(از رابطه  )4.3(اثبات رابطه  ي. سپس برامیدار

 .میکن یاستفاده م ریصورت ز به

��� ����
�
�
�0
� = ��� �

�

����
���

�2 
����

�

���

�����
�

������
 �� + 2���

�  
�����

�

������

����
�

���

����
�

���
�� =

��� �
�

����
���

�  ��� �2 
����

�

���

�����
�

������
 �� +

2���
�  

�����
�

������

����
�

���

����
�

���
�.  

 
  گاه داریم: آن

��� ����
�
�
�0
� =  
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�

���(����
���)

�2 
���������

� ��

����

�2��������
� ��

��������
 ��� + 2�������

� � 
���������

� �

��������

���������
� ��

����

���������
� ��

����
�.  

 
�يگذاریحال با جا = با  نیمعادله و همچن در  �

  که شود یم جهینت) 2.3(استفاده از 

����	 i�	��� = ��	���(��).												(8. 3)  

 
 فیاستفاده از تعر با) 5.3(اثبات رابطه  يبرا سپس

  :میدار نسلریمتر ف

��
��
�
���

=
1

2

�2������
����

������
=

	�
1

2

�2(����
���)

������
= � ��

��
�
��
.  

  بنابراین

(���)��� = (��
��
�
���

) 1 =

�(��
��
�
��
) 1 =

1

�
(���)��  

  

و  یچیتانسور ر فیبا استفاده از تعر گریطرف د از

  داریم: )، 3.3(رابطه 

����������
=

1

2

�2�������
���� ����0

	�

������
=

1

2

�2�������
����

1

�
���0

�

������
=

1

2

�2((����
���) ���0

)

������
= ���������

					(١٠. ٣)  

 

  گیریم که  ) نتیجه می10.3(و)9.3هاي ( رابطهبراساس

(�)��� = (���)�������������
=

1

�
(���)�����������

=
1

�
���.  

 
  ) داریم:6.3حال براي اثبات رابطه (

�������� = �����
���������0

= �����
���

�0
�����������0

=

�����
���

�0
 ���(

�

�

��(����
��� ���0

)

������
)

= �����
���

�0
(
�

�

��

������
(���(����

���)

���( ���0)))

=
�4.3�

 �����
���

�0
�
�

�

��

������
�
���(����

���)
��	���(��)

��

= �	���(��)
.

   

  و اثبات تمام است. 

با استفاده از  میتوان یکه م میهست یتیحال در موقع

  . میبپرداز ریز هیبالا، به اثبات قض يها لم

 

,�)دیکن  فرض .3.3قضیه �0, �,  کی 		(�

-1 ي گاه خانواده آن باشد. ينسلریف امابهی تونیسال

 �� يها یختیوابررو  (�)� ياز اسکالرها يپارامتر

,�)  که يطور به وجود دارند، � يرو �(�)) 

هستند، که  )7.2( ينسلریف امابهیجواب معادله شار 

 :شود یم فیتعر ریصورت ز به (�)�در آن 

�(�) = �(�)�����0�.															(11. 3)	   

  
,�) میکن بالعکس، فرض  معادله يها ابجو ((�)�

) 11.3) باشد که به فرم (7.2( ينسلریف امابهیشار 

وجود  �روي � يبردار دانیم  صورت نیدر ا است.

,�) ییکه چهارتا يطور دارد به �0, �,  کی 	(�

 است.  ينسلریف امابهی تونیسال

,�)دیکن فرض اثبات. �0, �,  )8.2(ر رابطه د 	(�

شده  فیتعر (�)�از اسکالر  يا انوادهصدق کند و خ

  توسط 

�(�) 1 �� > 0,  
 

عدد ثابت  کی  �در آن که د،یریرا در نظر بگ

 يبردار يها دانیاز م يپارامتر-1است. گروه  یقیحق

 : میکن یم فیتعر ریصورت ز به  �  يرو ��
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��(�)
1

�(�)
�(�).  

 
 )11.3(به فرم  ينسلریف ياز مترها يا خانواده

 يپارامتر- 1گروه  ��شده است، که در آن  فیتعر

 و ��شده توسط  دیتول يها یختیاز وابرر

�� = . با در نظر است است. با در نظر گرفتن ���

 رابطه و) 11.3(گرفتن رابطه 
�

��
�����0� =

���� ���
 :میدار ��0

�

���
	�(�) =

�	٫(�)�����0� + �(�)���� ���
�0� =

���� ��0 + V��0� = ��� � ��0
�0� =

��� � ��0
������0� =

�5.3�

��					(12. 3)	  

 
) 7.3جواب شار یامابه فینسلري ( (�)�بنابراین 

  است.

,�) میکن فرضبالعکس،   معادله يها جواب ((�)�

) باشند. 11.3)، به فرم (7.2( ينسلریف امابهیشار 

(0)�چنین فرض کنیم  هم =   و 1

�� =   گیریم که نتیجه می، ���

��0
�0 =

�

��
��(�)�����0�� |�=0 =

��(�)�����0� + �(�)���� ���
�0�|�=0 =

��(0)�0 + �0�
�0,														(١٣.٢)  

 

 دیتول يبردار يها دانیماز  یگروه (�)�که در آن 

) 13.3( نیبرااست. بنا �� يها یختیشده از وابرر

   دهد یم جهینت

�0��0
= ��(0)�0 + �0�

�0.  

 

� يگذاریبا جا = �و  (0)�� = معادله  �0

 اثبات تمام است.   نی. بنابرامیرا دار) 8.3(

 

 افتهیگسترش  گونه نیشتیان يفلدهایمن - 4

 یمتناه گونه يتوپولوژ ،ينسلریف انیگراد

 رنددا

 و ثابت انیب هیرا در قالب دو قض هیقض نیاثبات ا

 . میکن یم

       

,�) دیکن فرض .1.4گزاره   لرينسیف فلدیمن (�

,�صدق کند که در آن ) 4.2(که در رابطه  � ≥ 0 

�و براي ثابت  > 0 ،�(�) ≥ � > گاه  آن. 0

,�	نقاط ثابت  يبرا �   :میارد�

‖��‖� ≥
�

�|�|
�  ‖��‖� �.  

 
���که نیبا شرط ا ≥ δهر  يبراو   ���� > 0، 

,�)���شعاع تزریقی  �) ≥ � > یا تانسور  0

 است. دار  از بالا کران  ���ریچی 

      

�نقطه ثابت  اثبات. :�و  � [0, +∞) → � 

شده توسط طول قوس  يپارامتر کیژئودز

� �(�, با اثر دادن  . حالدیریرا در نظر بگ (�

,��)در  )4.2( ينامساو در امتداد طول  (��

  :میدار   � کیژئودز

� ���(��, ��)
≥ �(�) �����(�)(��, ��)

+ ��(��, ��)�,																															(1. 4) 

 
  از طرف دیگر داریم:        

����(�)(��, ��) = ����(�
�, ��)

= �(�����, �
�) + �(��, �����)

=
�

��
�(��, ��) +

�

��
�(��, ��).					(2. 4)

  

                               

) و 1.4() در نامساوي 2.4( حال با قرار دادن رابطه

 جهینت توان یم ينامساو نیاز طرف يریگ انتگرال

  گرفت که

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 �� ≥

� ���(�)�
�

�
��  �(�(��, ��(�)) +

�(��(�), ��))|�� +

� ∫ �(��, ��)�
�

�
 ��,								(3. 4)  

 



 129                                                         نسلریدر هندسه ف انیگراد گونه نیشتیان يفلدهایو من امابهیشار خودمتشابه  يها جواب
 

   

�بنابراین ≥     چون 	0

� ∫ �(��, ��)�
�

�
 �� ≥ 0,  

 
(�) و بنابر فرض ≥ � >   تیجه، پس ن0

  گیریم که می

�����(��, ��)

�

�

 ��

≥ �� �(�(��, ��(�))
�(��, ��(0)) + �(��(�), ��))

�(��(0), ��)).																						(4. 4) 

 
 

شوارتز، -از طرفی با استفاده از نامساوي کشی

  نامساوي 

�����, ��(�)�� ≤ ‖��‖�(�),  

 

  ار است. پسبرقر

�
‖��‖� ≤ ����, ��(0)� ≤ ‖��‖�,

‖��‖� ≤ ����, ��(�)� ≤ ‖��‖�.
  

     
 جهیدر نت

�‖��‖� + ‖��‖�� ≤

����, ��(�)� ����, ��(0)� ≤
‖��‖� + ‖��‖�.  

  

�حال اگر ≥ ) 4.4( يبا استفاده از نامساو، 0

  داریم:

�(�(��, ��(�)) �(��, ��(0))

+�(��(�), ��) �(��(0), ��))

≥ 2��‖��‖� + ‖��‖��.

  

 

  آید: صورت زیر در می ) به4.4در نتیجه نامساوي (

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 �� ≥ ��

�(�(��, ��(�)) �(��, ��(0)) +
�(��(�), ��)) �(��(0), ��)) ≥

�� 2��‖��‖� + ‖��‖��.  

 

�اگر ≤ ) 4.4( يبا استفاده با استفاده از نامساو ،0

  داریم:

�(�(��, ��(�)) �(��, ��(0))

+�(��(�), ��) �(��(0), ��))

≥ 2��‖��‖� + ‖��‖��.

  

 

  آید: صورت زیر در می ) به4.4و لذا رابطه (

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 �� ≥ ��

�(�(��, ��(�)) �(��, ��(0)) +
�(��(�), ��)) �(��(0), ��)) ≥

�� + 2��‖��‖� + ‖��‖��.  

 

  ، داریم:�بنابراین براي هر 

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 �� ≥ ��

2|�|�‖��‖� + ‖��‖��.  

 

صورت زیر  توانیم به حال نامساوي فوق را می

  بازنویسی کنیم:

2|�|	‖��‖� 	≥ �� 2	|�|	‖��‖�

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 ��.  

 

∫از طرفی  ���(��, ��)
�

�
دار است زیرا  کران �� 

���اگرi) بنابر فرض قضیه  ≥ هر  يبراو   ����

δ > ,�)���شعاع تزریقی  ،0 �) ≥ � > 0 

، انتگرال ]10[در  4گاه طبق لم  باشد، آن

∫ ���(��, ��)
�

�
  دار است. از بالا کران �� 

 (ii از بالا  ،�براي ثابت  ���اگر تانسور ریچی

، انتگرال ]19[در   2.2دار باشد، طبق لم  کران

∫ ���(��, ��)
�

�
�)2 بالاي کران��  1) + 2� 

، �دارد. بنابراین براي هر ثابت حقیقی مثبت 

  انتگرال 

� ∫ ���(��, ��)
�

�
 �� < �,  

 
دار بودن انتگرال  است. سپس با توجه به کران

∫ ���(��, ��)
�

�
  داریم: �� 

2|�|	‖��‖� ≥ ��  2|�|	‖��‖� �,  
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  م است. و اثبات تم

 هموار سره تابع کیاگر  کند یم انیب یزوتوپیلم ا

�:� →  کیخارج از  هکباشد موجود  چنان  

 نداشته یبحران نقطه، � فشرده  ي مجموعه ریز

فشرده مرزدار  فلدیمن کیدرون  با �گاه  باشد آن

  ).دیکن مراجعه ]20[است (به مرجع  ختیر همسان

 

,�) دیکن فرض .2.4قضیه   فلدیمنیک  (�

که در آن یافته گرادیان باشد،  گونه گسترش انیشتین

�, � ≥ �و عدد ثابت مثبتی مانند  0 > وجود  0

(�)�داشته باشد که  ≥ � > علاوه،  است. به 0

���اگر ≥ δو   ���� > 0، ���(�, �) ≥

� > �مثبت براي یک عدد  0 > برقرار باشد،  0

دار باشد،  از بالا کران ���یا تانسور ریچی 

 دارد. یمتناه گونه يتوپولوژ

  

تابع سره  کی، �که تابع  مینشان ده دیبااثبات. 

مجموعه  کیخارج از  ینقطه بحران چیاست و ه

 هیاز قض یزوتوپیگاه طبق لم ا آنفشرده ندارد. 

براساس  دارد. یمتناه گونه يتوپولوژ �مورس، 

�در �‖��‖	، 1.4گزاره  = �(�, رشد  (�

 نیتابع هموار است، بنابرا کی �دارد. چون  یخط

))��� جهیو در نت وستهیپ ∞, بسته است.   ([�

,�هر  يبرا گریاز طرف د � ���(( ∞, �]) 

�و  < ))���وضوح به ∞ ∞, فشرده   ([�

 یبه آسان ن،یتابع سره است. همچن  �نیاست. بنابرا

خارج  ینقطه بحران چیه �کرد که  یبررس توان یم

 ستیکاف قتیاز مجموعه فشرده ندارد. در حق

,�)��مجموعه فشرده
�|�|	‖��‖���

�
را در نظر   (

 �مورس،  هیاز قض یزوتوپیگاه طبق لم ا . آنمیریبگ

  .دارد یمتناه گونه يتوپولوژ يدارا
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