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ي تکمیل این جبر در فضاي  دهنده نشان (ܩ)ெܣجبر فوریه و  (ܩ)ܣ، فرض کنیم ܩي  براي گروه موضعاً فشرده
است. سپس یک  (ܩ)ெܣیک جبرِ سگالِ مجرد در  (ܩ)ܣدهیم که  در این مقاله نشان می گرهایش است. ضرب

 (ܩ)ெܣکنیم که  چنین ثابت می دهیم. هم را ارائه می (ܩ)ெܣو  (ܩ)ܣشرط لازم و کافی براي تساوي دو جبر 
یک گروه گسسته  ܩهیم داد که اگر گسسته باشد. نشان خوا ܩال در دوگان دومش است اگروتنهااگر  یک ایده

عنوان یک نتیجه  پذیر ضعیف باشد. به میانگین-ܯ، ܩیک جبر بی.اس.ایی. است اگروتنهااگر  (ܩ)ெܣباشد، آنگاه 
ي مشابهی روي جبر  یک جبر بی.اس.ایی. است. در پایان مطالعه (ॲଶ)ܣبرخلاف  ெ(ॲଶ)ܣثابت خواهد شد که 

چنین یک اثبات کاملاً جدید از تساوي فضاي کاراکتري جبر فوریه و تکمیل  شود و هم انجام میفوریه - لبگ
  گرهاست. گردد که مبتنی بر خواص ضرب اش ارائه می شده
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  مقدمه -1
-طور کامل، بوخنر بهجبرهاي بی.اس.ایی. یا 

، براي نخستین بار توسط 2ابرلین-شونبرگ
معرفی شدند.  [16]در  4و هاتوري 3تاکاهاشی

ي آنالیز  بسیاري از جبرهاي مهم در زمینه
از یک گروه  (ܩ)ଵܮهارمونیک همانند جبر گروهی 

، و یا جبر فوریه از یک گروه ܩموضعاً فشرده و آبلی 
کنند. اما یک  صدق می پذیر در این شرط میانگین

  گردد؟ جبر بی.اس.ایی. چیست و چگونه تعریف می
ܽیک جبر باناخ است و  ܣفرض کنیم  ∈  ܣ. جبر ܣ

ܣܽنامیم اگر  را بدون مرتبه می = نتیجه دهد  {0}
ܽکه  = را  (ܣ)Δیا  ܣ 5. فضاي کاراکتري0

مقدار خطی ضربی و -ي تمام توابع مختلط مجموعه
گردد که  کنیم. ثابت می می تعریف ܣناصفر روي 

߮ براي هر ∈ Δ(ܣ) داریم ،‖߮‖ ≤  و در نتیجه 1
Δ(ܣ) ⊆   .∗ܣ

ي تمام  را مجموعه ൯(ܣ)߂ௌா൫ܥچنین، فضاي  هم
(ܣ)߂	:ߪهاي  نگاشت → ℂ		 که  قسمی نامیم به می
ܥثابت  > وجود داشته باشد که براي هر  0

߮ଵ, ߮ଶ, ߮ଷ , … , ߮  و اسکالرهاي  (ܣ)߂از
,ଵߣ ,ଶߣ ,ଷߣ … ,   داشته باشیم: ߣ

|∑ 			(߮)ߪߣ
ୀଵ | ≤ ∑‖ܥ ߮ߣ

ୀଵ ‖∗ .  
  

را یک جبر  ܣي  جبر باناخ جابجایی و بدون مرتبه
  نامیم هرگاه،  بی.اس.ایی. می

൯(ܣ)ୗ൫Δܥ = ℳ(ܣ) = ൛ ܶ ∶ ܶ ∈ ℳ(ܣ)ൟ,	  
  

 (ܣ)Δبرابر است با تابع پیوسته و کرندار روي  ܶکه 
  کند، ي زیر صدق می که در رابطه

(߮)(ݔ)ܶ = ܶ(߮)	ݔො(߮)		൫ݔ ∈ ߮,ܣ ∈ Δ(ܣ)൯,  
  

، یعنی ܣگرهاي جبر باناخ  فضاي ضرب (ܣ)ℳو 
:ܶدار  توابع خطی و کران ܣ →   است که  ܣ

                                                
2 Bochner-Schoenberg-Eberlin 
3 S.-E. Takahasi  
4 O. Hatori 
5 Character space 

  ܶ(ܾܽ) ≔ ܽܶ(ܾ)					(ܽ, ܾ ∈    .(ܣ
  

  
یک گروه موضعاً فشرده و  ܩاز طرفی، فرض کنیم 

 6ي جبر فوریه ترتیب نشان دهنده به (ܩ)ܤو  (ܩ)ܣ
 (ܩ)ܣℳباشند. اگر  7اشتیلتیس-فوریه و جبر

باشد، با  (ܩ)ܣگرهاي  ي فضاي ضرب دهنده نشان
براي هر  [4]از  3-34 ي توجه به قضیه
ܶ ∈ ℳ்݃دار  تابع پیوسته و کران (ܩ)ܣ: ܩ → ℂ 

  که  قسمی وجود دارد به
(ݑ)ܶ = ݑ൫				்݃ݑ ∈   .൯(ܩ)ܣ

  
صورت فضاي  توانیم به را می (ܩ)ܣℳدر نتیجه 

که  ݉مقدار -دارِ پیوسته و مختلط تمام توابع کران
ݑبراي هر  ∈ ݑ݉، داریم (ܩ)ܣ ∈ نیز  (ܩ)ܣ

݉تعریف نمائیم. براي هر  ∈ℳفرض کنیم (ܩ)ܣ  
  ݇(ݑ) ≔ ݑ൫					݉ݑ ∈   .൯(ܩ)ܣ
  

 (ܩ)ܣاز  8دار گر کلاًکران یک ضرب ݉گوئیم که  می
دار روي  یک نگاشت کلاًکران ݇است، اگر الحاقی 

 (ܩ)ܸܰباشد. توجه کنید که در اینجا  (ܩ)ܸܰ
(ܩ)ܣاست و  9نویمان- جبر گروهی فون =

 (ܩ)ܸܰدوگان -پیش (ܩ)ܣ، یعنی ∗(ܩ)ܸܰ
ي  نشان دهنده (ܩ)ܣℳرض کنیم باشد. ف می

است.  (ܩ)ܣدار از  گرهاي کلاًکران جبر تمام ضرب
ݑآنگاه براي هر  ∈   داریم: (ܩ)ܤ

(ܩ)ܤ ⊆ ℳ(ܩ)ܣ ⊆ ℳ(ܩ)ܣ   
(ீ)ℳ‖ݑ‖ ≤ (ீ)ℳ್‖ݑ‖

≤   (ீ)‖ݑ‖
  

 ي براي دیدن برهان بخشی از روابط فوق به نتیجه
  مراجعه کنید.  [3]از  8-1

  توجه نمائید که 
(ீ)ℳ‖ݑ‖ = ‖݇௨‖ℳ(ீ)  
                                                
6 Fourier 
7 Fourier-Stieltjes 
8 completely bounded map 
9 group von-Neumann algebra 
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= sup൛‖ݒݑ‖(ீ) ∶ ݒ ∈ ,(ܩ)ܣ (ீ)‖ݒ‖ ≤ 1ൟ  
 

  باناخجبرهاي  [7]در  10فارست
(ܩ)ெܣ )آ.١( തതതതതതത‖⋅‖ℳಲ(ಸ)(ܩ)ܣ	≕   
ெబܣ )آ.٢(

(ܩ) തതതതതതത‖⋅‖ℳ್ಲ(ಸ)(ܩ)ܣ	≕ 	  
  

ي مذکور ثابت شد  مطالعه کرد. در مقاله را بررسی و
، ܩنوع جبرها تحت شرایط خاصی روي گروه  که این

باشند. اما لازم به تذکر  داراي مشتقات ناپیوسته نمی
ي  نوع جبرها براي اولین بار در مقاله است که این 

  اند.  مورد مطالعه قرار گرفته [3]
تعریف ي  گونه نیز به مسئله توانیم این در واقع می

را توسط  (ܩ)ܣاین دو جبر نگاه کنیم که ابتدا 
:نگاشت  (ܩ)ܣ → ℳ(ݑ)ܮکه  (ܩ)ܣ =  ௨ܮ

است، در  ݑهمان عملگر ضرب از چپ در تابع 
ℳرا در  ܮنشانیم و سپس بستار برد تابع  می (ܩ)ܣ
دست  را به (ܩ)ெܣگیریم. این روش جبر  نظر می

ெబܣدهد. در مورد جبر  می
همین  نیز مسئله به (ܩ)

ترتیب با تغییرات اندکی مشابه با همین بحث، 
  آید.  دست می به

با توجه به قضایاي بنیادي در آنالیز فوریه و 
 ܩدانیم که گروه  هاي توپولوژیک، می گروه

(ܩ)ܣℳپذیر است اگروتنهااگر  میانگین = . (ܩ)ܤ
ݑدر این حالت براي هر  ∈   داریم (ܩ)ܤ

(ீ)ℳ‖ݑ‖   =   .(ீ)‖ݑ‖
  پس 

(ܩ)ܣ )آ.١( = (ܩ)ெܣ = ெబܣ
  .(ܩ)

  
ي جبرهاي فوریه،  منابع خوب براي مطالعه یکی از

که متاسفانه به زبان انگلیسی  [4]ي  علاوه بر مقاله
باشد که تمام  می [12]هم نیست، منبع جدید 
صورت دقیق و جامع، بیان  مباحث در این حوزه را به

,[11]چنین مقالات  ست. همنموده ا نیز آثار  [13]
ي جبرهاي بی.اس.ایی.  بسیار خوبی در زمینه

                                                
10 B. Forrest 

، براي ورود به این [16]هستند که علاوه بر منبع 
  شوند.  بحث، به خواننده توصیه می

لازم به ذکر است که جبرهاي بی.اس.ایی. که با 
توجه به یکی از مهمترین قضایاي آنالیز هارمونیک 

ي  هاي اخیر مورد مطالعه ه است، در سالدست آمد به
ي این جبرها باعث  اند. مطالعه فراوانی قرار گرفته

هاي مطرح شده در  پاسخ دادن به بسیاري از پرسش
ي  عنوان مثال، در مقاله گردد. به آنالیز هارمونیک می

ي این جبرها، توانسته  نگارنده ضمن مطالعه [8]
ضایاي که یکی از ق 11ي گلدشتاین است قضیه

کلاسیک و بسیار مهم در آنالیز هست را نتیجه 
بگیرد. در نتیجه مطالعه و بررسی این خاصیت، براي 
جبرهاي باناخ مهم، از جمله، جبرهاي فوریه و 

تواند  باشد و می تکمیل آن، بسیار حائز اهمیت می
ي  گشاي پاسخ به مسائل بسیار زیادي در حوزه راه

  ردد.  آنالیز هارمونیک و یا تابعی گ
در این مقاله و در بخش بعد ابتدا چند خاصیت و 

اش را بررسی  شده رابطه بین دو جبر فوریه و کامل
کنیم. سپس، خواص بی.اس.ایی. جبر باناخ  می

دهیم. نشان  را مورد بررسی قرار می (ܩ)ெܣ
یک جبر  ெ(ॲଶ)ܣخواهیم داد که جبر باناخ 

گونه  این (ॲଶ)ܣبی.اس.ایی. است در حالی که 
باشد. یکی از ابزار اصلی براي اثبات مطلب اخیر،  نمی

یک گروه  ܩاستفاده از این واقعیت است که اگر 
ال در دوگان  یک ایده (ܩ)ெܣگسسته باشد، آنگاه 

عنوان یکی از نتایج  دومش است که این را نیز، به
اصلی مقاله، ثابت خواهیم نمود. در بخش سوم، 

فوریه بررسی و دنبال -را براي جبر لبگ نتایج
کنیم و یک شرط کافی براي بی.اس.ایی. بودن  می

آوریم. در پایان و در  در این حالت را بدست می
بخش نهایی، یک اثبات کاملاً جدید بر مبناي 

گرها براي تساوي فضاي کاراکتري جبر  خواص ضرب
  دهیم. اش را ارائه می فوریه و تکمیل شده

  
                                                
11 Goldstine's theorem 
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  روي جبر فوریه و تکمیل آن نتایج -2
ي چند خاصیت مهم از  در این بخش ابتدا به مطالعه

دانیم که  پردازیم. می می (ܩ)ெܣو  (ܩ)ܣجبرهاي 
دار باشد آنگاه  داراي همانی تقریبی کران (ܩ)ܣاگر 

(ܩ)ܣ = عنوان اولین نتیجه در  . حال به(ܩ)ெܣ
اوي این این بخش یک شرط لازم و کافی براي تس

  دهیم.  صورت زیر ارائه می دو جبر را به
  

یک گروه موضعاً فشرده  ܩفرض کنیم  :1-2قضیه 
(ܩ)ܣصورت  این  باشد. در = اگر و تنها  (ܩ)ெܣ
݇اگر ثابت  > قسمی که براي هر  موجود باشد به 0

ܽ ∈   داریم: (ܩ)ܣ
‖ܽ‖(ீ) ≤   (ீ)‖ℳܮ‖݇

  
 نمودن نمادها، فرض کنیم جهت کوتاه اثبات:

ܣ = ெܣو  (ܩ)ܣ = ي  . اگر رابطه(ܩ)ெܣ
Error! Reference source not found. 

ܣدهیم که  برقرار باشد نشان می = . براي این ெܣ
ݑمنظور، فرض کنیم  ∈ ي  . پس دنبالهெܣ

(ܽ) ⊆ قسمی که  وجود دارد به ܣ
ฮݑ − (ீ)ฮℳܮ

→ یک  ൯ܮ൫. در نتیجه 0
است. حال با توجه به  (ܩ)ܣℳي کوشی در  دنباله

  نامساوي فوق داریم:
‖ܽ − ܽ‖(ீ) ≤ ݇ฮܮ − (ீ)ฮℳܮ

.  
  

ي کوشی است و چون  نیز یک دنباله (ܽ)بنابراین 
ܽیک جبر باناخ است، پس  ܣ ∈ وجود دارد  ܣ
ܽکه → ܽ	گردد که  . حال براحتی بررسی می

ݑ = ݑو این یعنی  బܮ ∈   . ܣ
ܣبرعکس، اگر  = ي  با توجه به رابطه ெܣ

(ீ)‖ℳܮ‖ ≤ ‖ܽ‖ گیریم که  نتیجه می
:݀݅نگاشت همانی  ܣ → پیوسته و خطی است.  ெܣ

نتیجه  12ه نگاشت بازبنابراین با توجه به قضی

                                                
12 Open mapping theorem 

یک نگاشت باز است و از این رو  ݀݅شود که  می
معادل هستند که این اثبات را  ெܣو  ܣهاي  نرم

  کند. کامل می
دهیم که  ي این بخش، ابتدا نشان می در ادامه
است. این  (ܩ)ெܣیک جبر سگال مجرد در  (ܩ)ܣ

 شود که بتوانیم خیلی از خواص نتیجه باعث می
مطالعه شده در مورد جبرهاي سگال مجرد را که در 

هاي اخیر انجام شده، در مورد جبرهاي  سال
کار بگیریم، هرچند که  نیز به (ܩ)ܣ		و	(ܩ)ெܣ

ي حاضر، این نیست. قبل از  هدف اصلی در مقاله
پرداختن به اثبات مد نظر، ابتدا تعریف یک جبر 

  دهیم.  رائه میا [1]سگال مجرد را با توجه به منبع 
  

یک  ܤیک جبر باناخ و  ܣفرض کنیم  :2-2تعریف 
یک  ܤگوئیم  صورت می باشد. در این ܣزیرفضا از 

است اگر داراي خواص ذیل  ܣجبر سگال مجرد در 
  باشد.

 است. ܣال چپ چگال از  یک ایده 	ܤ.1
ܯثابت  .2 > که براي هر  قسمی موجود است به 0

ܾ ∈ ‖ܾ‖، ܤ ≤  . ‖ܾ‖ܯ
ܥثابت  .3 > که براي هر  قسمی موجود است به 0

ܽ, ܾ ∈ ‖ܾܽ‖، ܤ ≤  .‖ܾ‖‖ܽ‖ܥ
 
یک گروه موضعاً فشرده  ܩفرض کنیم  :3-2لم 

یک جبر سگال مجرد در  (ܩ)ܣصورت  باشد. در این
  است.   (ܩ)ெܣ

دانیم که  ، می(ܩ)ெܣبا توجه به تعریف  اثبات:
 (ܩ)ெܣ) چگال در  طرفه ال (دو هیک اید (ܩ)ܣ

  باشد. می
ݑاز طرفی، براي هر  ∈ ، با توجه به خواص (ܩ)ܣ

  داریم: ௨ܮنرم تابع 
(ீ)ℳ‖ݑ‖   = (ீ)௨‖ℳܮ‖ ≤   .(ீ)‖ݑ‖
  

ݑچنین براي هر  هم ∈ ݑکه  (ܩ)ܣ ≠   و هر 0
ݒ ∈   داریم: (ܩ)ெܣ
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ฯ ௨
‖௨‖ಲ(ಸ)

ฯݒ
(ீ)

≤ ‖݇௩‖ℳ(ீ) = (ீ)ℳ‖ݒ‖ .   

  پس
(ீ)‖ݒݑ‖ ≤   (ீ)ℳ‖ݒ‖(ீ)‖ݑ‖

  
  کند. و این اثبات را کامل می

ي بعد لازم به ذکر است که  قبل از پرداختن به قضیه
  در مورد فضاهاي دوگان، همواره داریم:

∗(ܩ)ெܣ ⊆   ∗(ܩ)ܣ
  

 (ܩ)ெܣهر تابعک خطی از به این معنی که تحدید 
باشد. براي  می (ܩ)ܣ، یک تابعک خطی از (ܩ)ܣبه 

݂دیدن این واقعیت فرض کنیم که  ∈ . ∗(ܩ)ெܣ
باشد،  (ܩ)ܣبه  ݂ي تحدید تابع  دهنده نشان ሙ݂اگر 

ݑپس براي هر  ∈   داریم: (ܩ)ܣ
≤ ℳ(ீ)  ห‖ݑ‖‖݂‖ ሙ݂(ݑ)ห =   |(ݑ)݂|
≤     (ீ)‖ݑ‖‖݂‖

  
ฮدر نتیجه  ሙ݂ฮ ≤ دار  کران ሙ݂ و این یعنی ‖݂‖

  است. 
ي بعدي، به یادآوري یکی از  ي قضیه پیش از ارائه

پردازیم. نگاشت  مفاهیم بسیار مهم می
ܯ ∈  13را یک میانگین توپولوژیکی پایا ∗∗(ܩ)ெܣ

  نامیم اگر شرایط زیر را داشته باشد: می
‖ܯ‖  = (ܮ)ܯ = 1  
(݂ ∈ ,∗(ܩ)ெܣ ݑ ∈
  	.((ܩ)ெܣ

݂)ܯ ⋅ (ݑ =
  (݂)ܯ(݁)ݑ

  
را با  ∗∗(ܩ)ெܣتوجه کنید که در اینجا و در ادامه 

  ایم. ضرب اول آرنز مجهز نموده
  

یک گروه موضعاً فشرده  ܩفرض کنیم  :4-2قضیه 
گسسته است اگروتنهااگر  ܩصورت  است. در این

  ال در دوگان دومش باشد. داهیک ای (ܩ)ெܣ

                                                
13 Topological invariant mean 

یک گروه گسسته باشد.  ܩفرض کنیم که  اثبات:
 (ܩ)ܣدانیم که  می [6]از  3-3در نتیجه بنا به لم 

از  3رو طبق لم  است. از این ∗∗(ܩ)ܣال در  یک ایده
ݑگیریم که براي هر  ، نتیجه می[2] ∈ ، (ܩ)ܣ

:௨ߣنگاشت  (ܩ)ܣ →   ي با ضابطه (ܩ)ܣ
(ݒ)௨ߣ ≔ ݒ൫					ݒݑ ∈   ,൯(ܩ)ܣ

  
  است.  14ي ضعیف فشرده

دار در  ي کران یک دنباله (ݒ)حال فرض کنیم 
چنین فرض کنیم  باشد و هم (ܩ)ெܣ

ݑ ∈  8-3- 2ي  . چون طبق قضیه(ܩ)ܣ⋂(ܩ)ܥ
یک جبر باناخ منظم است، با  (ܩ)ܣ، [12]از 

ݒ استفاده از این خاصیت ∈ وجود  (ܩ)ܣ⋂(ܩ)ܥ
ݔکه براي هر  قسمی دارد به ∈ supp(ݑ) داریم ،

(ݔ)ݒ = ݒݑ . در نتیجه1 =   . ݑ
 Error! Reference sourceي  با توجه به رابطه
not found.  راحتی قابل بررسی  ، به3- 2در لم
دار است.  کران (ܩ)ܣدر  (ݒݒ)ي  است که دنباله

ي  دنباله ، زیر௨ߣضعیف نگاشت با توجه به فشردگی 
൫ݒݒೖ൯  از(ݒݒ) که  قسمی وجود دارد به  

ೖ൯ݒݒ௨൫ߣ = ೖݒݒݑ = ೖݒݑ =    ,ೖ൯ݒ௨൫ߣ
  
رو، با  همگراست. از این (ܩ)ܣطور ضعیف در  به

 Error! Reference sourceي  توجه به رابطه
not found. شود که  نتیجه می൫ݒݑೖ൯ طور  به

یک  ௨ߣهمگراست. بنابراین  (ܩ)ெܣضعیف در 
است. در  (ܩ)ெܣي ضعیف روي  عملگر فشرده

 چگال است (ܩ)ܣدر  (ܩ)ܣ⋂(ܩ)ܥچون  پایان
ݑ و براي هر ∈ ℳ(ୋ)‖ݑ‖، (ܩ)ܣ ≤ ، (ீ)‖ݑ‖

نیز  (ܩ)ெܣدر  (ܩ)ܣ⋂(ܩ)ܥشود که  تیجه مین
ݑ. پس براي هر چگال است ∈ ، عملگر (ܩ)ெܣ

:௨ߣ (ܩ)ெܣ → طور ضعیف فشرده  به (ܩ)ெܣ
ال در  یک ایده (ܩ)ெܣاست و این یعنی 

  است.  ∗∗(ܩ)ெܣ
                                                
14 weakly compact 
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ن ال در دوگا یک ایده (ܩ)ெܣبرعکس، فرض کنیم 
دانیم که  می  [9]از 2ي  دومش باشد. طبق گزاره

  ، یک میانگینܩي  براي هر گروه موضعاً فشرده
ܯتوپولوژیکی پایا مانند  ∈ وجود دارد. با  ∗∗(ܩ)ܣ

 Error! Reference sourceي  توجه به رابطه
not found.  ܣبه  ܯاگر تحدیدெ(ܩ)∗  را در نظر

نشان دهیم، این  ܯو این تحدید را مجدد با  بگیریم
توپولوژیکی پایا روي   نگاشت یک میانگین

ݒاست. حال   ∗∗(ܩ)ெܣ ∈ قسمی  را به (ܩ)ெܣ
(݁)ݒکه = گیریم. بنابراین، یک  در نظر می  1

مان نشان  بررسی سرراست از ضرب آرنز اول و فرض
  دهد که می

ܯ = ܯݒ ∈    (ܩ)ெܣ
  

ݑن اکنو ∈ (݁)ݑقسمی که  را به (ܩ)ܣ = در  1
  شود که  طور مشابه نتیجه می گیریم. به نظر می

ܯ = ܯݑ ∈   .(ܩ)ܣ
  

ܯدهد ي فوق نتیجه می اما رابطه =  ߜکه   ߜ
باشد.  می ݁، یعنی ܩتابع دیراك در همانی گروه 

   یک گروه گسسته است. ܩبنابراین 
  

ه با برهان فوق و با یک اثبات مشاب :5- 2تذکر 
با  (ܩ)ܣو تعویض  [6]در منبع  3- 3استفاده از لم 

1که  (ܩ)ܣ <  < ، نتیجه خواهیم گرفت ∞
ي فوق برقرار است. یعنی اگر  که قضیه

(ܩ)ெ,ܣ ≔ തതതതതതതത‖⋅‖ℳಲ(ಸ)(ܩ)ܣ  (ܩ)ெ,ܣ، آنگاه 	
 ܩ ال در دوگان دومش است اگروتنهااگر یک ایده

 (ܩ)ܣگسسته باشد. توجه کنید که در اینجا 
  است. 15هرتس-همان جبر فیگا تالامانکا

روي بیشتر، ابتدا تعدادي از تعاریف  قبل از پیش
موجود را جهت تسهیل کار خوانندگان، یادآوري 

  نمائیم. می
  

                                                
15 Figà Talamanca-Herz algebra 

یک گروه موضعاً  ܩفرض کنیم  :6-2تعریف 
  ؛ ܩگوئیم  می صورت فشرده باشد. در این

داراي یک  (ܩ)ܣاست، اگر  16پذیر میانگین. 1
 دار باشد. همانی تقریبی کران

داراي یک  (ܩ)ܣاست اگر  17پذیر ضعیف میانگین. 2
(ீ)ℳ್‖⋅‖یک همانی تقریبی باشد که با نرم 

 
 دار است. کران

داراي  (ܩ)ܣپذیر ضعیف است اگر  میانگین-ܯ. 3
 (ீ)ܣℳ‖⋅‖رم یک همانی تقریبی باشد که با ن

 دار است.  کران
 Error! Reference sourceي  با توجه به رابطه

not found. شود  و تعریف فوق نتیجه می  
ℱ ⊆ ℱ௪ ⊆ ℱெି௪  

  
  که در اینجا

ℱ = ቄܩ ∶   ቅܩ	یک	گروه	میانگین	پذیر	است	
ℱ௪ = ቄܩ ∶   ቅܩ	یک	گروه	میانگین	پذیر	ضعیف	است	
ℱெି௪ = ቄܩ ∶ میانگین	پذیر	ضعیف	است	 −
  ቅܩ	یک	گروه	ܯ

  
یک  ܩثابت شد که اگر  [5]از  7-2ي  در قضیه

 ܩو گسسته باشد آنگاه   گروه موضعاً فشرده
ெబܣپذیر ضعیف است اگروتنهااگر  میانگین

یک  (ܩ)
حال در ادامه، مشابه با جبر بی.اس.ایی. باشد. 

 (ܩ)ெܣاخیر، توصیفی براي اینکه چه وقت ي  گزاره
یک جبر بی.اس.ایی. است را ارائه خواهیم داد. توجه 

و  (ܩ)ெܣنمائید که بررسی خواص دو جبر 
ெబܣ

هاي کاملاً متمایز است. چون  داراي روش (ܩ)
ெబܣجبر 

است  18داراي ساختار فضاي عملگري (ܩ)
د در این زمینه (فضاهاي و به کمک قضایاي موجو

هاي این جبر قابل  عملگري) بسیاري از ویژگی
ي جبر  بررسی است. اما روش اثبات و مطالعه

                                                
16 amenable 
17 weakly amenable 
18 operator space structure 
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هاي مرسوم و معمول  کاملاً بر روش (ܩ)ெܣ
هاي موضعاً فشرده متکی است.  جبرهاي باناخ و گروه

  ي تفاوت عنوان مثالی در این زمینه، یعنی مشاهده به
ي  در مقاله 19ها، اخیراً رونده اتدر روند اثب
شامل یک  ܩنشان داده است که اگر  [19݊ݑܴ]

؛ گروه آزاد از دو متغیر، ॲଶریخت با  زیرگروه یک
ெబܣباشد آنگاه 

پذیر نیست، اما در  میانگین (ܩ)
پذیري جبر  پایان این مقاله سؤالی در مورد میانگین

هاي این دو جبر از  اوتمطرح نموده و به تف (ܩ)ெܣ
دیدگاه وجود و یا عدم وجود یک ساختار فضاي 
عملگري اشاره نموده است؛ براي دیدن تعریف 

را ببینید. ایشان  [14]پذیري منبع  مفهوم میانگین
داراي  (ܩ)ெܣاند که چون  دقیقاً عنوان نموده

پذیري  ساختار فضاي عملگري نیست، اثبات میانگین
هاي  پذیري تنها با استفاده از تکنیکنا یا میانگین

موجود در نظریه جبرهاي باناخ، تا حدودي سخت 
عنوان یک سؤال باز مطرح  خواهد بود و این را به

چون بررسی خاصیت بی.اس.ایی. طبق  نمودند.
تعریف ابتدایی، تنها در مورد جبرهاي جابجایی و 

دهیم که  گیرد، ابتدا نشان می بدون مرتبه صورت می
  جابجایی و بدون مرتبه است.  (ܩ)ெܣ

  
یک گروه موضعاً فشرده باشد،  ܩاگر  :7- 2گزاره 
یک جبر باناخ بدون مرتبه و جابجایی  (ܩ)ெܣآنگاه 
  است.

اثبات جابجایی بودن با توجه به اینکه  اثبات:
 (ܩ)ெܣیک جبر باناخ جابجایی است که در  (ܩ)ܣ

  بررسی است.راحتی قابل  چگال است، به
ݑحال فرض کنیم  ∈ (ܩ)ெܣݑو  (ܩ)ெܣ =

ݒ. پس براي هر {0} ∈ ௩ܮݑ، (ܩ)ܣ = . در 0
ݓنتیجه براي هر  ∈   داریم: (ܩ)ܣ

  0 = (ݓ)௩ܮݑ = (ݓݒ)ݑ =   .ݓ(ݒ)ݑ
  

                                                
19 V. Runde 

بدون مرتبه است (اثبات این مطلب  (ܩ)ܣچون 
و اینکه  ܣراحتی با توجه به منظم بودن  به

Δ൫(ܩ)ܣ൯ ≅ (ݒ)ݑآید) پس  دست می به ܩ = 0 .
ݑدر نتیجه  = بدون مرتبه  (ܩ)ெܣو این یعنی  0

ي اصلی در این بخش، ابتدا  قبل از بیان قضیه است.
  دهیم.   صورت ذیل ارائه می لمی را به

  
,ܣفرض کنیم  :8-2لم  دو جبر باناخ باشند که  ܤ
ത‖⋅‖ಲܤ نیز هست، یعنی ܣال چگالی از  ایده ܤ = . ܣ

ܾچنین براي هر  هم ∈ ، فرض کنیم ܤ
‖ܾ‖ ≤ ‖ܾ‖داراي یک  ܤصورت اگر  . در این

دار  کران ܣدار باشد که با نرم  همانی تقریبی کران
دار  نیز داراي یک همانی تقریبی کران ܣاست، آنگاه 

  است. 
است و  ܤهمانی تقریبی  {ఈܾ}فرض کنیم  اثبات:
ఈ‖ܾ‖، ߙوجود دارد که براي هر  ܥثابت  < . ܥ
ܽاگر  ∈ ߳و  ܣ > 0 ،ܾ ∈ اي وجود دارند ߙو  ܤ
  که

‖ܾ − ܽ‖ <
ఢ
ଷ

     ฮܾܾఈబ − ܾฮ

< ఢ

ଷ
  

  
  پس داریم:

≤ ฮܾܽఈబ − ܾܾఈబ +
ܾܾఈబ − ܾ + ܾ − ܽฮ


  

ฮܾܽఈబ − ܽฮ


  

≤ ฮܾܽఈబ − ܾܾఈబฮ +
ฮܾܾఈబ − ܾฮ


+ ‖ܾ − ܽ‖  

 

≤ ܽ‖ܥ − ܾ‖ +
ฮܾܾఈబ − ܾฮ


+ ఢ

ଷ
  

 

≤ ఢ
ଷ
× ܥ + ఢ

ଷ
+ ఢ

ଷ
= ߳.   

  
و از  20دار داراي یک واحد تقریبی کران ܣدر نتیجه 

  دار است. این روي یک همانی تقریبی کران
  پردازیم.  ي اصلی در این بخش می حال به بیان قضیه

  

                                                
20 bounded approximate unit 
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یک گروه موضعاً فشرده  ܩفرض کنیم  :9-2قضیه 
یک جبر  (ܩ)ெܣصورت  و گسسته باشد. در این

-ܯیک گروه  ܩبی.اس.ایی. است اگروتنهااگر 
  پذیر ضعیف باشد. میانگین
دانیم که  ، می[7]از  1با توجه به لم  اثبات:

Δ൫ܣெ(ܩ)൯ ≅ اکترهاي جبر ، یعنی کارܩ
 21هاي ارزیاب همان تابعک (ܩ)ெܣ

߮௫:	ܣெ(ܩ) → ℂ  هستند که براي هر
݂ ∈ (݂)௫߮، (ܩ)ெܣ ≔ ݔکه  (ݔ)݂ ∈ . در ܩ

  ساده است. -یک جبر باناخ نیم (ܩ)ெܣنتیجه 
دانیم  ، می[12]از  1-3ي  از طرفی با توجه به قضیه

ساده باشد - ایی و نیمیک جبر باناخ جابج ܣکه اگر 
یک  ܣالی در دوگان دومش نیز هست، آنگاه  که ایده

داراي همانی  ܣجبر بی.اس.ایی. است اگروتنهااگر 
  دار باشد.  تقریبی کران

ي مطلوب با توجه  نتیجهگسسته است،  ܩحال چون 
 [12]از  1-3ي  و قضیه 8-2، لم 4- 2ي  به قضیه

ها وجود  وهي وسیعی از گر دسته آید. دست می به
کنند. مثال  صدق می 9- 2ي  دارند که در قضیه

  بعدي گویاي این واقعیت است. 
  

݊براي هر  :10- 2مثال  ∈ ℕ فرض کنیم ،
ܩ = ॲ صورت  شی باشد. در این ݊، گروه آزاد از

جبر  (ܩ)ெܣجبر باناخ  9- 2ي  طبق قضیه
بی.اس.ایی. است، چون با توجه به توضیحات قبل از 

پذیر  میانگین- ܯها  این گروه [7]از  4ي  قضیه
  ضعیف هستند. 

یکی از نتایج بسیار کلیدي و مهم در بحث خاصیت 
هاي موضعاً  بی.اس.ایی. از جبرهاي مرتبط با گروه

باشد. در واقع این  می [12]از  1-5ي  فشرده، قضیه
 (ܩ)ܣقضیه توصیف کاملی از اینکه چه وقت جبر 

دهد.  دست می است را بهداراي خاصیت بی.اس.ایی. 
کند که  ي مورد نظر ثابت می تر قضیه به بیان دقیق

 ܩیک جبر بی.اس.ایی. است اگروتنهااگر  (ܩ)ܣ
                                                
21 evaluation functional 

پذیر باشد. حال با توجه به نتایج کسب شده  میانگین
  آیا "گردد که  در این مقاله، این سؤال مطرح می

  

برقرار  (ܩ)ெܣبا  (ܩ)ܣي اخیر با تعویض  گزاره
پذیر  میانگین ܩتر آیا توصیف،  طور دقیق است؟ به

یک جبر بی.اس.ایی.  (ܩ)ெܣاست اگروتنهااگر 
در ادامه قصد داریم که  "باشد درست است یا خیر؟

  به این سؤال پاسخ دهیم.
پذیر  میانگین ॲଶي  دانیم که گروه گسسته می

ناپذیري یا  نیست. توجه نمائید که در اثبات میانگین
ي  ؛ قضیهॲଶه بیانی دیگر پارادوکسیکال بودن گروه ب

را ببینید، بیش  [14]از  11-2- 0ي  و نتیجه 2- 0-1
از توپولوژي، که در اینجا گسسته در نظر گرفته 
شده، ساختار جبري این گروه مد نظر است. اما با 

پذیر  این گروه میانگین [2]از  1-3ي  توجه به نتیجه
 !Errorي  ق رابطهضعیف است. در نتیجه طب

Reference source not found.  گروهॲଶ ،
پذیر ضعیف نیز هست. پس طبق  میانگین-ܯ

داراي خاصیت  ெ(ॲଶ)ܣ، جبر 9-2ي  قضیه
پذیر  میانگین ॲଶبی.اس.ایی. است در حالی که 

ي فوق،  باشد. بنابراین پاسخ سؤال مطرح شده نمی
  منفی است. 

، [12]ي ذکر شده از  در حالی که طبق قضیه
باشد. پس  یک جبر بی.اس.ایی. نمی (ॲଶ)ܣ

، اگر .آ)1( ي  کنیم که با توجه به رابطه ملاحظه می
پذیر باشد، دو  یک گروه موضعاً فشرده و میانگین ܩ

ر برابر هستند، ولی با یکدیگ (ܩ)ெܣو  (ܩ)ܣجبر 
دست آمده در این مقاله، در  ي به طبق آخرین نتیجه

پذیر نباشد، رفتار و خواص این  میانگین ܩحالتی که 
  دو جبر کاملاً متفاوت است. 

  
  فوریه-نتایج روي جبر لبگ -3

 (ܩ)ଵܮیک گروه موضعاً فشرده و  ܩفرض کنیم 
 دهیم، جبر گروهی باشد. قرار می

ℒ(ܩ)ܣ:= (ܩ)ଵܮ ∩   .(ܩ)ܣ
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  گیریم: نرم زیر را روي این فضا در نظر می
‖݂‖ℒ(ீ):= ‖݂‖ଵ + ‖݂‖(ீ)൫݂ ∈ ℒ(ܩ)ܣ൯.  

  
وار و  با ضرب نقطه (ܩ)ܣℒداریم،  [17]با توجه به 

چنین  نرم فوق، یک جبر باناخ جابجایی است و هم
൯(ܩ)ܣ൫ℒ߂داریم،  ≅ . ثابت شده است که ܩ
ℒدار است اگر  داراي یک همانی تقریبی کران (ܩ)ܣ

را  [17]از  6- 2ي  فشرده باشد؛ گزاره ܩو تنها اگر 
- لبگ را جبر (ܩ)ܣℒببینید. توجه کنید که 

و  23نامیم که اولین بار توسط قهرمانی می 22فوریه
   معرفی شد. [17]ي  در مقاله 24لائو

  دهیم: حال قرار می
ℒܣெ(ܩ) ≔ ℒ(ܩ)ܣ‖⋅‖ℳ൫ℒಲ(ಸ)൯ .  

  
شود که  ، ثابت می(ܩ)ெܣمشابه با حالت 

ℒܣெ(ܩ) چنین، همانند  یک جبر باناخ است. هم
نیز یک جبر  (ܩ)ெܣℒشود که  ثابت می 0 ي  گزاره

  باناخ جابجایی و بدون مرتبه است. 
داراي همانی تقریبی  (ܩ)ܣℒچون در حالت کلی 

(ܩ)ܣℒدار نیست، پس عموماً  کران ≠ ℒܣெ(ܩ) .  
یک گروه گسسته باشد،  ܩثابت شده است که اگر 

یک جبر بی.اس.ایی. است  (ܩ)ܣℒآنگاه 
را ببینید.  [11]متناهی باشد: منبع  ܩاگروتنهااگر 

ي این بخش به بررسی خاصیت  حال در ادامه
پردازیم و یک شرط  می (ܩ)ெܣℒبی.اس.ایی. جبر 

کافی براي اینکه این جبر، داراي خاصیت 
دهیم. لازم به ذکر است  بی.اس.ایی. باشد را ارائه می

که قسمت عکس این قضیه، در حال حاضر مشخص 
عنوان یک سؤال باز، آنرا به خوانندگان  نیست و به
  کنیم.   واگذار می

  
شد. یک گروه فشرده با ܩفرض کنیم  :1-3قضیه 
 یک جبر بی.اس.ایی. است. (ܩ)ெܣℒصورت  دراین

                                                
22 Lebesgue-Fourier algebra 
23 F. Ghahramani 
24 A. T.- M. Lau 

 6-2ي فشرده است، پس طبق گزاره ܩچون  اثبات:
داراي یک  (ܩ)ܣℒ گیریم که نتیجه می [17]از 

دهد  دار است و این نتیجه می همانی تقریبی کران
معادلند.  ℳ൫ℒ(ீ)൯‖⋅‖و  (ீ)ℒ‖⋅‖هاي  که نرم

  در نتیجه داریم:
ℒܣெ(ܩ) = ℒ(ܩ)ܣ.  

  
فشرده است، مجدد به استناد  ܩاز طرفی چون 

(ܩ)ܣℒي فوق  گزاره = . در پایان به استناد (ܩ)ܣ
چون هر گروه فشرده،  [12]از  5-1ي  قضیه

گردد. توجه  پذیر هم هست، حکم حاصل می میانگین
 (ܩ)ܣℒشود که ثابت می 3-2کنید که مشابه با لم 

و این  است (ܩ)ெܣℒ یک جبر سگال مجرد در
   یعنی

Δ൫ℒܣெ(ܩ)൯ ≅ Δ൫ℒ(ܩ)ܣ൯.  
  

هاي  ه ي بسیار مهمی از گرو ي فوق روي دسته قضیه
  شود.  کار گرفته می صورت ذیل به لی به

  
هاي  ه هر یک از گرو ܩفرض کنیم  :2- 3مثال 

ܷܵ(2), صورت  باشد. در این  (2)ܷو یا (3)ܱܵ
ℒܣெ(ܩ) ایی. است چون این یک جبر بی.اس.

ها  باشند. اثبات فشردگی این گروه ها فشرده می گروه
در اکثر کتب استاندارد آنالیز هارمونیک قابل 

  مشاهده است.
  
تساوي فضاي کاراکتري جبر فوریه و  -4

  گرها  اش بر مبناي ضرب تکمیل شده
در این بخش اثباتی از تساوي فضاي کاراکتري جبر 

دهیم که کاملاً بر  را ارائه میاش  فوریه و تکمیل شده
گرهاست. این اثبات  مبناي استفاده از ضرب

روشنی و زیبایی قدرت این دسته از عملگرها،  به
ذکر است  دهد. لازم به گرها را نشان می یعنی ضرب

  فارست اثبات شده است،  که این قضیه یکبار توسط
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ولی اثبات ارائه شده در ادامه کاملاً با آن متفاوت 

  باشد.  یم
  

یک گروه موضعاً فشرده باشد  ܩاگر  :1-4قضیه 
  آنگاه داریم:

Δ൫ܣெ(ܩ)൯ ≅ Δ൫(ܩ)ܣ൯.  
  

ܣفرض کنیم  اثبات: = ெܣو  (ܩ)ܣ = . (ܩ)ெܣ
باشد، آنگاه تحدید این  (ெܣ)Δعضوي از  ߰اگر 

است. توجه  (ܣ)Δ، عضوي از ߰، یعنی ܣتابع به 
یک تابع  ߰چگال است،  ெܣدر  ܣکنید که چون 

  باشد. ناصفر می
߮از سوي دیگر، اگر  ∈ Δ(ܣ) فرض کنیم که ،

߮نگاشت  : ெܣ → ℂ شود: به صورت زیر تعریف می  

߮(ܽᇱ) ≔
ఝቀᇲ()ቁ

ఝ()
,				(ܽᇱ ∈   ,(ெܣ

 
ܽکه  ∈ ‖ܽ‖گردد که  طوري انتخاب می ܣ ≤ 1 

(ܽ)߮و  ≠ 0 .  
تعریف  خوش ߮دهیم که نگاشت  ابتدا نشان می

ᇱܽاست. براي هر  ∈  ܣدر  (ܽ)ي  ، دنبالهெܣ
  که قسمی موجود است به

‖ܽᇱ − ܽ‖ℳ() → 0.  
  

ܽبنابراین براي هر  ∈ ‖ܽ‖که  قسمی به ܣ ≤ و  1
߮(ܽ) ≠ (ܽ)ᇱܽ‖داریم   0 − ܽܽ‖ → . در 0

  نتیجه
߮൫ܽᇱ(ܽ)൯ = lim ߮(ܽܽ) =
lim ߮(ܽ)߮(ܽ).	  

  

lim୬پس داریم  ߮(ܽ) =
ఝቀᇲ()ቁ

ఝ()
. اما سمت 

وابسته نیست و این نتیجه  ܽي اخیر به  چپ رابطه
 !Error ي گونه که در رابطه آن ߮دهد که  می

Reference source not found. ،تعریف شد ،
  تعریف است.  خوش

ᇱܽناصفر است، چون اگر  ߮وضوح  به =   ، آنگاه ܮ
߮(ܽᇱ) = ఝ൫మ൯

ఝ()
= ߮(ܽ) ≠ 0.  

ضربی است، چون براي هر  ߮چنین،  هم
ܽᇱ, ܾᇱ ∈   دلخواه داریم: ெܣ

=
ఝ൬ᇲቀᇲ()ቁ൰

ఝ()
  

߮(ܽᇱ ∘ ܾᇱ) =
ఝቀᇲ∘ᇲ()ቁ

ఝ()
  

=
ఝቀᇲ()ᇲ()ቁ

ఝ()
   

=
ఝቀᇲ()ቁ

ఝ()
×

ఝቀᇲ()ቁ

ఝ()
  

 

= ߮(ܽ) ߮(ܾ),	   
  

,ܽکه  ܾ ∈ ,ᇱܽمتناظر با اعضاي  ܣ ܾᇱ ∈  ெܣ
اریم عنوان دو مجموعه د بنابراین به باشند. می

Δ(ܣ) ≅ Δ(ܣெ)  .  
,(ெܣ)൫Δدر  ఈ߮اگر  ∗ெܣ)ߪ , میل  ߮به  ெ)൯ܣ

(ఈ߮)کند، آنگاه واضح است که  ߮به  	 میل  	
,(ܣ)൫Δدر  ఈ߮کند. اگر  می ,∗ܣ)ߪ میل  ߮به  ൯(ܣ

 !Errorي  کند آنگاه با استفاده از رابطه
Reference source not found. براحتی قابل ،

کند،  میل می (ெܣ)Δدر  ߮به  ߮ఈبررسی است که 
ᇱܽعلت این امر این است که براي هر  ∈   داریم: ெܣ

߮ఈ(ܽᇱ) =
ఝഀቀᇲ()ቁ

ఝഀ()
→

ఝቀᇲ()ቁ

ఝ()
= ߮(ܽᇱ).  

  
وان دو فضاي توپولوژیک نیز داریم عن بنابراین به

Δ(ܣ) ≅ Δ(ܣெ) کند. و این اثبات را کامل می  
  

شی  ݊گروه آزاد از  ॲفرض کنیم  :2-4مثال 
دانیم که این گروه موضعاً فشرده،  باشد. می

 (ॲ)ܣو  ெ(ॲ)ܣپذیر نیست. پس لزوماً  میانگین
  داریم: 0 یه برابر نیستند، در حالی که طبق قض

Δ൫ܣெ(ॲ)൯ ≅ Δ൫ܣ(ॲ)൯  
  

یعنی فضاي کاراکتري این دو جبر متمایز، با یکدیگر 
  .شوند برابر می
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  نتیجه گیري
، نشان ܩي  در این مقاله براي گروه موضعاً فشرده

   (ܩ)ெܣیک جبرِ سگالِ مجرد در  (ܩ)ܣدادیم که 
  

است. سپس یک شرط لازم و کافی براي تساوي دو 
چنین ثابت  را ارائه دادیم. هم (ܩ)ெܣو  (ܩ)ܣجبر 

ال در دوگان دومش  یک ایده (ܩ)ெܣکردیم که 
گسسته باشد. نتایج بدست آمده  ܩاست اگروتنهااگر 

 ܩبما توان این را داد که در حالت گسسته بودن 
یک جبر بی.اس.ایی. است  (ܩ)ெܣم که ثابت نمائی

پذیر ضعیف باشد.  میانگین-ܯ، ܩاگروتنهااگر 
هاي اخیر در این مقاله،  اي از یافته  عنوان نتیجه به

یک  (ॲଶ)ܣبرخلاف  ெ(ॲଶ)ܣثابت کردیم که 
جبر بی.اس.ایی. است. در پایان کار نیز یک اثبات 

کاراکتري جبر فوریه و کاملاً جدید از تساوي فضاي 
اش را ارائه دادیم که کاملاً مبتنی بر  تکمیل شده

گرهاست. این  خواص بسیار زیبا و قدرتمند ضرب
تواند راهگشاي پاسخ به برخی از سوالات  پژوهش می

ي آنالیز هارمونیک باشد. اما  مطرح شده در حوزه
ي  یکی از مهمترین اهداف این کار تحقیقاتی، ارائه

م بسیار قوي در آنالیز هارمونیک هست چند تعمی
ي این  توان گفت، ریاضی محض بر پایه که می
ي نه  کند تا در آینده ها خود را تقویت می تعمیم

چندان دور، تبدیل به ابزاري براي کمک به رشد و 
  تعالی سایر علوم باشد.
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