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  چکیده

��فرض کنید = � باشد. گراهام بنت در  dماتریس هاسدورف وابسته به اندازه بورل احتمال ���,���,�
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دهیم که ماتریس هاسدورف در را به عنوان تعمیمی از نامساوي کارلمان معرفی کرد. در این مقاله نشان می

توان با هر ماتریس پایین مثلثی نامساوي فوق را می , , 0n k n k
A a




 
با مجموع سطرهاي واحد جایگزین نمود، به 

شرط آنکه ثابت سمت راست در این نامساوي با 
1
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هاي جدیدي جایگزین شود. به عنوان نتیجه، نامساوي 

  آیند، معرفی نورلوند و میانگین وزن دار به دست می هاي پایین مثلثی خاص مانندرا که به واسطه ماتریس

یک شرط اساسی  Aهاي هر سطر ماتریسدهیم که برابر واحد بودن مجموع درایهکنیم. همچنین نشان میمی

  است.

  

  نامساوي هاردي.، اندازه بورل احتمال، ماتریس هاسدورف، ماتریس نورلوند هاي کلیدي: واژه

                                                 
  Email: gh.talebi@vru.ac.ir                                                              دار مکاتبات:                                      عهده. *

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  168                             1401هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و ششم، خرداد و تیر و همکاران/ پژوهش غلامرضا طالبی
 

 

 

  مقدمه .1

بازه بر یک اندازه بورل احتمال  dفرض کنید

 وابسته به آن 2هاسدورفماتریس باشد.  [0,1]

�� = �  شود:به صورت زیر تعریف می ���,���,�
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هاي نامنفی که یک ماتریس پایین مثلثی با درایه

هاي هر سطر آن برابر واحد است و مجموع درایه

توسط  1921باشد. این ماتریس در سال می

 [1]ریاضیدان آلمانی به نام فلیکس هاسدورف 

  .معرفی و به افتخار او به این نام مشهور شد

دو دسته مشهور از  4و ماتریس گاما 3ماتریس چزارو

هاي هاسدورف هستند که به صورت زیر به ماتریس

 آیند: دست می
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   باشد، آنگاه

مرتبه از ماتریس هاسدورف حاصل را ماتریس چزارو 

 ، C  1 اگر در حالت خاص،نامند. می 

، 1اختیار شود، ماتریس چزارو از مرتبه 
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اگر . 2  1d d     باشد، آنگاه ماتریس

،هاسدورف حاصل را ماتریس گاما ازمرتبه

 1نامند. در حالت خاص، اگر، می  اختیار

شود، داریم    . 1 1C   

0اگر    باشد، هر دو ماتریس چزارو و گاما

 هاي نامنفی هستند.داراي درایه

  نامساوي

                                                 
2 Hausdorff matrix 
3 Cesaro matrix 
4 Gamma matrix 
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2که در آن 1 0, , ,x x x  اي از اعداد حقیقی دنباله

با شرط 
0 nn

x



  

نامساوي  اباشد رمی

 1922سال نامند. این نامساوي در می 5کارلمان

 [2]ستن کارلمان تُرریاضیدان سوئیسی توسط 

معرفی و به افتخار او به این نام مشهورشد. کارلمان 

، در این 6عدد نپر ،eهمچنین ثابت کرد که ثابت 

 به صورتنامساوي بهینه است. اگر این نامساوي را 
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در آن  1هاي ماتریس چزارو از مرتبه بنویسیم، درایه

با به کار  1996شود. گراهام بنت در سال ظاهر می

 بردن ماتریس هاسدورف نامساوي
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را به عنوان تعمیمی از نامساوي کارلمان به دست 

به دست آمده در آن بهینه آورد و نشان داد که ثابت 

واضح  .را ببینید) [3]از منبع  5.8است (نتیجه 

را اندازه لبگ بر dاست که اگر در این نامساوي

اختیار کنیم، این نامساوي به نامساوي  [0,1]بازه 

  شود.) تبدیل می1-1(

ماتریس هاسدورف دهیم که در این مقاله نشان می

توان با هر ماتریس پایین ) را می1-2در نامساوي (

 مثلثی , , 0n k n k
A a


 هاي هر که مجموع درایه

سطر آن واحد باشد، جایگزین نمود به شرط آنکه 

 ثابت سمت راست در این نامساوي با 
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جایگزین شود. همچنین با ارائه یک مثال نقض 

  دهیم که برابر واحد بودن مجموع نشان می

                                                 
5 Carleman’s inequality 
6 Napier 
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یک شرط اساسی Aهاي هر سطر ماتریسدرایه

به  Cو Rاست. در سراسر این مقاله منظور از

 ی و مختلط است.ترتیب مجموعه اعداد حقیق

  

 پیشنیازها .2

 فرض کنید. 2.1تعریف  \ 0p�
 

باشد. 

  شود:به صورت زیر تعریف می pايفضاي دنباله
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کند که با آن یک تعریف می pیک نرم روي 

  .[4] فضاي باناخ است

  

دو فضاي نرم دار  YوXفرض کنید .2.2تعریف 

T:باشند. تبدیل خطی X Y  را کراندار گویند

وجود داشته باشد، به  kهرگاه عدد مثبتی مانند

.طوري که
Y X
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در صورتی که تبدیل 

T:خطی X Y کراندار باشد، نرم آن را با نماد

,X Y
T  نشان می دهند و به صورت زیر تعریف

  [4]کنندمی
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T:. اگر 2.3تذکر  X X کراندار باشد، بجاي

,X X
T از علامت

X
T براي نمایش نرم عملگر

T کنند. در حالت خاص نرم عملگراستفاده می

: p pT   با نماد
p

T شود.نشان داده می  

  

-دو فضاي دنباله Yو X. فرض کنید2.4تعریف 
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  یک ماتریس نامتناهی با  

ماتریسی را یک نگاشت  Aهاي حقیقی باشد. درایه

A:گویند و به صورت  Yبه Xاز X Y   

  

دهند، هرگاه براي هر دنبالهنمایش می nx x 
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براي کسب اطلاعات بیشتر در مورد نگاشت هاي 

   .مراجعه کنید [5]ماتریسی به منبع 

ماتریس هاسدورف را به  1943در سال  هاردي

ايعنوان یک نگاشت ماتریسی روي فضاي دنباله

p    نظر گرفته و گزاره زیر را ثابت کرد.در  

  

Hفرض کنید  ).A، قضیه [6]( 2.5گزاره 

ماتریس هاسدورف وابسته به اندازه بورل احتمال 

d 1 و p   باشد. اگر
1

1/

0
( )pd    ،

  است و pیک عملگر کراندار روي  Hآنگاه 
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را اندازه لبگ در  d. اگر در گزاره قبل 2.6تذکر 

دست پیدا  7نظر بگیریم به نامساوي مشهور هاردي

  کنیم که عبارت است ازمی

0 1

0 0

,
1 1

p

pn
n

n n

x x x p
x

n p

 

 

    
   

    
 



 

2که در آن 1 0, , ,x x x دنباله اي از اعداد حقیقی ،

نامنفی می باشند و ثابت / 1p p   در آن بهینه

است. نامساوي هاردي معادل کرانداري ماتریس 

و بیان دیگري براي رابطه 1چزارو از مرتبه 

   1 / 1
p

C p p   است که قبل از سال

از  326توسط هاردي معرفی شده بود (قضیه  1943

  را ببینید). [7]منبع 

                                                 
7 Hardy inequality 
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 نتایج اصلی  .3

 -هاي حسابیمیانگین این بخش را با بیان نامساوي

کنیم. این در قالب یک لم آغاز می 8هندسی وزن دار

لم در اثبات قضیه اصلی این بخش نقش اساسی 

  دارد.

 

2فرض کنید  ).9]، قضیه 7([ 1.3لم  1, , ,p p np 

در این صورت براي اعداد حقیقی نامنفی باشند. 
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نامساوي فوق فقط و فقط زمانی به تساوي تبدیل 

1شود کهمی 2. nx x x   

در قضیه زیر نامساوي کارلمان را با استفاده از 

هاي واحد هاي پایین مثلثی با مجموع سطرماتریس

  دهیم.گسترش می
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8 The weighted AM-GM inequality 
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  شودو از آن نتیجه می
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که در آن 
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  .و اثبات تمام است   

  

هاسدورف با توجه به  براي ماتریس. 3.3تذکر 

  داریم: 2.5گزاره 
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) حالت خاص 1-2این نشان می دهد که نامساوي (

Aاست، که در آن 3.2قضیه  H  در نظر گرفته

، Aشده باشد. در حالت خاص اگر ماتریس 

باشد، با استفاده از  1ماتریس چزارو از مرتبه 
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 ) حالت خاص قضیه1- 1دهد نامساوي (که نشان می

 است که در آن 3.2 1A C  در نظر گرفته

  شود.

هاي غیر هایی از ماتریسحال به بیان مثال

پردازیم. فرض کنید هاسدورف می 
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0اي نامنفی از اعداد حقیقی و دنباله 0t  باشد. 

، tوابسته به دنباله  9ماتریس نورلوند
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شود، به صورت زیر تعریف می: 

                                                 
9 N�rlund matrix  
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میانگین  ماتریسرا ببینید). همچنین  [8](منبع 
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n ،1ntرا ببینید). اگر به ازاي هر [8](منبع  

باشد، هر دو ماتریس نورلوند و میانگین وزن دار به 

شوند. در واقع تبدیل می 1ماتریس چزارو از مرتبه 

-هاي هاسدورف، ماتریساشتراك خانواده ماتریس

دار، هاي میانگین وزنهاي نورلوند و ماتریس

  است. 1ماتریس چزارو از مرتبه 

  

هاي هر سطر ماتریس مجموع درایه. 4.3تذکر 

  دار برابر واحد است.- و ماتریس میانگین وزن نورلوند

دار به نرم ماتریس نورلوند و ماتریس میانگین وزن

هاي زیر در گزاره pهایی روي فضاي عنوان عملگر

  اند:بیان شده
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 اي نزولی از اعداد حقیقی همگرا دنباله

 به عددي مثبت باشد. در این صورت
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دنباله  [8]از منبع  1.3. کافی است درنتیجه اثبات

  در نظر بگیریم. 1وزن را دنباله ثابت 

  

                                                 
10 Weighted mean matrix 

1فرض کنید . 6.3گزاره  p    و
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  دنباله اي صعودي از اعداد حقیقی
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دنباله  [8]از منبع  1.4. کافی است درنتیجه اثبات

  در نظر بگیریم.  1وزن را دنباله ثابت 
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، با اعمال 

بر ماتریس نورلوند و ماتریس میانگین  3.2قضیه 

  آیند.دار به ترتیب نتایج زیر به دست میوزن

  

فرض کنید . 7.3قضیه  
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  دنباله اي

نزولی از اعداد حقیقی همگرا به عددي مثبت باشد. 
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 اي دنباله

صعودي از اعداد حقیقی همگرا به عددي متناهی 

 باشد. در این صورت
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دهیم که در ادامه، با ارائه یک مثال نقض، نشان می

هاي هر سطر شرط برابر واحد بودن مجموع درایه

غیر قابل حذف است. براي  2.3در قضیه  Aماتریس

ها نیاز داریم که این کار به دسته جدیدي از ماتریس

  ابتدا به معرفی آن ها می پردازیم.

 

 11ماتریس هاسدورف توسعه یافته .4

  یک اندازه بورل احتمال  dمانند قبل فرض کنید
  

                                                 
11 Generalized Hausdorff matrix 
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عددي نامنفی باشد. ماتریس  sو  [0,1]بر بازه 
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هاي نامنفی است که ماتریسی پایین مثلثی با درایه

باشد. از واحد می کمترو مجموع عناصر هر سطر آن 

و  [9]مستقلاً توسط ایندل  این ماتریس

معرفی شد و به همین دلیل آن  [10]جاکیمسکی 

0sنامند. اگر هم می  E-Jرا ماتریس   باشد آنگاه
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  [11]جاکیمسکی و همکارانش 1974در سال 

ماتریس هاسدورف توسعه یافته را به عنوان عملگري 

مورد مطالعه قرار دادند.  pايروي فضاي دنباله

ه اگر ، نشان دادند ک2.5آنها با گسترش گزاره 
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pd    باشد، آنگاهsH m یک عملگر

کران دار روي  1p p    است و نرم آن

 برابر

 
1

1/

0
,s p

p
H d      

                                                 
12 Generalized Gamma matrix 
 

اگر . را ببینید) [11]از منبع  2باشد (نتیجه می

را بر این ماتریس اعمال کنیم، با توجه به  3.2قضیه 
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0sاما این نامساوي براي  باشد! درست نمی ¹

-1براي نشان دادن این مطلب ابتدا اگر نامساوي (

 a) را به ماتریس توسعه یافته گاما از مرتبه 4

  اعمال کنیم، خواهیم داشت
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1sاکنون فرض کنید   .  در این صورت

  آید:) به صورت زیر در می4- 2نامساوي (

0kxاگر    و

1/( 2)

0

nn

n k
k

y x





 
  
 
آنگاه ،  

0 0
.n kn k

y e x
 

 
   

  

0حال فرض کنید  1x x x   2و برايk  ،

0kx  1/2، آنگاه
0y x  2/3و

1y x واضح .

به اندازه کافی کوچک اختیار شود xاست که اگر 
1/2 2/3 2 ,x x ex   که یک تناقض است. پس

در  )1- 4) و در نتیجه نامساوي (2- 4نامساوي (

  باشند! حالت کلی معتبر نمی

  

دقت کنید که اگر  3.2در اثبات قضیه . 4.1تذکر 

هاي هر سطر ماتریس کمتر از واحد مجموع درایه

باشد (مانند ماتریس هاسدورف توسعه یافته) آنگاه 

هندسی وزن دار را  –نامساوي میانگین حسابی

  توان به کار برد.نمی
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 تشکر و قدردانی  .5

نویسندگان این مقاله مراتب تقدیر و تشکر خود را از 

مراد اسماعیل (دانشگاه فلوریداي مرکزي)  پروفسور

هاي فنی که منجر به بهبود مقاله به جهت کمک

  دارند.شده است، اعلام می

  

  تقدیم به قهرمان ملی ایرانیان شهید حاج قاسم سلیمانی
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