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B(H)Cکنید  فرض −  جبر متشکل از تمامی عملگرهای خطی و کراندار روی فضای هیلبرت مختلط  H    همراه با نرم

یک   B(H)  ،زیر جبر باناخ از    -یک *  A  کنیدعملگری باشد که دارای یک پایه متعامد یکه است. همچنین فرض
:  و   فضای هاسدرف فشرده همراه با اندازه رادون [ , ) → 0  برای پذیر باشد. در این صورت ابتدا  یک تابع انتگرال

p  1    فضایL ( , )p

  A  پذیر از  شامل توابع عملگرمقدارِ انتگرال    بهA  روی   که نسبت به نرم تعریف شده

هستندآن متناهی  نرم  دارای  می  ها  معرفی  میکنیم  را  نشان  سپس  اگر و  که  p,دهیم  q     و باشند  نمایی   اعضای   مزدوج 

( ) L ( , )p

tA   A    و( ) L ( , )q

tB   A گاهتقریبی برای ضرب هادامارد باشند، آن نواییدارای خاصیت هم 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t ts d s t A B d t t A d t t B d t
   

           

با   همچنین که  اثر  مثبتِ  خطی  تابعک  خواص  از  استفاده  می   trبا  داده  یکنمایش  توابع  داخلی    ضرب  -نیم  شود،  برای 

در   مربعیپذیر  انتگرال  واقع  عملگرهای  )از  )L , L (H)2 2

  آن از  استفاده  با  و  چبیشف    معرفی  و  شوارتس  نوع  نامساوی 

کنیم.شامل ضرب هادامارد را ثابت می
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یک فضای هیلبرت مختلط همراه با پایه   Hفرض کنید 

یکه   متعامد  je    وB(H)  C−   از متشکل  جبر 

روی کراندار  خطی  عملگرهای  ضرب  باشد.    Hتمامی 
,عملگر  دو   2هادامارد  B(H)A B  با    راA B  

 کنیم:دهیم و به صورت زیر تعریف مینمایش می

, , , .i j i j i jA Be e Ae e Be e  =    

که  است  Aروشن  B B A=ضرب  را  هادامارد  . 
Aتانسوری  حاصلضرب پالایش با  توانمی B   از میان

 یک عملگر خطی مثبت نوشت؛ یعنی

(1.1        )( )A B U A B U=  
آن در  :که  H H HU →   با  که  است  ایزومتری 

j j jUe e e=   می از[1]شود  تعریف  نتیجه    ( 1.1). 

 شود:می

.A B A B 

Bو    A0اگر   0آن Aگاه  ،  B 0زیرا    ؛
,عملگرهای   B(H)C D  وجود دارند به طوری که

A C C= وB D D= ،بنابراین 

( )

        ( ) ( ) .

A B U C C D D

U C D C D U

  

 

= 

=   0
 

بهماتریس  برای می  ها  اگرسادگی  که  داد  نشان   توان 

( )ijA a=    و( )ijB b=آن )گاه  ،  )ij ijA B a b= 

این  ؛ [2]  ضربحاصل   از  اصلی  زیرماتریس  یک  و 

تانسوری
,( )ij i j nA B a B   =   .است1

)اگر   , , , )na a a a= 1 )و    2 , , , )nb b b b= 1 2 

) و   حقیقی  هاییدنباله , , , )n   = 1  یک 2

صورت .  باشد   نامنفی   حقیقی  دنباله این    دار وزن  تابع  در 
 :شومی تعریف زیر صورت به 3چبیشف 

(2.1        )1 1

1 1

( , , )

               

n n

j j j j

j j

n n

j j j j

j j

T a b a b

a b

  

 

= =

= =

=

−

 

 

 

 
1. Hadamard 

2. Chebyshev 

هر   bو  a اگر که کرد ثابت [3] چبیشف ،1882 سال در
باشند، نزولی  هردو  یا  صعودی  گاه آن  دو 

( , , )T a b 0. 

لبگ    پذیرانتگرال  توابع    برای , : ,f g a b → 

 زیر   چبیشف تابعک

( , ) : ( ) ( )

         ( ) ( ) .

b

a

b b

a a

T f g f t g t dt
b a

f t dt g t dt
b a b a

=
−

−
− −



 

1

1 1

  جی   ، 193۴  سال   در  است.   (2.1)  یرابطه  انتگرالی  شکل
 برقرار است:  زیر نامساوی هک داد نشان  [۴] ۴گروس

(3.1       )( )( )
1

( , ) ,
4

T f g M m N n − − 

,آن در که , ,n N m M ویژگی  با  اعداد حقیقی 
 ,m f M n g N−     −    

رو    جا  همه  تقریبا  ,a b .ثابت  عدد  هستند  
1

4
در   

  که   معنی   این  به   است؛   ممکن   مقدار   بهترین  (3.1)
 توسط و   داد قرار آن جای به تریکوچک مقدار تواننمی

( ) ( ) sgn( )
a b

f x g x x
+

= = −
2

 

 آید.می دست به

سال  بسطدر  چندین  اخیر  نامساوی    های  برای  تعمیم  و 
ارای  استچبیشف  شده  اطه  برای  می.  بیشتر  توانید لاعات 

آن  [5] مراجع  این و  ببینید.    از   تعمیم  یک  نامساوی  را 
 هاینامساوی   از  تعدادی .[6]  است  گروس  نامساوی
 در 5سوریا   و   پیرسون  بارزا،  توسط  چبیشف،  نوع  از  انتگرالی

درشده  هارای  [7] نامساوی  [8]  اند.  از  نوع  تعمیمی  های 
چبیشف برای توابع پیوسته از عملگرهای خطی خودالحاق  

 در فضاهای هیلبرت ثابت شده است. 
نامساوی،   این  روی  شده  نوشته  مقالات  از  تعدادی 

(  3.1)هایی شبیه نامساوی چبیشف داده شده در  نامساوی
ارای نموده را  عملگرهای    انده  هادامارد  ضرب  شامل  که 

 . [10و  9] تندخطی هس
در مصلحیان باخرد  میدان   [10]  و  هادامارد  های ضرب 

در   واقع  عملگرهای  از  )Cپیوسته  , ) A    نرم با  را 

 
3. G. Grüss  
4. Barza , Persson and Soria 



 

 شامل توابع عملگر مقدار  Lpفضاهای در  ضرب هادامارد  با های نوع چبیشف نامساوی  از   یهایتعمیم 
 

   

( ) supt t tA A=   آن در  که  گرفتند  نظر  در 

A  یکC−    یک روی  که  است  عملگرهایی  از  جبر 
می هیلبرت عمل  اگر  آنکنند.  فضای  که  کردند  ثابت  ها 

( )tA   و( )tB   از )Cاعضای  , ) A خاصیت با 

 گاهباشند، آن 6هادامارد برای ضرب ی همنوای

(۴.1  )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).   

t t

t t

s d s t A B d t

t A d t t B d t

   

   

 

 

 

 
 

انگیزه  نتایج که    این  در  که  شد  ایبالا  کنیم  ثابت  مقاله 
عملگر  برای    (۴.1)  نامساوی توابع  از  دیگری  فضاهای 

نیستند( پیوسته  لزوما ً  است.نیز  ،  مقدار )که  علاوه   برقرار 
اثر،   مثبت  تابعک خطی  از خواص  استفاده  با  این  یک  بر 

هادامارد عملگرهای خطی  شامل ضرب  داخلی    ضربنیم
و با استفاده   معرفی   B(H)مناسب از زیر فضای  در یک  

تع چند  آن  ازاز  جدید  عملگری  نوع   هاینامساوی   میم 
ه  ارایچبیشف شامل ضرب هادامارد عملگرها،  شوارتس و  

 .کنیممی
 انتگرال  که  کنیممی  یادآوری  اصلی،   نتایج  بیان  از  قبل

که   لبگ  انتگرال  یافته  تعمیم  7بوخنر  است  توابعی    برای 
  در   ترکلی  طور   یه  یا   و  باناخ،   فضای  یک  در  هامقادیر آن

 خواص  بیشتر.  دارد  قرار  توپولوژی  برداری  فضای  یک
  لبگ   هایانتگرال   خواص  از  بوخنر  انتگرال  اساسی

می  کلاسیک   دیدن   برای .[12و 11]  شوندنتیجه 

ببینید. [1۴و 13]جبرها  −Cدر   بوخنر  هایانتگرال   از  را 
 بوخنر  بحث  مورد  های  -انتگرال  تمام  بعد   به  جااین

 هستند.

 نتایج اصلی

متعامد  پایه  با  مختلط  هیلبرت  فضای  یک H کنیدفرض 

 je،A  روی   عملگر  یک عملگر   H،Aخطی 

)و    Aالحاقی   )A A A=
1

  کنیم که یادآوری می  .باشد  2

نرم  نرم  9اشمیت-هیلبرت  نرم  و   8اثر  -یرده  عملگری، 
 :اند ازعبارت ترتیب به ،Aعملگر

 
2. Synchronous property for Hadamard product 

3. Bochner 

4. Trace-class 

5. Hilbert-Schmidt 

 

1

1

22

2

sup ( ) : 1

tr( ) ,

( ) .

j j

j

j

j

A A x x

A A A e e

A A e

= 

= =  

 
=  
 





 

Aهرگاه    ،  عملگر  گوییمAو   است  کراندار 

مجموعه شد،  گفته  که   عملگرهای  تمام  یهمان طوری 
.  دهیممی  نمایش  B(H)با    را  Hروی  کراندار  خطی

Aاگر  
1

  ،A  نامیده  اثر-یرده  عملگر  یک 

 Hاثر روی-یرده  عملگرهای  تمام  یشود و مجموعهمی

Lبا  را (H)1 اگر.  دهیممی  نمایشA  
2

گوییم  ،

Aتمام   یمجموعه  و   است اشمیت-هیلبرت  عملگر  یک  

2Lبا    را  اشمیت-هیلبرت  عملگرهای (H)   نمایش  
  عملگرهای  تمام  یمجموعه  همچنین.  دهیممی

  ی مجموعه  و   F(H)با  را Hروی  متناهی-رتبه
 نمایش K(H)با  را  Hروی   فشرده  عملگرهای

  که داد نشان توانمی سادگی به دهیم. می

A A A 
1 2

 

F(H)  و  L (H) L (H) K(H) B(H)   1 2

1,2i بر  همچنین =  ،L (H)i  در   آلایده   یک

K(H)  وF(H)    با نرم.
i

Lدر   (H)i   چگال است 

[15]. 

*  Aکنید فرض  از  -یک  باناخ  جبر   B(H)  ،زیر 
و    یک فضای هاسدرف فشرده همراه با اندازه رادون  

: [ , )→ 0  انتگرال تابع  اگر یک  باشد.  پذیر 

p  1    تابع و  حقیقی  یک عدد 
:

tt A

→


→

AA
 

 قوی باشد، تعریف کنید: اندازه پذیر

( )||| ||| : ( ) ( )
p p

p tt A d t 


= 
1

A 

Lکنید   و فرض ( , )p

  A  توابع ی تمام  مجموعه  A    از

 بهA هاباشد که برای آن||| |||p A  . 
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ای از  هر تابع عضو این فضا خانواده از آن جایی که مقادیر
تابع  جای  به  پس  این  از  نویسیممی  Aعملگرهاست، 

( )tA  را یک میدان از عملگرهای در و آنA نامیم. می 

)  میدان )tA  از عملگرهای در  A  پذیر  یک میدان اندازه

اساسی تابع    کراندار  هرگاه  ttاست  A→  پذیر  انتگرال

|||  قوی باشد و  ( ) ||| :  .t tA A =  ess sup 

تمام  مجموعه اندازهمیدانی  از  های  اساسی  کراندار  پذیر 

در  با    Aعملگرهای  Lرا  ( , )

  A  می دهیم. نمایش 

که است  )C  روشن  , ) L ( , )p

  A A  اگر  .A 

ایده  در یک  باشد،    B(H)آل  یکانی  پایای  آن  نرم  و 

Lگاه نرم آن ( , )p

  A  :پایای یکانی است؛ زیرا 

( )

( )

||| ( ) ||| ( ) ( )

( ) ( ) ||| ( ) ||| .

p p
t p t

p p
t t p

U A V t UA V d t

t A d t A

 

 





=

= =





1

1

 

هاس  کنید فرض  .1تعریف فضای  فشرده  یک  درف 

 باشد. در این صورت:  همراه با اندازه رادون 

(i)   میدان )های گوییم  )tA   و( )tB   در عملگرهای  از 

B(H)  همنوای خاصیت  تقریبی دارای  ضرب   10ی  برای 

هرگاه   است،  )هادامارد  ) ( )t s t sA A B B− − 0  

تقریباً همه جا نسبت به  . 
(ii)  های گوییم میدان( )tA   و( )tB  از عملگرهای در

B(H)  همنوای خاصیت  ضعیف دارای  ضرب   11ی  برای 
هرگاه است،  مثبت    هادامارد  خطی  تابعک  هر   برای 

)B(H)روی   )( ) ( )t s t sA A B B − − 0، 

تقریباً همه جا نسبت به . 

باشند،  qو  pکنید فرض.  1  قضیه نمایی  مزدوج 

p  1  ،A  * باناخ  فضای    جبر،  -یک  یک 
رادون   اندازه  با  همراه  فشرده  و    هاسدرف 

: [ , ) → 0   انتگرال تابع  باشد. یک  پذیر 
)کنید فرض همچنین   )t tA 

)و     )t tB 
ترتیب     به 

درمیدان L  هایی  ( , )p

  A    وL ( , )q

  A    با

 باشند. در این صورت:   خاصیت همزمانی تقریبی هادامارد

 
1. Almost synchronous property 

2. Weakly synchronous property 

(1.2  )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

t t

t s

s d s t A B d t

t A d t s B d s

   

   

 

 

 

 
 

pاگر برهان.    1    و( ) L ( , )p

tA   A .

می انتگرالنشان  پذیر انتگرال   روی   (1.2)های  دهیم 
انتگرال توابع  این  هستند.  از  بوخنر  و  هستند  قوی  پذیر 

Aنامساوی B A B :داریم 

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) =

||| ( ) ||| ||| ( ) ||| ,

t t t t

p qp q

t t

t p t q

t A B d t t A B d t

t A d t t B d t

A B

   

   

 

 

 



 

 

 
 

 و 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ||| ( ) ||| ||| ( ) ||| .

t t

t t

t t

p pq

t

q qp

t

t p t q

t A d t t B d t

t A d t t B d t

t A d t t B d t

s d s t A d t

s d s t B d t

s d s A B

   

   

   

   

   

 

 

 

 

 

 













 

 

 

 

 

 



11

11

 

pبرای   داریم: 1=

( )( )

( ) ( )

( ) ( )  

||| ||| ||| ||| ,

t t

t t
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pبه طور مشابه برای   =  :داریم 

( ) ( )

||| ( ) ||| ||| ( ) ||| ,

t tt A B d t

A B

 





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
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   و 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ||| ( ) ||| ||| ( ) ||| .
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 برقرار است.  (1.2)دهیم که نامساوی حال نشان می

( )

( ) ( )
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فشرده   کنیدفرض  .  1نتیجه   هاسدرف  فضای  یک 

رادون  اندازه  با  :و    همراه  [ , )→ 0    یک
نتگرال اگرتابع  باشد.  )پذیر  )tA    و( )tB  در میدان  دو 

( )L , L (H)2 2

  هم  با برای    نواییخاصیت  ضعیف 

 گاه:ضرب هادامارد باشند، آن

( )
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tr ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) tr ( ).
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نسبتبرهان.   جا  همه  تقریباً   که  است  به  روشن 

, ( ) ( )( )tr t s t sA A B B− − 0 .پس: 

( )

( )
( )

( ) ( ) )
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( ) ( ) ( ) tr ( )
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s d s t A B d t

t A d t t B d t

t s A A B B d t d s
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نیم یک  ادامه  روی -در  داخلی  ضرب 

( )L , L (H)2 2

  میارای منظور ه  این  برای  دهیم. 

 کنیم.ابتدا گزاره ساده زیر را ثابت می

, هر  برای  :1گزاره L (H)A B 2
شوارتز   نامساوی 

 است: برقرار زیر

(2.2  )

2

2 2

H H2 2

2 2

2 2

tr( ) tr( ) tr( )

                  1 1

                  .

A B A A B B

A B

A B

  

=



 

یک عملگر خطی کراندار   Aروشن است که اگر   اثبات:

 گاه عملگر الحاقی آن باشد، آن Aو   Hروی

( )
H

H H

H

tr( ) tr( )

               tr ( )( )

               .

A A A A

A A

A

 



=

=

= 
2

2

1

1 1
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,دهد که  این مطلب نشان می : tr( )A B A B  = 
نیم روی   -یک  داخلی  اینا  Hضرب  از  و  ست.  جا 

 شود. حاصل می( 2.2)نامساوی  نامساوی شوارتز،

 نگاشت (i)  .۲قضیه 

(3.2  )
( )

( )

2 2 2 2, : L ( ,L (H)) L ( ,L (H)) ,

( ), ( ) :

( ) ( ) ( ) tr ( )   
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t t
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s d s t A B d t

t A d t t B d t

 

   

   



 



 

     →

  =

− 

 

 

)روی  داخلی  ضرب  -نیم  یک )L , L (H)2 2


 و   است   

 شود. می حاصل زیر نامساوی

(۴.2  )

( )

( )

H
2

( ) ( ) ( ) tr ( )

tr ( ) ( ) ( ) ( )
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(ii)  کنید فرض( )( ), ( ) L , L (H)t tA B  2 2

   و

, L (H)A B  : ، در این صورت2

(5.2  )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
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)اگر    (i)  اثبات: )( ), ( ) L , L (H)t tA B  2 2

  ،باشد

می کهنشان   روی   (3.2)  هایانتگرال   دهیم 
  قوی   طور  به  توابع   این  .هستند  بوخنر  پذیرانتگرال 

 داریم: ( 2.2) نامساوی  بر بنا و  پذیرنداندازه



رودین تیموریان
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2 2
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2 22 2
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 همچنین داریم: 
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   

 

 به 

می که سادگی  داد  نشان  ,توان    ضرب -نیم  یک  
)روی  داخلی )L , L (H)2 2


نامساوی    بنابراین  است. 

 شود:می نتیجهشوارتز زیر 

(6.2  )( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )t t t t t tA B A A B B      

 از طرف دیگر

(7.2  )
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 به طور مشابه 

(8.2  )
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H
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و  (  6.2)  و (  8.2)  ، (7.2)های  نامساوی  از  استفاده  با
 حقیقی  اعداد برای زیر مقدماتی نامساوی

( )( ) ( )m n p q mp nq− −  −2 2 2 2 2 

 شود.حاصل می (۴.2)  در نظر مورد نامساوی

(ii)  کنید  فرض( )( ), ( ) L , L (H)t tA B  2 2

  و

, L (H)A B  . در این صورت: 2
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)اگر   . ۳قضیه   )( ), ( ) L , L (H)t tA B  2 2

    و

,بردارهای   , , L (H)A A B B  باشند  2 داشته  وجود 
 به طوری که

(9.2 )
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 برقرار است زیر در این صورت نامساوی

(10.2 )
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  ضریب
1

4
یعنی  است  12ظریف  ( 10.2)نامساوی    در   ؛ 

 .نمود جایگزین تریکوچک مقدار  با را  آن تواننمی

t  ( اگر 5.2)ی  استفاده از رابطه  با   اثبات: tA B=   به   و  

دهیم  قرار  Bو  A جای
2

A A +
 :گاهآن  ،

 
1. Sharp 
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 بنابراین

(11.2 )
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2
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 مشابه  طور به

(12.2  )
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  و  (6.2)  یرابطه  در  شوارتز  نامساوی  به  توجه  با
  دست   به  (10.2)  ، نامساوی(12.2)  و  (11.2)  هاینامساوی

فرض می حال  ثابت  با (10.2)  نامساوی  که  کنیدآید. 

0C   حاصل شود؛ یعنی 

(13.2 )
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فرض کنید   حال  je  فضای   برای  متعامد  پایه  یک  

:و    Hهیلبرت  H HHP →
1 با   متعامد  تصویر  یک   1

توسط شده تولید H1زیرفضای روی به یک رتبه je
1

 

)Htrباشد. روشن است که )P =
1

Hو   1 H HP P P=
1 1 1

 .

اگر قرار دهیم  : 0,1  = →،( )t  و 1=

(1۴.2)1

1

H

H

0 0 / 5

  0 / 5 1
t t

P t
A B

P t

−  
= = 

 

  

که  گاهآن است  )روشن  )( ) L , L (H)tA  2 2

    اما

ی کافی  که به اندازه  هاییtپیوسته نیست؛ زیرا اگر برای

supt اندنزدیک t0به  t tA A − 
0

گاه: ن،  آ 
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