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  چکیده

در این مطالعه، یک رویکرد جدید مبتنی بر روش فضاي هیلبرت هسته بازتولید براي تقریب جواب معادلات 

ت. بدین منظور ابتدا با استفاده از مفهوم فرم پارامتري معادله انتگرال انتگرال فازي نوع دوم خطی پیشنهاد شده اس

شود. سپس براي حل این دستگاه به روش هسته بازتولید فازي به یک دستگاه معادلات انتگرال قطعی تبدیل می

ارگیري شود. همچنین دو الگوریتم عددي براساس به کاشمیت استفاده می - مستقل از فرآیند متعامد سازي گرام

اساس روش هسته باز عددي بر شوند. صورت کلی جواباشمیت و بدون استفاده از آن مطرح می - فرایند گرام

گردد. تولید معرفی و قضیه همگرایی جواب روش پیشنهادي به جواب دقیق معادله انتگرال فازي مطرح و اثبات می

و الگوریتم پیشنهادي حل و نتایج به ازاي نقاط و در نهایت یک معادله انتگرال فازي نمونه با استفاده از هر د

اشمیت نتایج حاصل از -شوند. با توجه به مشکلات به کارگیري فرآیند گرامسطوح مختلف با یکدیگر مقایسه می

  الگوریتم جدید رضایت بخش هستند.

  

اشمیت، اعداد  -گرامفضاي هیلبرت هسته بازتولید، معادلات انتگرال فازي نوع دوم، فرآیند  هاي کلیدي: واژه

.فازي

                                                 
  ,fariborzi.araghi@gmail.com Emails: m_fariborzi@iauctb.ac.ir                                  دار مکاتبات:    . عهده*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش ه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتدانشگا                                                                                                   
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  مقدمه - 1

یکی از مباحث مهم در ریاضیات فازي حل معادلات 

انتگرال فازي است که براي توصیف و تحلیل مسائل 

دنیاي واقعی به عنوان ابزارهاي مهم ریاضی شناخته 

. ]25و22و19و15و13و10و8و7و6و4و1اند [شده

هاي مختلف علمی و معادلات انتگرال فازي در زمینه

مهندسی کاربرد دارند که از آنها براي معرفی مقادیر 

پارامتر نامشخص در مدلسازي بسیاري از فرآیندهاي 

شود فیزیکی در دنیاي واقعی بهره برده می

یی که ها، از آنجادر بسیاري از این معادله ].25و19[

به طور عدم قطعیت ارائه معمولا برخی از پارامترها 

معضل لازم است که یک  شوند، لذا براي حل اینمی

مدل مناسب و یک الگوریتم پایدار ارائه شود. شایان 

ذکر است که بحث عدم اطمینان در مراحل مختلف 

مدلسازي در بسیاري از موارد از جمله خطاها و 

ها، اندازه تقریبها در مقادیر برآورد، جمع آوري داده

هاي اولیه، پارامترها و ساختار مدل و گیري داده

  .شودمطرح میغیره 

با این حال، از آنجایی که ارائه یک فرمول صریح 

براي حل معادلات انتگرال فازي بسیار پیچیده بوده، 

هاي نامشخص، نیاز لذا براي رفع این پیچیدگی داده

هاي قابل اعتماد است. معمولاً با استفاده از به تقریب

پارامتري کردن اعداد فازي، معادله انتگرال فازي 

اند به یک دستگاه معادلات انتگرالی قطعی تومی

تبدیل شود که معمولا قابل حل است. در این 

]، روش 21خصوص، از روش تبدیل لاپلاس فازي [

]، روش تجزیه آدومیان 20تبدیل دیفرانسیل فازي [

] نیز استفاده شده 17] و روش تفاضل محدود [2[

  .است

 هاي عددي که براي معادلات انتگرالسایر تکنیک

]، درون 5هاي فازي هار [فازي مبتنی بر موجک

] و روش 14]، توابع مثلثی [6هاي لاگرانژ [یابی

توانند مطالعه شوند. اند، می] ایجاد شده3چبیشف [

غلامی و همکاران براي حل مسائل مقدار مرزي 

فازي، یک روش فضاي هسته باز تولیدي فازي را 

ي یک صمد- ، ال2019. در سال ]11[ارائه دادند 

روش جهت حل معادلات انتگرال مرتبه دوم فازي 

 ]. 23در فضاي هیلبرت پیشنهاد کرد [

در این مقاله، هدف اصلی حل معادله انتگرال خطی 

هاي فضاي هسته  با استفاده از روش فازي زیر

سازي کار گیري فرایند متعامدبازتولید فازي بدون به

 گرام اشمیت است. 

�(�)+ ∫ �(�,�)��(�)��= ��(�),
�(��	�)

�
   

� ≤ �,� ≤ �,			 )1                                  (  

  

 �پارامترهاي ثابت محدود هستند،  �و  �که در آن 

تابع  (�,�)�یک تابع با مقادیر فازي پیوسته است، 

ي با مقادیر حقیقی است، همچنین هسته اختیار

�� ∈ � �
ع مجهول فازي است که  تعیین تاب [�,�]�

�شود ومی �
، مربوط به فضاي هسته  [�,�]�

بازتولید است. شرایط کافی براي وجود یک جواب 

] آورده 6و2و1) در [1منحصر به فرد براي معادله (

طور کلی، هیچ روشی وجود ندارد که شده است. به

به دلیل پیچیدگی پارامترهاي نامشخص مربوط به 

لات، یک جواب صریح و واضح براي معادله این معاد

انتگرال ولترا یا فردهلم ارائه دهد. بنابراین، براي حل 

دي کارآمد قابل اعتماد این معادلات به یک روش عد

به همین منظور، با استفاده از فرم  نیاز است.

پارامتري اعداد فازي، معادلات انتگرال ولترا فازي به 

شود، سپس این دیل میدستگاه معادلات انتگرالی تب

هسته  دستگاه با استفاده از روش فضاي هیلبرت

گردد. با توجه به عدم حل می )RKHSبازتولید (

توان این مشکل را اشمیت، می-پایداري روند گرام

]، نویسندگان روشی را براي 8برطرف کرد. در [

دهند. حذف این فرایند در حالت قطعی پیشنهاد می

میم این روش براي حالت فازي در این پژوهش، با تع

 آید.) بدست می1یک جواب تقریبی براي معادله (

 2باشد. در بخش ساختار این مقاله به شرح زیر می

شود. بخش هاي لازم ارائه میمفاهیم و پیش زمینه

، 4، فضاي هیلبرت هسته بازتولیدي، در بخش 3
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معادله انتگرال فازي در فضاي هسته بازتولید ارائه 

ود و در آخر یک روش تقریبی و الگوریتم آن شمی

و نتیجه  5شود. اجراي روش در بخشپیشنهاد می

 .ارائه شده است 6گیري مقاله در بخش 

  

 هاپیش زمینه -2

در این بخش، به طور خلاصه برخی از تعاریف و 

طور مختصر بیان هاي فازي مورد نیاز را بهمجموعه

  کنیم.می

 

، مجموعه فازي ��زي ] عدد فا10[. 1.2تعریف 

�محدب و نرمال شده است که تابع عضویت آن در   

مجموعه تمام اعداد  ��اي پیوسته باشد. قطعه

فازي را نشان دهد، یعنی مجموعه نرمال، محدب، 

 طور اجمالی مجموعهاي، که بهفازي، پیوسته قطعه

�:��هاي فازي  →   کند. را پشتیبانی می [0,1]

0 < � ≤   ؛  1

[��]� = {� ∈ �|��(�)≥ �}  
  

��برش-  � مجموعه دهد. این مجموعه را نشان می  

0فشرده و غیر تهی براي هر < � ≤ ��و   1 ∈ �� 

�[��]است. اگر =  و  �به ترتیب  [(�)�,(�)�]

هاي پایینی و بالایی این مجموعه عنوان کرانرا به �

  گیریم.در نظر می

  

  . فرم پارامتري اعداد فازي2.2عریف ت

فرم پارامتري یک عدد فازي با یک زوج مرتب از 

=�روي   [� ,�]توابع به صورت معرفی  [0,1]

  ]:16[ شود و شرایط زیر براي آن برقرار استمی

1( � ∶�→ � یک تابع صعودي کراندار و از چپ   

 پیوسته است. Iروي 

2( � ∶�→ راندار و از چپ یک تابع نزولی ک �

 پیوسته است. Iروي بازه 

0براي  )3 ≤ � ≤ 1 ،�(1)≤ �(1). 

 

اعداد فازي باشند به طوري  ��	و ��اگر  .3.2تعریف 

�[��] که = �[��]و  �(�)�,(�)�� =

αو  �(�)�,(�)�� ∈ باشند، در این  [0,1]

  صورت اعمال فازي بین آنها این گونه تعریف 

  ]:26شوند [می

[�� + ��]� = ��(�)+ �(�),�(�)+ �(�)�, 

[ ��]� = � �(�), �(�)�, 

[�� ��]� = ��(�) �(�),�(�) �(�)�, 

[���]� = ���(�),��(�)�,											� ≥ 0, 

[���]� = ���(�),��(�)�,										� < 0. 

  

 تابعی باشد که توسط ��فرض کنید  .4.2تعریف 

��:� → � تعریف شده است بطوریکه که �� یک  

تابع با   ��فضاي بردار قطعی است. در این صورت

�شود. براي هرنامیده می � ارزش فازي در ∈ �  ،

 ، یک عدد فازي است (از آنجا که(�)��

�(�)	∈  و  (�)�دو عملکرد واقعی با ارزش ،��	

توان تعریف کرد. بنابراین، براي می � را براي (�)�

�	هر  ∈   (�,�)�و  (�,�)�اعداد قطعی، [0,1]

  ].15شود [محاسبه می

�(�,�) = ��(�)�(�),  

�(�,�) = ��(�)�(�)                           )2(  

 
تعریف شده در فضاي   ��ن، تابع ارزش فازيبنابرای

تواند یک خانواده از توابع با ارزش میV بردار واقعی 

�را براي   (�,�)�و (�,�)�واقعی  ∈ [0,1] 

چنین هم اند.) ارائه شده5ایجاد کند که در معادله (

�(�,�)	≤ �براي هر  (�,�)�	 ∈ [0,1]. 

  

⊇	�	:��تابع. 5.2تعریف  	�� �که   ∈ �  

به ازاي هر   (�,�)�و  (�,�)�پیوسته است اگر

� ∈ � و [0,1] ∈   ].7تابع پیوسته باشند [ دو �

  

⊇	�	:��فرض کنید که .6.2تعریف  	��   انتگرال  
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 (�,�)�و  (�,�)�، اگرxپذیر بوده و با توجه به 

�ي تابع انتگرال پذیر لبگ به ازادو  ∈ و براي هر  �

� ∈ ∫�و  [0,1] �(�,�)�� ,∫ �(�,�)���  

�باشند. براي  ∈ به  ��انتگرال تابع فازي  [0,1]

  شود:صورت زیر تعریف می

∫[��(�)]� �� =

�∫ �(�,�)�� ,∫ �(�,�)��� )3(                    

  

∫، 2.2با استفاده ازتعریف  و  ��(�,�)�

∫ و  2و 1هاي به ترتیب شرط ��(�,�)�

∫ �(�,1)�� ≤ ∫ را ارائه  3 شرط ��(1,�)�

  کنند.می

  

⊇	�	:��] فرض کنید 7[ .7.2 تعریف  و ��	

��:	�	⊆ و  ��دو تابع فازي باشند. فاصله بین  ��	

 :بصورت زیر تعریف شده است ��

�����,���=

Sup����� � �[��(�)]�,���(�)��� =
max
	

0 ≤ � ≤ 1
�Sup�∈���(�)�

�
� ��,���(�)�

�
�,	  

	Sup�∈[��(�)]� � �[�
�(�)]�,y�� )4(                

  

� که در آن در  معیار شناخته شده هاسدورف 

  است. �هاي غیر تهی ده همه زیر مجموعهخانوا

�	:��براي راحتی علامت گذاري، به ازاي  ⊆ 	��  

���(�)�
�

�
= �� ���(�),��(�)�,			∀�. )5(       

 

→[�,�]:�] فرض کنید 7[. 8.2تعریف  	��	 

در  �یک تابع فازي باشد. در این حالت، 

x� ∈ [a,b] ه اگرپیوسته بود 

∀� > 0,∃� > 0:���(�),�(x�)�< �   

  

xطوریکه  به ∈ [a,b]  و|� x�|<  �اگر . �

�xبراي هر ∈ [a,b],  ،یک  �گاه  آن پیوسته باشد

  است. [a,b]تابع پیوسته فازي در 

 فضاي هیلبرت هسته باز تولید فازي - 3

در ابتدا، از مفهوم هسته باز تولید براي ساختن 

�برت فضاي هیل 	
� [a,b] شود.استفاده می  

  

 اگر ]11تابع مطلق پیوسته فازي [. 1.3تعریف 

=�	یک تابع فازي روي  (�)��  و [�,�]

{(��,��)}���
هاي به اي از بازهیک مجموعه �

⊃(��,��)صورت  I  باشد. در صورتی که براي هر

 ریکهبطووجود داشته باشد  �، یک �

∑ ����(��),��(��)�< �
�
 براي ���

∑ (�� ��)
�
��� < یک تابع   (�)��گاهآن، �

  است. �روي   (FACF)پیوسته مطلق فازي

  

� ] فضاي فازي11[. 2.3تعریف  �
بعنوان  	[�,�]�

	}= 	
	� �

	��یک تابع فازي است، [�,�]�
یک  (�)�

FACF  بوده، و��	
�(�) ∈  [�,�]��و  [�,�]��

(�)��یک فضاي فازي،  = =(�)��}و  0   باشد. 0

ضرب داخلی فازي در این فضا به صورت زیر تعریف 

  .شودمی

��(�),��(�) � �� = ��(�)��(�)+   

∫ ��	
�(�)

�

�
��	
�(�)��;	��,�� ∈ � �

�[�,�],	 )6(        

 
(�)��,(�)�� طوریکهبه � یک ضرب داخلی  ��

�فازي در فضاي فازي  �
چنین، است. هم [�,�]�

  صورت زیر تعریف می شود:نرم فازي در این فضا به

‖��(�)‖� �� 	= 	� ��(�),��(�) � ��.  

  

.,. فرض کنید که در ادامه، � ضرب داخلی  ��

�فازي در فضاي فازي  �
�[a,b] چنین باشد. هم

  یک نرم فازي باشد. ‖.‖

  

H	]11[. 3.3تعریف  f�(x),f�(x) را با  به  �

باشند در نظر  Hمتعلق به  f�(x)و  f�(x) طوریکه

بگیرید. اگر یک تابع فازي وجود داشته باشد 
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∋R�(x) وریکهبط H و f�(x) شرط 

f�(x),R�(x) � = f�(x) گاه را برآورده کند، آن

R�(x) هسته بازتولید فازي از بعنوان H نامیده   

، یک Hچنین، هسته باز تولید فازي از شود. هممی

  .شودفضاي هسته بازتولید فازي نیز نامیده می

 

  هاي دقیق و تقریبی. جواب1.3

  . (عملگر مشترك هیلبرت فازي)4.3ریف تع

 فضاهاي هیلبرت فازي هستند، و �H و  �Hگیریم

�:H� → H�  ،یک عملگر خطی محدود فازي است

�در این صورت :H� → H�   یک عملگر مشترك

��فازي هیلبرت بوده در حالی که براي هر  ∈ �� 

��و  ∈ ��,���خواهیم داشت ، �� � 	=

	��,� �� .,.بطوریکه  � �� i= یک  1,2

) با استفاده از 1معادله (ضرب داخلی فازي است. 

دهد اشمیت، یک جواب تقریبی می- فرآیند گرام

کنیم روشی را جایگزین فرآیند ]. ما سعی می23[

صل از گرام کرده و نتیجه آن را با نتیجه تقریبی حا

  .مقایسه کنیم اشمیت- فرآیند گرام

 

معادله انتگرال فازي در فضاي هسته  - 4

 بازتولید 

در این بخش، معادلات انتگرال فازي را با استفاده از 

کنیم که در آن مفهوم انتگرال ریمان بررسی می

معادلات انتگرال فازي به دستگاه معادلات انتگرال 

تابع فازي شوند. اگر جواب یک قطعی تبدیل می

توان این کارها را انجام داد و در نتیجه باشد، می

انتگرال فازي در نظر گرفته  عنوانانتگرال باید به

 براي حل RKHS به منظور طراحی الگوریتم شود.

  گیریم: )،1معادله (

���,�,��(�)�= �(�,�)��(�)  .  

  

 با در نظر گرفتن فرم پارامتري براي هر دو طرف

  خواهیم داشت: )1له انتگرال فازي (معاد

[�(�)]� + ∫ ����,�,�(�)��
�
��

�(��	�)

�
				  

= [�(�)]�			� ≤ �,� ≤ � )7(                      

  

�[(�)�]طوري که به = و  �(�)��,(�)���

[�(�,�,�(�))]� =  بنابراین �(�)��,(�)���

����,�,�(�)�=

�
�(�,�)��(�)											�(�,�)≥ 0	

�(�,�)��(�)											�(�,�)< 0	
				 )8  (     

����,�,�(�)�=

�
�(�,�)��(�)											�(�,�)≥ 0	

�(�,�)��(�)											�(�,�)< 0	
  

 

بنابراین، با توجه به نتایج قبلی، معادله انتگرال فازي 

توان به شکل دستگاه معادلات ) را می1رابطه (

 :انتگرال قطعی زیر تبدیل کرد

��(�)+ ∫ ����,�,�(�)��� =
�(��	�)

�

�� (�) )9(                                                       

��(�)+ ∫ ����,�,�(�)��� =
�(��	�)

�

�� (�)  
 

→	�	:�� فرض کنید تابعی فازي پیوسته باشد.  ��	

��توانیم بگوییمرا برآورده سازد، می )1، (��	اگر    

) است. 1معادله انتگرال فازي ( یک جواب فازي براي

ادن جواب عددي براي مسئله به منظور نشان د

�:�گیریم که مدل، در نظر می �
�[�,�]→

� �
  یک عملگر خطی محدود است به  [�,�]�

(�)�� اي کهگونه = ) 9بنابراین، دستگاه (  (�)�

  :توان به شکل دستگاه زیر تبدیل کردرا می

��(�)= � ��,�	(�),��	(�),��	(�)�, )10 (  

��	(�)= � ��,�	(�),��	(�),��	(�)�  

  

 کهطوريبه

��	(�)= ∫ �(�,�)�	(�)��
�(��	�)

�
)11(        

��	(�)= ∫ �(�,�)�	(�)��
�(��	�)

�
  

  

�عضو  (�)	�و  (�)	�، (�)	�، (�)�و  �
�[�,�] 

� هستند. فرض کنید  �(�)= � �    به طوري(�)�
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� که �(�) = =�براي هر 	����|(�)�� 1,2,…   ،

زیر مجموعه متراکم روي  ��و  �عملگر مزدوج  �

  هستند. [�,�] بازه

ه با خصوصیات ) همرا1از طرف دیگر، معادله (

نحوه سر و کار داشتن با  2.2 و 1.2تعریف شده در 

دهد. را به ما نشان می FIE هاي عددي برايجواب

طور معادل به فازي اصلی را به IEتوانیم ما می

تبدیل کنیم. در نتیجه، نیازي به  IEs دستگاه قطعی

قطعی در محیط  IE بازنویسی روشهاي عددي براي

توانیم از روشهاي وض، میفازي نیست، اما درع

عددي مستقیم بر روي دستگاه معادلات انتگرال 

اشمیت - بدست آمده استفاده کنیم. فرآیند گرام

گیرد. ها مورد استفاده قرار میمعمولاً در این روش

گالب گوما و همکاران جواب تقریبی فرایند گرام را 

  به صورت زیر معرفی کردند:

  

���{��} اگر. 1.4قضیه 
مطرح شود،  [�,�]روي  �

��������گاه سیستم توابع متعامد آن
�

، یک سیستم 

�کامل از  �
�است و  [�,�]� �(�)=

����(�)|���� .  

  

  را بینید. ]9[براي اثبات این قضیه، مرجع 

اشمیت - )، از فرآیندگرام1براي حل معادله ( اگر

��������کنیم که یک دنباله متعامد استفاده می
�

از  

wفضاي  �
�[a,b] اي کهبه گونه کند،ایجاد می 

���(�)= ∑ ������(�)
�
��� ,				  

	�= 1,2,…                                         |)12(  

  

 سازي زیر هستند.ضرایب متعامد ��� که در آن

��� = 	
�

‖� �‖
,	                                       |)13(  

��� =
�∑ ������

�� �
���

� ‖� �‖
��∑ ���

��� �
���

							(�< �) )14(         

��� =
�

�‖� �‖
��∑ ���

��� �
���

								(�> 1)  

  

 که ريطوبه

��� = � �,��� � ��[�,�]  

  

���{��} اگر. 4.2قضیه 
تعریف  [�,�]روي بازه  �

خ�,�شود و
	
	� �
هاي دقیق دستگاه جواب [�,�]�

  به صورت زیر هستند: � و �) باشند، آنگاه 10(

�	(�)=

∑ ∑ ���� �
��,�(��),

��	(��),��	(��)
����(�)

�
���

�
���   

�		(�)=

∑ ∑ ���� �
��,�	(��),

	��	(��),��	(��)
����(�)

�
���

�
���   

  

ر چنین جواب هاي تقریبی از طریق رابطه زیهم

 آیند:بدست می

��(�)=

∑ ∑ ���
�
���

�
��� � ���,�(��),�����	(��),  

��	���(��)��
�
�(�)  )16   (                             

��	(�)= ∑ ∑ �������,�	(��),
�
���

�
���    

�����(��),��	���(��)��
�
�(�)  

  

w عضو (�)	�� و (�)�� طوریکهبه �
�[a,b] 

  هستند.

) بدیهی است که 16و فرایند ( )2.4(از قضیه اثبات: 

��������دنباله
�

یک دستگاه متعامد را در   

� �
  دهد.شکل می [�,�]�

�خ(�)	�,(�)	� از آنجا که �
هاي جواب [�,�]�

  (�)	�) هستند، بنابراین10دقیق براي دستگاه (

 تواند به سري فوریه بر اساس توابع متعامدمی

��������
�

 به صورت زیر گسترش یابد: 

�	(�)= ∑ �	(�),���(�) � ���
�
�(�)

�
���   )17(  

 

�و از آنجا که �
هیلبرت است، به این  فضاي  [�,�]�

�‖.‖همگرا در  )17( ترتیب سري �
بنابراین . است �

  صورت زیر نوشت:توان بهرا می 	(�)	�
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�	(�)= ∑ �	(�),���(�) � ���
�
�(�)

�
���   

= ∑ �	(�),∑ ������(�)
�
��� � �

����(�)
�
���   

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� �	(�),���(�) � ���

�
�(�)		  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� �	(�),� ��(�) � ���

�
�(�)  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� ��	(�),��(�) � ���

�
�(�)  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� ��	(��)���(�)  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� � ���,�(��),�����	(��),  

��	���(��)��
�
�(�),  )18(                               

  

 صورت زیر نوشت:توان بهرا می (�)	�چنین و هم

�	(�)= ∑ �(�),���(�) � ���
�
�(�)

�
���   

= ∑ �(�),∑ ������(�)
�
��� � �

����(�)
�
���   

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� �	(�),���(�) � ���

�
�(�)		  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� �	(�),� ��(�) � ���

�
�(�)  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� ��	(�),��(�) � ���

�
�(�)  

= ∑ ∑ ���
�
���

�
��� ��	(��)���(�)  

= ∑ ∑ �������,�	(��),
�
���

�
���   

�����(��),��	���(��)��
�
�.      )19(         

                 

توان مستقیماً با در نظر را میهاي تقریبی جواب

گرفتن عبارات بسیار دقیق در نمایش سري براي 

) بدست 15در (  (�)	�و (�)	� هاي دقیقجواب

 �آورد. بنابراین، اثبات قضیه کامل است. 

 

��(�)��� فرض کنید که. 4.3قضیه  ��
و  

‖��(�)‖� ���{��}ود شوند. اگر ) محد16در ( ��
� 

تعریف شود، و  [�,�]بر روي 

� و  	�(�)		��,(�)		��,(�)�,��

� � عضو �(�)		��,(�)		��,(�)�,�� �
�[�,�] 

براي هر یک از  بوده و

�(�),�(�),��		
�خ(�)		��,(�) �

آنگاه  [�,�]�

هاي در فرمول (�)	�� و (�)��هاي تقریبی جواب

و  (�)		� هاي تحلیلی) به جواب16تکراري (

  شوند و ) همگرا می10در دستگاه ( (�)		�

  شوند:هاي دقیق بصورت زیر بیان میجواب

�	(�)= ∑ �����(�);							
�
���   

�� = ∑ ���
�
��� � ���,�(��),	�����	(��),  

��	���(��)�  )20(                                          

�	(�)= ∑ �����(�);							
�
���   

�� = ∑ ���
�
��� � ���,�(��),�����	(��),  

��	���(��)�  

 
  را ببینید. ]9[براي اثبات فوق، مرجع 

  

��(�)	�,(�)	�فرض کنید . 4.4قضیه  �
�[�,�] 

 و �� ) و1اند جواب معادله () ارائه شده15در ( که

		��هاي تقریبی به ترتیب، خطاهاي جواب ��
(�) 

گاه خطاهاي ) باشند. آن16( طبق رابطه (�)	��و 

  بطور یکنواخت نزولی هستند. ��و  ��

جواب معادله  (�)	� و 	(�)	�فرض کنیم  اثبات:

جواب  (�)	��و  (�)	�� چنین) باشند. هم15(

 داده شده باشند. بنابراین داریم:) 16معادله (

����� ��
�
= ��	(�) ��	(�)�� ��

�
  

 

= �∑ �����(�)
�
����� �

� �
�

�
  

= ∑ ����
��

�����  )21(                                      

 چنینهم

‖��‖� ��
� = ��	(�) ��	(�)�� ��

�
  

= �∑ �����(�)
�
����� �

� �
�

�
  

= ∑ ����
��

�����   )22(                                     

  

�����واضح است  ��
�
≤ ‖��‖� ��

 ، خطايمتعاقباً. �

�‖.‖با در نظر گرفتن  �� �
طور یکنواخت ، به�

نیز با در نظر  ��یابد. بطور مشابه، خطاي کاهش می

�‖.‖گرفتن  �
یابد. لذا ، بطور یکنواخت کاهش می�

  �شود. اثبات کامل می

راي این الگوریتم در کامپیوتر، با این حال، در اج

��������
�

به دلیل گرد کردن خطاها، کاملاً متعامد  
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اشمیت از نظر - نیست. به عبارت دیگر، فرآیند گرام

عددي ناپایدار است و هزینه محاسباتی الگوریتم 

یمی از فرآیند زیاد است. بنابراین، فرآیند زیر که تعم

راي تقریب جواب ] است ب8[گفته شده در مرجع 

اشمیت  -انتگرال فازي نوع دوم به جاي فرآیند گرام

 .پیشنهاد شده است

این موضوع قضیه بعدي است که در آن از نمادهاي 

 :شودزیر استفاده می

�� = �

��� 			0		 … 	0		
��� 	��� 	 	 	0
							 						 …
��� ��� … ���

�  

�� = �

��� 			0		 … 	0		
��� 	��� 	 	 	0
							 						 …

��� ��� … ���

�  )23(             

�� = �

���(��)
���(��)

�����(��)

�  

�� =

���
���

���

  

Ʌ� =

Ʌ��
Ʌ��

Ʌ��

							  

	� = 1,2,… 	.  
 

���  کنیمفرض    .4.4 قضیه = [�
جواب . ��[��

) به ترتیب به صورت 19) و (18هاي (تقریبی رابطه

  زیر نیز قابل نمایش است:

��(�)= ∑ Ʌ�� �(�);	
�
��� 				  

Ʌ� = ∑ �������(��)
�
���  )24(                       

��(�)= ∑ Ʌ�� �(�).
�
��� 					  

Ʌ� = ∑ �������(��)
�
���   

  

��با در نظر گرفتن  اثبات: =   فرض کنیم (�,�)

��(�)= ∑ Ʌ�� �(�)=
�
��� ∑ �����(�).

�
��� )25(  

��(�)= ∑ Ʌ�� �(�)=
�
��� ∑ �����(�).

�
���   

=(�)���از آنجایی که  ∑ �����(�)
�
 داریم:، ���

∑ Ʌ�� �(�)=
�
��� ∑ ��

�
��� ���(�)=

∑ ��
�
��� ∑ ������(�)

�
��� =

∑ ∑ ��������(�).
�
���

�
���  )26(                        

∑ Ʌ�� �(�)=
�
��� ∑ �����(�)

�
��� =

∑ ��
�
��� ∑ ������(�)

�
��� =

∑ ∑ ��������(�).
�
���

�
���   

 

�������� دانیم می
�

�Ʌو   = ∑ �����
�
��� ,		 

Ʌ� = ∑ �����
�
��� 	(� = 1,2,… مستقل  (�,

 هستند، لذا خطی

�
Ʌ� = �

��,

Ʌ� = �
��.

 )27(                                           

 
  واضح است که �با توجه به تعریف عملگر 

���(�)= ��(�),  )28(                                    

���(�)= ��(�).  
 

=�براي هر  1,…   :داریم �,

��	�(�),�
�
� = �	�(�),�

�
�  

⇒ ∑ �� ����,��� = �	�(�),�
�
�

�
���   (29a) 

���(�),��� = ��(�),���       

⇒ ∑ �� ����,��� = ��(�),���
�
���   (29b) 

                                

کنیم. از سمت ) را ساده می29aرابطه (دو طرف 

  داریم: (29a)چپ رابطه 

∑ �� ����,��� =
�
���

∑ ��
�
��� ∑ ���

�
��� ∑ ���

�
��� ���,��  )30(   

= ∑ ��
�
��� ∑ ∑ ��� ���,�� ���

��
���

�
���   

= ∑ ��
�
��� (����)��,  

 

 4.1 و به کمک قضیه )29a(و از سمت راست رابطه 

 داریم

�	�(�),�
�
� = �� = ∑ ���

�
��� �	���(��),	  

  

  آید:رابطه زیر به دست می) 30و ( )29a(و از رابطه 

����� = ��.                                  )31(  
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��Ʌ) داریم 26با جایگذاري در رابطه ( = ��� .

  بنابراین

�Ʌ = ��                                          )32(  

  

کنیم. ا ساده می) ر29bدو طرف رابطه ( چنینهم

  داریم (29b) از سمت چپ رابطه

∑ �� ����,��� =
�
���

∑ ��
�
��� ∑ ���

�
��� ∑ ���

�
��� ���,��  )33(      

= ∑ ��
�
��� ∑ ∑ ��� ���,�� ���

��
���

�
���   

= ∑ ��
�
��� (����)��,  

  

 و به کمک قضیه )29b(ست رابطه و از سمت را

 داریم 4.1

�	�(�),� � = �� = ∑ ���
�
��� �	���(��),  

  

  آیدرابطه زیر به دست می) 33و ( )29b(و از رابطه 

����� = ��.                                   )34(  

  

��Ʌ) داریم 27طه (با جایگذاري در راب = ��� .

  بنابراین

�Ʌ = ��                                            )35(   

  

) نیز خواهد 24) به فرم (1لذا جواب تقریبی رابطه (

  □ .بود

  

  پیشنهادي روش   الگوریتم

در الگوریتم اصلاح شده براي روش فضاي هیلبرت 

وش تکراري براي تقریب تولیدي، از ر هسته باز

شود. معادله انتگرال فازي استفاده می عملگر

-همچنین براي حذف فرآیند متعامد سازي گرام

] 9اشمیت از روش پیشنهادي جوان و همکاران [

استفاده شده است تا اثر خطاي محاسبه متعامد 

این طریق، استفاده سازي از میان برداشته شود. از 

] تعامد 9[ و همکاران سازي گومااز روش متعامد

  سازي آنطور که در تکنیک کلاسیک فضاي هسته 
  

بازتولیدي مورد استفاده بود، تغییر یافته و ناپایداري 

عددي و حجم محاسبات مربوط به آن از الگوریتم 

 به علاوه با استفاده از ایدهکاهش یافته است. 

���(��)= زگشتی در اولین گام روش با (��)	��	

   خواهیم رسید. 4.2 به الگوریتم

  

  (با به کارگیري RKHS   روش -4- 1 الگوریتم

  اشمیت)-گرام روش

،  (�)��، عدد[0,1]بازه نقاطی مفروض در ورودي.

  .�و �، �، مقادیر �، � و توابع � عملگر

  .(�)��و  (�)��تقریبی  جواب خروجی.

� برايگام اول.  ≤ �و  � ≤ � اگر � ≤ قرار  �

=(�)�� دهید 1 + �. 

=(�)��در غیر اینصورت محاسبه کنید  1 + �.  

=� براي 1,2,…   مراحل زیر را انجام دهید: �,

�� قرار دهید =
���

���
� و  �(�)= ����(�)|����  

=� برايگام دوم.  1,2,… =� و �, 1,2,… ,� 

  ل زیر را انجام دهید:مراح

��� قرار دهید =
�

‖� �‖
≠� اگر  گاه قرار آن �

 دهید:

��� =
��

�‖� �‖
��∑ � �,��� � �

�[�,�]
���
���

∑ � �,��� ���.
���
���   

  

 .در غیر اینصورت قرار دهید

 ��� =
�

�‖� �‖
��∑ � �,��� � �

�[�,�]
���
���

  

  

=�براي گام سوم.  1,2,… مراحل زیر را  �,

  انجام دهید:

=(�)��� محاسبه ∑ �����(�)
�
���.  

=�براي گام چهارم.  1,2,… مراحل زیر را  �,

  انجام دهید:

=(��)�� قرار دهید =(��)�� و 0 0 .  

  قرار دهید
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�� = ∑ ���
�
��� �(��,�(��),�����	(��)  

,��	���(��))    

  قرار دهید

�� =   

∑ ���
�
��� � �

��,�(��),�����	(��),

��	���(��)
�  

 

(��)�	� محاسبه کنید = ∑ �����(��)	
�
 و ���

�	�(��) = ∑ �����(��)	
�
���.  

 (��)�	� و(��)�	�  هاي تقریبیخروجی جواب

  است و سپس متوقف شوید.

  

  (بدون RKHS  نهاديپیش روش - 4- 2   الگوریتم

  اشمیت)- گرام روش  به کارگیري

،  (�)��، عدد[0,1]بازه نقاطی مفروض در ورودي.

  �و �، �مقادیر  ،�، � توابع و� عملگر 

 . (�)��و  (�)��تقریبی  جواب خروجی.

� برايگام اول.  ≤ �و  � ≤ �   

�اگر  ≤ =(�)��قرار دهید  � 1 + �.  

=(�)��در غیر اینصورت محاسبه کنید  1 + �.  

=�براي  1,2,…   .مراحل زیر را انجام دهید �,

��قرار دهید  =
���

���
�و   �(�)= ����(�)|����  

=(��)�� قرار دهیدگام دوم.   و (��)	�	

��(��)= 	�	(��) .  

=�براي  1,2,…   مراحل زیر را انجام دهید:  �,

���قرار دهید  = [�
��]��،  

 قرار دهید گام سوم.

Ʌ� = ∑ �������(��)
�
�Ʌ و ��� =

∑ �������(��)
�
��� ،  

=(�)�� محاسبه کنیدگام چهارم. 

∑ Ʌ�� �(�)
�
=(�)�� و ��� ∑ Ʌ�� �(�)

�
���.  

�اگر  .گام پنجم < گاه قرار دهید آن �

� = � +   .و به گام سوم بروید 1

  در غیر اینصورت، توقف کنید.

  را چاپ کنید.  (�)��و (�)��گام ششم. 

 

  نتایج عددي -5

براي حل معادله RKHS  در این بخش از روش

انتگرال فازي استفاده شده است. به منظور مقایسه، 

روش به طور سیستماتیک با روش استفاده شده در 

شود. نتایج حاصل از این روش نشان ] مقایسه می9[

دهد که جواب به دست آمده یک تقریب مناسب می

براي جواب دقیق است. قابلیت اطمینان روش و 

که روش کاربرد بیشتري  شودافزایش دقت باعث می

داشته باشد. در فرایند محاسبه، تمام محاسبات 

 متلب نمادین و عددي با استفاده از بسته نرم افزاري

 .شودانجام می

مثال. معادله انتگرال ولتراي فازي را به صورت زیر 

  :]9در نظر بگیرید [

��(�)= [�,2 �]� + ∫ �����(�)��,
�

�
 )36(  

  

0که طوريبه ≤ � ≤ جواب دقیق این معادله . 1

  برابر است با

��(�)= [�
�

�
�(��� + 2� 1),

(���)

�
(���)  

+ 2�   .[0,1]خ�										,[(1
 

الف) محاسبه جواب تقریبی با استفاده از 

  :1- 4الگوریتم 

ال قطعی را در در این حالت دستگاه معادلات انتگر

=(�,�)�گیرم که تابع هسته نظر می ���� 

0 براي ≤ � ≤ بنابراین، با در نظر  .مثبت است 1

  توان نوشت)، می36گرفتن فرم پارامتري (

�	(�)= �� + ∫ �
����(�)��

�

�
,		  

0 ≤ � ≤ 1, )37(                                            

�	(�)= (2 �)� + ∫ �����	(�)��
�

�
,

0 ≤ � ≤ 1,  
  

�� صورتها را به�� دنباله نقاط =
���

���
, 

�= 1,2,3,… کنیم و در آن مقدار تعریف می �
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� = . خطاي مطلق گیریمرا در نظر می 101

�� = ��	(��) و  1در جدول شماره  �(��)��

��طلق خطاي م = ��	(��) در  �(��)�	�

  قابل مشاهده است.  2جدول شماره 

 

ب) محاسبه جواب تقریبی با استفاده از 

  : 2- 4الگوریتم 

  ) را با روش پیشنهادي (یعنی بدون 36معادله (

  

کنیم که نتایج بدست اشمیت) حل می-فرآیند گرام

 3شماره هاي ر جدولتوان دآمده از این روش را می

شود طور که مشاهده میمشاهده کرد. همان 4و 

) جواب تقریبی بدست آمده با 36براي معادله (

در بیشتر نقاط نسبت به  2- 4استفاده از الگوریتم 

داراي خطاي کمتر و در نتیجه دقت  1- 4الگوریتم 

بدست آمده با استفاده از  (�)��بهتري است. نمودار 

  قابل مشاهده است. 1در شکل  2-4الگوریتم 

  

 
 .1-4مختلف با استفاده از الگوریتم �	و  � ) در36براي معادله (  (�)	�. خطاهاي مطلق جواب تقریبی1جدول 

�� � = 0.25 � = 0.5 � = 0.75 � = 1 
0.25 3.17558	× 	10�� 6.35116	× 	10�� 9.52673	× 10�� 1.27023	× 	10�� 
0.5 6.97419	× 	10�� 1.39484	× 	10�� 2.09226	× 10�� 2.78968	× 	10�� 

0.75 8.61564	× 	10�� 1.72313	× 	10�� 2.58469	× 	10�� 3.44626	× 10�� 
1 4.44089	× 	10��� 8.88178	× 	10��� 8.43769	× 	10��� 1.77636	× 	10��� 

  

 .1-4مختلف با استفاده از الگوریتم �	و  � ) در36براي معادله ( (�)	� یبی. خطاهاي مطلق جواب تقر2جدول 

�� � = 0.25 � = 0.5 � = 0.75 � = 1 
0.25 2.22290 × 	10�� 1.90535 	× 	10�� 1.58779 	× 10�� 1.27023	× 	10�� 
0.5 4.88193 	× 	10�� 4.18452 	× 	10�� 3.4871 × 10�� 2.78968	× 	10�� 

0.75 6.03095 	× 	10�� 5.16939 	× 	10�� 4.30782 	× 	10�� 3.44626	× 10�� 
1 7.10543 	× 	10��� 1.68754 × 	10��� 1.28786 × 	10��� 1.77636	× 	10��� 

 
 .2- 4ا استفاده از الگوریتم مختلف ب�	و  � ) در36براي معادله ( (�)	�. خطاهاي مطلق جواب تقریبی3جدول 

�� � = 0.25 � = 0.5 � = 0.75 � = 1 
0.25 1.896× 10�� 7.58 × 10�� 1.707× 10�� 3.3034× 10�� 
0.5 2.350× 10�� 9.40 × 10�� 2.115× 10�� 3.761× 10�� 

0.75 2.514× 10�� 1.006× 10�� 2.263× 10�� 4.022× 10�� 
1 0.1378× 10�� 5.51 × 10�� 1.240× 10�� 2.204× 10�� 

 
 .2-4مختلف با استفاده از الگوریتم �	و  � ) در36براي معادله ( (�)	� . خطاهاي مطلق جواب تقریبی4جدول 

�� � = 0.25 � = 0.5 � = 0.75 � = 1 

0.25 9.29 × 10�� 6.826× 10�� 4.740× 10�� 3.3034× 10�� 

0.5 1.152× 10�� 8.461× 10�� 5.876× 10�� 3.761× 10�� 

0.75 1.232× 10�� 9.050× 10�� 6.285× 10�� 4.022× 10�� 

1 6.75 × 10�� 4.959× 10�� 3.444× 10�� 2.204× 10�� 
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�به ازاي  (�)��جواب تقریبی  .1شکل  =   .2-4یتم با استفاده از الگور ���

  

  

  

  گیرينتیجه - 6

در این مقاله، تعمیم روش فضاي هیلبرت هسته 

بازتولیدي معرفی و براي حل یک کلاس از معادلات 

انتگرال فازي نوع دوم استفاده شده است. مدل ارائه 

شده در اینجا مبتنی بر تئوري هسته باز تولید فازي 

است. در این روش از فرآیند متعامد سازي استفاده 

شود. با این حال، دقت الگوریتم بدون فرآیند نمی

اشمیت در اکثر نقاط بهتر از الگوریتم با  -گرام

استفاده از  فرآیند گرام اشمیت است. نتایج عددي 

کند که کاندیداي مناسبی به دست آمده تأیید می

  براي حل معادله انتگرال فازي است.

  

   

��(�) 

� 
� 
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