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 ۳۰/۰۴/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۱۸/۰۱/۹۸تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
푓:푉(퐺)تابع  → که  푢شود هرگاه هر راس يده مينام 퐺گراف  يبرا (RDF) يگر رومک تابع احاطهي {0,1,2}

푓(푢) = 푓(푣)که  푣ک راس يمجاور به  0 = 푤(푓) برابر است با RDF 푓ک ي ، باشد. وزن2 = ∑ 푓(푣)∈ عدد .
훾را با نماد  퐺گراف  يگر روماحاطه (퐺) ک ين وزن يم که کمتريدهيش مينماRDF  در گراف퐺 گر است. تابع احاطه

푓 يگر رومک تابع احاطهي 퐺گراف  يبرا (MRDF) ماليماکس يروم = (푉 , V , V   که يطورباشد بهيم (
푉 = {푣 ∈ 푉(퐺)|푓(푣) = برابر با  MRDF 푓ک ينباشد. وزن  퐺گراف  يگر برااحاطه يک مجموعهي {0

푤(푓) = ∑ 푓(푣)∈ مال گراف يماکس يگر روم. عدد احاطهاست퐺  را با نماد훾 (퐺) ن  يکه کمترم يدهيش مينما
م. ابتدا تمام يدهيمال را ادامه ميماکس يگر رومپارامتر احاطه ين مقاله مطالعه رو ياست. در ا 퐺در گراف  MRDFک يوزن 
훾که  ۶با کمر حداقل  퐺  يهاگراف (퐺) = 푛 −  يبرخ يمورد نظر را برا يژگيم و سپس و يکنيم يبندباشد، را دسته 2

  م.   يينمايم يبررس ۵با کمر  يهااز گراف
  

  مال.يماکس يگر روممال، عدد احاطهيماکس يگر روم، تابع احاطهيگر روم، عدد احاطهيگر رومتابع احاطه هاي کليدي:واژه
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  مقدمه .۱
ه گراف که در مقاله ينظر ياصطلاحات و نمادها يبرا

م. در يدهيارجاع م ]۷، ۶[ارائه نشده است، خواننده را به 
퐺ن مقاله، گراف يا = (푉,퐸)  يهاراسبا مجموعه  

푉 = 푉(퐺)  يهااليو مجموعه 퐸 = 퐸(퐺)  .است
|푉|ب با يترترا به 퐺مرتبه و اندازه گراف  = 푛  و

|퐸| = 푚 ييهاهمه راس يمجموعه م.يدهينشان م 
 ده و بهينام 푣باز  يگيمجاورند را همسا 푣که با راس 

را  푣 يبسته يگيم و همسايدهينشان م 푁(푣)صورت 
푁[푣]صورت به = 푁(푣) ∪ {푣} م. يکنيف ميتعر

푁(푆) =∪ ∈ 푁(푣) باز  يگيهمسا푆 ⊆ 푉  و
푁[푆]بسته آن برابر با  يگيهمسا = 푁(푆) ∪ 푆 
푣راس  ي درجه. است ∈ 푉(퐺)  برابر است با

푑푒푔 (푣) = 푑푒푔(푣) = |푁(푣)| .مم و ينيم
훿ب با يرا به ترت 퐺گراف  يمم درجه يماکس = 훿(퐺)  و

∆= ∆(퐺) ک را  ي يراس با درجه. ميکنيم يمعرف
م. منظور يناميبرگ و گراف همبند بدون دور را درخت م

 푃و  푛دور به طول  푛 ،퐶گراف کامل از مرتبه  퐾از 
푛ر به طول يمس −  ن راسيدورتر يفاصله. باشديم 1

 퐺را خروج از مرکز گراف  푣نسبت به راس  퐺گراف 
ن خروج يبه بزرگترم. يدهينشان م 푒(푣)م و با نماد ييگو

ند که با يک گراف قطر گراف گويها در از مرکز راس
푑푖푎푚(퐺) م. کمر گراف يدهينشان م퐺 طول ،

نشان  푔(퐺)باشد که با ين دور در آن گراف ميکوتاهتر 
 ∞، کمر آن را شامل دور نباشد 퐺م. اگر گراف يدهيم

نسبت  푢ر از راس ين مس يترم. طول کوتاهيکنيف ميتعر
ده که با ينام 푣از  푢 يرا فاصله 퐺در گراف  푣به راس 
푑(푢, 푣) م.يدهينشان م  
ده يگر ناماحاطه يک مجموعهي 퐴 푉(퐺)مجموعه 

푁[퐴]شود هرگاه يم = 푉(퐺)گر گراف . عدد احاطه
퐺  که با훾(퐺) يشود برابر با تعداد اعضاينشان داده م 
عضو ن تعداد يگر است که کمتر ک مجموعه احاطهي

مم تعداد عضو ينيگر با مممکن را دارد. هر مجموعه احاطه
گر م. مجموعه احاطهيدهيمجموعه نشان م-훾(퐺)را با 

퐷 푉(퐺) مال (يگر ماکساحاطه ک مجموعهيMDS (
푉شود هرگاه يده مينام − 퐷 گر ک مجموعه احاطهي
 퐺مال گراف يماکس گرنباشد. عدد احاطه 퐺گراف  يبرا

훾که با  (퐺) يشود برابر با تعداد اعضاينشان داده م 
ن تعداد  يمال است که کمتريگر ماکسک مجموعه احاطهي

مال توسط يگر ماکسعضو ممکن را دارد. مفهوم احاطه
اطلاعات  يشده است و برا يمعرف] ۸[و جاناکرام  يکول

  م.يدهيارجاع م] ۹[شتر خواننده را به يب
푓:푉(퐺)تابع  →  يگر رومک تابع احاطه ي {0,1,2}

(RDF) گراف  يبرا퐺 هرگاه هر راس شود يده مينام푢 
푓(푢)که  =  باشد که 푣ک راس ي، مجاور به 0

푓(푣) = برابر است با  RDF 푓ک ي. وزن 2
푤(푓) = ∑ 푓(푣)∈گراف  يگر روم. عدد احاطه퐺 

훾را با نماد  (퐺) ک ين وزن يم که کمتريدهيش مينما
RDF  در گراف퐺 شتر خواننده را ياطلاعات ب ياست (برا

 يگر رومتابع احاطه .م)يدهيارجاع م ]۷، ۶، ۵، ۴[به 
گر ک تابع احاطهي 퐺گراف  يبرا (MRDF)مال يماکس

푓 يروم = (푉 ,푉 ,푉   باشد که در آن يم (
푉 = {푣 ∈ 푉(퐺)|푓(푣) = ک مجموعه ي {0

 MRDF 푓ک ينباشد. وزن  퐺گراف  يگر برااحاطه
푤(푓)برابر است با  = ∑ 푓(푣)∈گر . عدد احاطه

훾که با نماد  퐺مال گراف يماکس يروم (퐺) ش ينما
است.  퐺در گراف  MRDFک ين وزن يم کمتريدهيم

زاده آهنگر  مال توسط عبدالهيماکس يروم ياپارامتر احاطه
اطلاعات  يبراشده است.  ي] معرف۱و همکاران در [

  م.يدهيارجاع م ]۳ ،۲[شتر خواننده را به يب
 يروم يا] پارامتر احاطه۱زاده آهنگر و همکاران [عبداله
از  ييهانمودند و در آن مقاله گراف يمال را معرفيماکس

 يعنيمال بزرگ، يماکس يروم يابا عدد احاطه 푛مرتبه 
훾 (퐺) = 푛 اند. در ادامه نموده يبنددسته را  

با  푛از مرتبه  ييها] گراف۳زاده آهنگر و همکاران [عبداله
푛مال يماکس يروم ياعدد احاطه −    يبندرا دسته 1

تمام  ]۲[زاده آهنگر و همکاران ن عبدالهياند. همچننموده
 يروم ياعدد احاطه يژگيبا و  푛 ياز مرتبه يها درخت
푛مال برابر يماکس − ن يکردند. در ا يبندرا دسته 2

مال را يماکس يروم ياپارامتر احاطه يمقاله مطالعه رو 
مال يماکس يروم ياژه پارامتر احاطهيم. به و يدهيادامه م

مورد مطالعه  ۶با کمر حداقل  퐺 يهاتمام گراف يرا برا
و  ۶با کمر حداقل  퐺 يهاتمام گراف يعنيم، يدهيقرار م

훾 يژگيو  (퐺) = 푛 − م. يکنيم يبندرا دسته 2
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با  يهااز گراف يبرخ يمورد نظر را برا يژگيسپس و 
ها ن مقاله تمام گرافيم. در ايينمايم يبررس ۵کمر 

  باشند.يم يهيربديهمبند و غ
گر مقاله مورد استفاده قرار يد يهار را در بخشيج زينتا
  م.يدهيم
 

  م:يدار 퐺هر گراف  يبرا] ۱[ه الف: يقض
훾 (퐺) ≤ 훾 (퐺) + 훿(퐺). 

  
푘ح مثبت يهر عدد صح  يبرا] ۱[گزاره ب:  ≥ 1، 

훾 (퐶 ) = 2푘 + 1،    
훾 (퐶 ) = 2푘 + 2  

  و 
 훾 (퐶 ) = 2푘 + 3. 

 ۲حداقل  ياز مرتبه 퐺هر گراف  يبرا] ۱[ه پ: يقض
  م:يدار

훾 (퐺) ≤ 푛 − ∆(퐺) + 1. 
  

퐺اگر ] ۳[مشاهده ت:  ≠ 퐾 ي از مرتبه يگراف  
훾گاه ، آنباشد ۴حداقل  (퐺) ≥ 훿(퐺) + 2.  

  
و فاقد  ۵حداقل  ياز مرتبه يگراف 퐺اگر ] ۳[ه ث: يقض

훾گاه ، آنباشد يراسدور سه  (퐺) = 푛 − اگر و  1
퐾است که از گراف  يگراف  퐺فقط اگر  م ير تقسيبا ز ,
푡کردن  ∈    يا از آن حاصل شوديال  {0,1,2,3}

 퐺 ∈ 푃 ,푃 ,푃 ,퐶 ,퐶 ,퐶 , 푆 , ∪ ℱ .  

  
  

  
  ℱخانواده   -۱شکل 

 
  
  يج مقدماتينتا -۲

گر مورد يد يهابخش يرا که برا يج ين بخش نتايدر ا
  م.يدهياز است ارائه مين

  
푛 ياز مرتبه يگراف 퐺اگر . ۱گزاره  ≥ باشد و  4

훾 (퐺) = 푛 −   گاه ، آن2
∆(퐺) − 훿(퐺) ≤ 3. 

  م:يالف و پ دار يهاهيبا استفاده از قضاثبات: 
푛 − 2 = 훾 (퐺)  ≤ 훾 (퐺) + 훿(퐺) 
≤ 푛 − ∆(퐺) + 1 + 훿(퐺) 

  لذا
∆(퐺) − 훿(퐺) ≤ 3. 

  
푛 ياز مرتبه يگراف 퐺اگر . ۲جه ينت ≥ باشد که  4

훾 (퐺) = 푛 − δ(퐺)گاه ، آن2 ≤ 푛 − 4.  
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 يهيجه بديت، نت يمشاهده يريکارگبا به اثبات:
  ■است.

  
باشد و  푛 ياز مرتبه يگراف 퐺د يفرض کن. ۳لم 

훾 (퐺) = 푛 −  صورت:ني. در ا2
گاه به باشد، آن ۴حداقل  ياز درجه يراس 푣اگر (الف) 

푢هر  يازا ∈ 푉(퐺) ،푑(푢, 푣) ≤ 2 .  
هر  يگاه به ازاباشد، آن ۳ ياز درجه يراس 푣 اگر(ب) 

푢 ∈ 푉(퐺) ،푑(푢, 푣) ≤ 5 .  
 ۴حداقل  ياز درجه  يراس 푣د يفرض کناثبات: (الف) 

وجود داشته  푢مانند  يد راسيباشد و فرض (خلف) کن
صورت نيدر ااست.  푣از  ۳حداقل  يباشد که در فاصله 

푓:푉(퐺)تابع  → ف  ير تعر يرا به صورت ز {0,1,2}
  : ديکن

푓(푣) = 2 ،푓(푥) = 0  
  

푥که در آن  ∈ 푁(푣) رئوس گراف قرار  يهيبق يو برا
푓(푥)د يده =  يبرا MRDFک ي 푓. واضح است که 1

푤(푓)است و  퐺گراف  = 푛 − |푁[푣]| + 2 × 1  
≤ 푛 − 5 + 2 
=  푛 − 3       

  
م: يدار MRDFف ين با توجه به تعريبنابرا

훾 (퐺) ≤ 푛 −   ، که تناقض است.3
باشد و فرض  ۳ ياز درجه  يراس 푣د يفرض کن(ب) 

  ۶حداقل  يدر فاصله  푢مانند  يد که راسي(خلف) کن
  واقع بر يرا راس 푤وجود داشته باشد.  푣نسبت به 
푢 − 푣 نسبت به  ۳ ير و در فاصله يمس푣  در نظر

 د. واضح است که تابع يريبگ
푓 = (푁(푣) ∪ 푁(푤),푉(퐺) − (푁[푣] ∪ 
푁[푤]), {푣,푤}) 

  
  است با: است و وزنش برابر 퐺گراف  يبرا MRDFک ي

푤(푓) = 푛 − |푁[푣] ∪푁[푤]| + 2 × 2 
≤ 푛 − 7 + 4                      
= 푛 − 3                             

  
훾 يعني (퐺) ≤ 푛 −   ■که تناقض است.  3
  

، از ۶با کمر حداقل  푮هاي بندي گرافدسته -۳
풏اي رومي ماکسيمال و عدد احاطه 풏مرتبه  − ퟐ  

حداقل  ي، از مرتبه۸ا ي ۷، ۶با کمر  يگراف 퐺. اگر ۴لم 
푔(퐺) + 훾و  1 (퐺) = 푛 − گاه باشد، آن 2
∆(G) = 3 .  

  

푔(퐺) ياز مرتبه يگراف 퐺چون  اثبات: + است،  1
(퐺)∆لذا  ≠ (퐺)∆د که يفرض (خلف) کن . 2 ≥ و  4

مم درجه يدلخواه با ماکز يراس 푥د ين فرض کن يهمچن
که  يوجود دارد به طور 푦مانند  يباشد. به وضوح راس
푑(푥,푦) ≥   ■ در تناقض است. الف-۳لم ، که با 3

  
همان  퐶مربوطه نماد  يها ر و اثباتيج زيدر نتا تبصره:
퐶 (   است. (

  
و از  ۷با کمر حداقل  يگراف 퐺 د يفرض کن. ۵لم 

훾. اگر باشد 푛 يمرتبه  (퐺) = 푛 − دو  퐶و دور  2
ن دو راس يگاه ا، آنداشته باشد ۳ يراس از درجه 

  .مجاورند
퐶د يفرض کناثبات:  = (푥 푥 … 푥 ( ک دور ي ((

 ۳ يد که دو راس از درجه يباشد. فرض (خلف) کن 퐺 از 
  :ر وجود دارديز يهامجاور نباشند. حالت 퐶دور  يرو 
  

deg(푥حالت الف:  ) = deg(푥 ) = 3. 
푦د يفرض کن 푦و     푥و  푥 يب مجاورهايبه ترت  

  تابعوضوح به ستند. ين 퐶دور  يکه رو باشند 
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −  است. 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   که تناقض است. 3
  

deg(푥حالت ب:  ) = deg(푥 ) =   که در آن 3
푖 ∈ {4,5, … , + 1}. 

푦د يفرض کن  푦و     푥و  푥 يب مجاورهايبه ترت  
ر يرا به صورت ز 푓تابع ستند. ين 퐶دور  يکه رو باشند 

  د:يف کن يتعر
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푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푦 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푦 }), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺 يبرا MRDFک ين تابع يا −  است. 3

훾لذا  (퐺) ≤ 푛 −   ■باشد. يکه تناقض م 3
  

 يو از مرتبه ۸ا ي ۷با کمر  يگراف 퐺د يفرض کن .۶لم 
푛  باشد. اگر훾 (퐺) = 푛 − هر راس گاه ، آن2

  باشد.يم ۲حداکثر  ياز درجه  퐶خارج دور 
퐶د يفرض کناثبات:  = 푥 푥 … 푥 ( ) ،

deg(푥 ) = 푦و  3  퐶دور  يباشد که رو  푥مجاور   
، مانند 퐶با توجه به کمر گراف هر راس خارج دور . ستين
푦 از رئوس  يکي، حداکثر به퐶  .مجاور است 

deg(푦د  يفرض (خلف) کن = 푦 ) =  :تابع  .3
푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푦 ] 
 

∪푁[푥 ]), {푦 , 푥 }) 
  

  
푛با وزن  퐺 يبرا MRDFک ي − است لذا  3

훾 (퐺) ≤ 푛 −   که با فرض در تناقض است. 3
مجاور  퐶چکدام از رئوس يبه ه 푦د راس يحال فرض کن
مجاور به دو راس  푁(푦)چ دو راس از ينباشد. چون ه

است که  يقابل بررس يسادگستند، لذا بهين 퐶مجاور از 
훾 (퐺) ≤ 푛 −   ■ ، که تناقض است.3

  
و از  ۷با کمر حداقل  يگراف 퐺 د يفرض کن . ۷گزاره 

훾باشد. اگر    푛  يمرتبه  (퐺) = 푛 −  گاهباشد، آن  2
퐺  دارد ۳ يحداکثر دو راس از درجه.  

جه دلخواه حاصل ينت ۶و  ۵ يهابا توجه به لماثبات: 
 ■ شود.يم

  
  

  
 푯ퟐو   푯ퟏهاي  گراف   -۲شکل 

 
 

퐺اگر  .۸مشاهده  ∈ {퐻 ,퐻 گاه باشد، آن {
훾 (퐺) = |푉(퐺)|− 2.  

  
퐺د يفرض کن .۹لم  ≇ 퐻 ,퐻 و از  ۶با کمر  يگراف

훾باشد. اگر  푛 يمرتبه  (퐺) = 푛 −  퐶و دور  2
گاه هر راس آن ،داشته باشد ۳ يحداقل دو راس از درجه 

  برگ است. 퐶خارج دور 
퐶د يفرض کناثبات:  = (푥 푥 … 푥 در ک دور ي (

퐺  يهاهستند. حالت  ۳ يباشد که دو راس آن از درجه 
  :ميکنيم ير را بررسيز

  دو راس مجاور باشند. )الف

푦د يت مساله فرض کن يدادن کلبدون از دست 푦و      
푥 يمجاورها 푥و    푦د کهيباشند. فرض (خلف) کن     

푦برگ نباشد و  푦 ∈ 퐸(퐺)يها. اگر راس 푥  푦و   
 :گاه تابعآنمجاور نباشند، 

푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − در باشد. يم 3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 −   ، که تناقض است. 3

푥د يحال فرض کن   푦 ∈ 퐸(퐺)صورت تابعني. در ا 
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푥 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푥 }), {푥 , 푥 }) 
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푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − در است.  3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 −   باشد.ي، که تناقض م3

  دو راس مجاور نباشند. )ب
deg(푥د يابتدا فرض کن ) = deg(푥 ) = و   3

푥 يب مجاورهايترتبه 푦و  푦 يهاراس 푥و    باشند   
푦د که يستند. فرض (خلف) کنين 퐶دور  يکه رو  برگ   

푦نباشد و  푦  ∈ 퐸(퐺) . چون퐺 ≇ 퐻اگر ، 
푥  푦 ∉ 퐸(퐺)تابعگاه ، آن 

푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −   باشد. يم 3

  

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   که تناقض است. 3
푥د يحال فرض کن  푦 ∈ 퐸(퐺) . واضح است که

با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک يهمانند حالت الف 
푛 −   باشد.يکه تناقض مافت، يتوان يم 3

deg(푥ت اگر يدر نها ) = deg(푥 ) = و  푦و   3
푦 يب مجاورهايبه ترت 푥  و푥  دور  يکه رو باشند퐶 

퐺چون   ستند،ين ≇ 퐻گاه تابع، آن  
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푦 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푦 }), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −   باشد.يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   ■باشد.يکه تناقض م 3
  

و با کمر  푛 ياز مرتبه  يگراف 퐺د يفرض کن .۱۰لم 
훾باشد. اگر  ۷حداقل  (퐺) = 푛 − و دو راس دور  2

퐶  گاه هر راس خارج دور باشند، آن ۳ ياز درجه퐶  برگ
  است.

퐶د يفرض کناثبات:  = (푥 푥 … 푥 ( از  يدور ((
  باشند. بنايم ۳ ياست که دو راس آن از درجه퐺 گراف 

  

ت  يدادن کلن دو راس مجاورند. بدون از دستيا ۵به لم 
دو راس مورد نظر باشند و  푥و  푥د يمساله فرض کن 

푦  و푦 دور  يکه رو  ها باشندآن يب مجاورهايبه ترت
퐶 د که يستند. فرض (خلف) کنين푦 برگ نباشد. چون   

푔(퐺) ≥ 푦، راس 7 푦به    مجاور  퐶و رئوس   
وجود داشته باشد که   푦مانند  يد راسين بايست. بنابراين

푦 푦 ∈ 퐸(퐺) . لذا تابع 
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −  ■ که تناقض است. 3
  

퐺د يکن فرض . ۱۱لم  ≇ 퐻 ۸ا ي ۷، ۶با کمر  يگراف ،
شامل  퐺باشد. اگر  푛 يو از مرتبه ۳ يمم درجهيماکز

푃 = 푥 푦 …푦 ،퐶 = (푥 푥 … 푥 ( باشد که  ((
푖 ،푉(퐶)ک ي يبرا ∩ 푉(푃 ) = {푥  و {

훾 (퐺) = 푛 − 푙گاه ، آن 2 ≤ 2.  
  د يت مساله فرض کنيدادن کل بدون از دستاثبات: 
푖 = 푙د که  يکن. فرض (خلف) 1 ≥ 3.  

푦اگر  푥 ∉ 퐸گاه تابع، آن 
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − . باشديم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   که تناقض است.  3
푦د يحال فرض کن  푥 ∈ 퐸صورت تابع ني. در ا  

푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푦 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푦 }), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − در . باشديم 3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 −   ■که تناقض است.  3
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 ℛ  خانواده -۳شکل 

  
  

و با کمر  푛از مرتبه  يگراف 퐺د يفرض کن. ۱۲ه يقض
훾صورت نيباشد. در ا ۶حداقل  (퐺) = 푛 − اگر  2

퐺و فقط اگر  ∈ {퐶 ,퐶 ,퐶 ,퐻 ,퐻 } ∪ℛ .  
훾د يفرض کن اثبات: (퐺) = 푛 − د يفرض کن . 2

퐶 = (푥 푥 … 푥 ( باشد.  퐺از ک دور ي ((
  م:يريگير را بر اساس کمر گراف در نظر ميز يهاحالت

  
푔(퐺)حالت اول:  ≥ 9.  

(퐺)∆ دهيممينشان  = که د يفرض (خلف) کن. 2
∆(퐺) ≥ ت مساله فرض يدادن کل. بدون از دست 3

deg(푥د يکن ) ≥ 푥و  3  푦 ∈ 퐸(퐺) چون .
푔(퐺) ≥ مجاور  퐶ک از رئوس يچ يبا ه 푦لذا  9

 ست. حال واضح است که تابع ين
푓 = ( 푥 , 푥 ( ), 푥 , 푥 , 푥 , 푥 ,푉(퐺) − 
푥 , 푥 , 푥 ( ), 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , {푥 , 
푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −  باشد.يم 3

훾جه يدر نت (퐺) ≤ 푛 −  که تناقض است. 3
퐺ب،  يگزارهلذا با توجه به  ∈ {퐶 ,퐶 ,퐶 }.  

  
푔(퐺)حالت دوم:  ∈ {7,8}.  

(퐺)∆اگر  =    퐶ا ي 퐶 يهااز گراف  يکي 퐺ه گا، آن2
  

훾ب،  يباشد که بنا به گزارهيم (퐶 ) =  و  6
 

훾 (퐶 ) =  ۴که تناقض است. حال بنا به لم  7
(퐺)∆م: يدار =  ۱۱و  ۱۰،  ۶،  ۵ يها. با توجه به لم3
퐺م: يدار ≅ 푅  که در آن푖 = 1,2, … . ,6.  
  

푔(퐺)حالت سوم:  = 6.  
(퐺)∆شود که يجه ميهمانند حالت دوم نت = . اگر 3

گاه با داشته باشد، آن ۳ ک راس از درجهيفقط  퐶دور 
퐺م که يريگيجه مينت ۱۱توجه به لم  ≅ 푅  که در آن
푖 =  ۳ دو راس از درجه 퐶د دور ي. حال فرض کن7,8,9

 ۹و لم  ۸ ين حالت با توجه به مشاهدهيداشته باشد. در ا
퐺شود يجه مينت ≅ 푅  که در آن푖 = . در 11 و10

داشته باشد.  ۳ سه راس از درجه 퐶د دور يت فرض کنينها
푦د يقرار ده   ،푦 푦و       푥 ،푥 يب مجاورهايبه ترت  

  

 واضح است که تابع باشند. 푥و 
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − در باشد. يم 3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 − که تناقض است. حال با  3

퐺شود که يجه مينت ۹توجه به لم  ≅ 푅.  
 ■ه واضح است. يحالت عکس قض يبررس

 
و  ۵، کمر 풏از مرتبه  ييهاگراف يدسته بند -۴

풏مال يماکس يروم ياعدد احاطه − ퟐ 



  ۲۰۴                           ۱۳۹۹ مرداد و شهريور، بيست و پنجم ، شماره  ششم هاي نوين در رياضي/ سال پژوهش /و همکاران   کمالي پاشاکلاييريم م
 
 

 

퐺د يفرض کن. ۱۳لم  ≠ 퐶 و از  ۵با کمر  يگراف
훾باشد. اگر  푛 يمرتبه  (퐺) = 푛 − گاه ، آن2

∆(퐺) ∈ {3,4} .  
퐶د يفرض کن اثبات: = (푥 푥 푥 푥 푥 . فرض (

(G)∆د که يکن )(خلف ≥  푥د ين فرض کني. همچن5
خارج دور و مجاور  يراس 푦مم و يماکز يبا درجه  يراس

푥الف، - ۳با توجه به لم آن باشد.  ∈ 퐶 .ر يرا در غيز
 푥نسبت به راس  퐺از رئوس  يبعض يصورت فاصله نيا
 باشد که تناقض است. به وضوح تابعيم ۲شتر از يب

푓 = (푁(푥) − {푦} ,푉(퐺) − (푁[푥] − { 
푦}) , {푥})   

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − در باشد. يم 3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 −  ■ که تناقض است. 3
  

 푛 يمرتبهو از  ۵با کمر  يگراف 퐺د يفرض کن. ۱۴لم 
(퐺)∆که  باشد = 훾اگر . 4 (퐺) = 푛 − 2، 

دور  يدارد که رو  ۴ يک راس از درجهيقاً يدق 퐺گاه آن
퐶 واقع است. 

퐶د يفرض کناثبات:  = (푥 푥 푥 푥 푥 از ک دور ي (
퐺 د يفرض کنن يباشد. همچن 푥 ياز درجه  يراس 

∆(퐺) م يدهيباشد. نشان م푥 ∈ 퐶 .  
푥د که يفرض (خلف) کن ∈ 푉(퐺) − 푉(퐶) اگر .

푁(푥) ∩ 푉(퐶) = از رئوس  يبعض يفاصلهگاه ، آن∅
الف -۳باشد که با لم يم ۲شتر از يب 푥به  نسبت퐺 گراف 

د يت مساله فرض کنيدادن کلبدون از دست تناقض دارد.
푁(푥) ∩ 푉(퐶) = {푥 푦د ين فرض کني. همچن{ و   

푦 ستند. چون ين 퐶دور  يباشند که رو  푥 يهامجاور  
푦ک از يجه هر ياست، در نت ۵کمر گراف    ها که  
푖 ∈ مجاور  푥ا ي 푥از رئوس  يکي، فقط به {1,2}

푦د يباشد. فرض کنيم 푥 ∈ 퐸(퐺)  و  
푦 푥 ∈ 퐸(퐺)صورت تابعني. در ا 

푓 = ({푦  ,푦 ,푥 , 푥 , 푥 },푉(퐺) − 
{푥,푦 ,푦 ,푥  , 푥 , 푥 , 푥 }, {푥, 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺براي گراف  MRDFيک  −   در  باشد.مي 3

  

훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 − ر يدر غ که تناقض است. 3
 الف تناقض است.-۳صورت بنا به لم نيا

 ۴ ياز درجه 퐶ک راس يم حداکثر يدهيحال نشان م
 ۴ ياز درجه  퐶د که دو راس ياست. فرض (خلف) کن 

  :ميکنيم يبررسر را يز يها، حالتباشند
  

  دو راس مجاور باشند.حالت اول: 
د يت مساله فرض کنيبدون از دست دادن کل

deg(푥 ) = deg(푥 ) = 푦و رئوس   4 푦و      
푦و رئوس  푥مجاور  푦و     باشند. تابع 푥مجاور   

푓 = ({푦  , 푥 ,푦 ,푦 , 푥 },푉(퐺) − 
{푥 ,푦 ,푥 , 푦  ,푦 , 푥 , 푥 }, {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. در يم 3
훾جه ينت (퐺) ≤ 푛 −   که تناقض است. 3
  

  دو راس مجاور نباشند. حالت دوم: 
د يت مساله فرض کنيبدون از دست دادن کل

deg(푥 ) = deg(푥 ) =  صورت تابعني. در ا4
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푥 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푥 }), {푥 , 푥 }) 
 

푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − است و  4
훾دهد يجه مينت (퐺) ≤ 푛 −    که تناقض است. 4
 

مم ي، ماکز۵با کمر  يگراف 퐺د يفرض کن. ۱۵لم 
훾اگر باشد. 푛 يمرتبهو از  ۴ يدرجه  (퐺) = 푛 − 2، 

از ، 퐶دور  يرو  ۴ يگاه رئوس نامجاور با راس از درجهآن
  باشند.يم ۲ يدرجه 

퐶د يفرض کن اثبات: = (푥 푥 푥 푥 푥  ازک دور ي (
퐺  ت يدادن کلون از دستبد ۱۴باشد. با توجه به لم

deg(푥د يمساله فرض کن ) = م يدهينشان م .4
deg(푥 ) = deg(푥 ) = د که  ي. فرض (خلف) کن2

deg(푥 ) = deg(푥ا ي 3 ) = صورت ني. در ا3
 وضوح تابعبه

푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) − {푥 },푉(퐺) − 
(푁[푥 ] ∪푁[푥 ] − {푥 }), {푥 , 푥 }) 
 

푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3
훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   ■ که تناقض است. 3
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 ℳ  خانواده -۴شکل 

  
  

مم ي، ماکز۵با کمر  يگراف 퐺د يفرض کن. ۱۶ه يقض
  صورتنيدر اباشد.  푛 يو از مرتبه ۴ يدرجه

훾 (퐺) = 푛 − 퐺اگر و فقط اگر  2 ∈ ℳ.  
훾.د يفرض کناثبات:  (퐺) = 푛 −   اگر  2

퐶 = (푥 푥 푥 푥 푥 باشد،  퐺از گراف ک دور ي (
دارد   ۴ يدرجه ک راس از يفقط  퐺، ۱۴گاه بنا به لم آن

ت يدادن کل ز واقع است. بدون از دستين 퐶دور  يکه رو 
deg(푥د يمساله فرض کن ) = 푦 يهاو راس 4 و   

푦 بنا به ستند. ين 퐶دور  يباشند که رو  푥  يهامجاور  
푖هر  يشود که برايجه مينت ۱۵لم  ∈ {3,4} ،

deg(푥 ) =   :ميکنيم ير را بررسيز يها. حالت2
  

푖هر  يبراحالت اول:  ∈ {2,5} ،deg(푥 ) = 2.  
مجاور  يهااز راس يکيو  دور باشدتک 퐺گر ا. ۱ادعا 

 ۳ ياز درجه ستين 퐶 دور  يکه رو  ۴ يبه راس درجه
  باشد. يگر برگ ميگاه راس د، آنباشد

deg(푦د يفرض کناثبات:  ) = و فرض (خلف)  3
deg(푦د که يکن ) ≥ باشد. در  푦مجاور به  푦و  2

  ف تابع يصورت با تعرنيا
푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푦 ] 
∪푁[푥 ]), {푦 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −   باشد. يم 3

  

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □ که تناقض است. 3
حداکثر  يدر فاصله  퐺الف هر راس از – ۳حال بنا به لم 

جه ينت ۱ ياست. لذا با توجه به ادعا 푥نسبت به راس  ۲
푖هر  يشود که برايم ∈ {1,2,3,4} ،퐺 ≅ 푀 . 

دور نباشد. بنا به مفروضات بالا، تک 퐺د يحال فرض کن
deg(푥 ) = 푖که در آن  2 ≠ - ۳با توجه به لم . لذا 1

푦 يهاالف راس 푦و    ک دور واقع شوند. از يد در يبا  
deg(푦د يبا يطرف ) = deg(푦 ) = ن ي. به ا2
퐺شود که يجه ميب نتيترت ≅ 푀.  
  

deg(푥حالت دوم:  ) = deg(푥و  3 ) = ا ي( 2
deg(푥 ) = deg(푥و  3 ) = 2.(  
د  يت مساله فرض کني دادن کلبدون از دست
deg(푥 ) = 푥و  3 푦  ∈ 퐸(퐺) .  

  
푦اگر . ۲ادعا   퐶راس خارج دور گاه هر برگ باشد، آن  

  باشد.يم ۲حداکثر  ياز درجه 
deg(푦د که يفرض (خلف) کناثبات:  ) ≥ . با توجه 3

deg(푦: داريم ۱۴به لم  ) =  صورت تابع نيدر ا .3
푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푦 ] 
∪푁[푥 ]), {푦 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي −   باشد. يم 3
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훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □که تناقض است.  3
و مفروضات بالا و لم  ۲ يب با توجه به ادعايترت نيبه ا

퐺م: يالف دار-۳ ≅ 푀 ,푀 ,푀 ,푀  . 
푦د يحال فرض کن 푦برگ نباشد و    푦 ∈ 퐸(퐺) با .

푦الف راس -۳توجه به لم  از رئوس  يکيد فقط به يبا  
푦 푦ا ي   صورت تناقض است. نير ايمجاور باشد، درغ  
퐺ب ين ترتيبه ا ≅ 푀 ,푀.  

  
푖هر  يبراحالت سوم:  ∈ {2,5} ،deg(푥 ) = 3 .

푦د يکن فرض 푦و     푥و  푥 يب مجاورهايبه ترت  
  باشند. 

  
푦اگر . ۳ادعا  푦و    푦گاه برگ باشند، آن   푦و      

  برگ هستند. 
deg(푦د که يفرض (خلف) کن اثبات:  ) = . در 2

 صورت تابع نيا
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □ که تناقض است. 3
شود يجه ميو مفروضات بالا نت ۳ يحال با توجه به ادعا

퐺که  ≅ 푀 .  
푦 يهاد راسيحال فرض کن 푦ا ي   برگ نباشند. اگر   

푦 푦 ∈ 퐸(퐺)وضوح گاه به، آن푦 푦و    برگ   

شود. لذا يصورت تناقض حاصل من ير ايهستند. در غ
퐺 ≅ 푀 اگر .푦 푦 ∉ 퐸(퐺)۳لم  بنا بهگاه ، آن -

푔(퐺)الف و فرض  = 5 ،푦 از  يکيد حداکثر با يبا  
푦رئوس  푦ا ي   푦، مثلاً   ه مشترک داشته ي، همسا 

푦باشد. حال اگر  퐺 گاهبرگ باشد، آن   ≅ 푀  و اگر
푦 ه  يک همسايبرگ نباشد، طبق مفروضات بالا حداکثر   

푦مشترک با  퐺 دارد. لذا   ≅ 푀.  
 ■ ه واضح است.يضحالت عکس ق يبررس
دور از مرتبه تک  يهاگراف  ين قسمت به دسته بنديدر ا
푛 يروم ياو با عدد احاطه ۳ مم درجهي، ماکز۵، کمر 

푛مال يماکس −   م.يپردازيم 2
  

، ۵دور با کمر گراف تک   퐺 د يکن فرض . ۱۷لم 
 퐺د يباشد. فرض کن 푛 يو از مرتبه ۳ يمم درجه يماکز

푃شامل  = 푥 푦 …푦  و퐶 = (푥 푥 … 푥 ) 
푖 푉(퐶،ک ي يباشد که برا ) ∩ 푉(푃 ) = {푥 اگر  . {

훾 (퐺) = 푛 − 푙گاه باشد، آن 2 ≤ 5 .  
    د يت مساله فرض کنيدادن کلبدون از دستاثبات: 
푖 = 푙د که  يکن. فرض (خلف) 1 ≥  . تابع6

푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푦 ] 
∪푁[푥 ]), {푦 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   ■که تناقض است.  3

  
  

  
 풩خانواده -۴شکل 
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و  ۵دور با کمر گراف تک  퐺 ديکن فرض. ۱۸ه يقض
훾 صورتن ي. در اباشد ۳ يمم درجه يماکز (퐺) =

푛 − 퐺اگر و فقط اگر  2 ∈ 풩 .  
훾د يفرض کناثبات:  (퐺) = 푛 −  ديفرض کن.  2

퐺 ر يشامل مس푃 = 푥 푦 푦 …푦  و دور  
퐶 = (푥 푥 … 푥   کهيباشد، به طور (

푉(퐶) ∩ 푉(푃 ) = {푥 جه ي، نت۱۷با توجه به لم .{
푙م که يريگيم ≤  ير را بررسيز يهان حالتي. بنابرا5
  م.يکنيم
  

풍حالت الف)  = ퟏ.  
شود که حداقل دو راس نامجاور يجه ميث نت يه ياز قض
퐶 جه يب به وضوح نتيترتنيباشد. به ايم ۳ ياز درجه
퐺شود که يم ∈ {푁 ,푁 ,푁 ,푁 ,푁 } .  
  

풍حالت ب)  = ퟐ.  
deg(푦اگر  ) = deg(푥و  2 ) =   که در آن  2

푖 ≠ م که يريگيجه ميث، نت يهيگاه بنا به قض، آن1
훾 (퐺) = 푛 −   شود.ي، لذا تناقض حاصل م1

  
  گاه باشد، آن ۳ ياز درجه 푥اگر راس . ۴ادعا 

  هستند.  ۲ ياز درجه 푥و  푥  يهاراس
فرض ن يباشد. همچن 푥مجاور  푦د يفرض کناثبات: 
deg(푥د که يکن(خلف)   ) = 푖ا ي 5که  3 = 4.  

 وضوح تابعبه
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □که تناقض است. 3
  

deg(푥اگر  ) = جه ينت يگاه به سادگباشد، آن 2
퐺شود که يم ∈ {푁 ,푁 ,푁 . حال اگر {

deg(푥 ) = 푖هر  يو برا 3 ≠ شامل  퐺گراف  1
푥ر يمس 푦 푦 و با  ۴ يگاه با توجه به ادعانباشد، آن

  جه گرفت کهيتوان نتيساده م يک بررسي
퐺 ∈ {푁 ,푁 deg(푥. اگر { ) = هر  يو برا 3

푖 ≠ 푥ر يشامل مس 퐺گراف  1 푦 푦 توان يباشد (م푖   
  

و با  ۴ يگاه با توجه به ادعاز در نظر گرفت)، آنين ۲را 
  کهجه گرفت يتوان نتيساده م يک بررسي

퐺 ∈ {푁 ,푁 }.  
deg(푦د يحال فرض کن  ) =   باشد.  푦مجاور  푦و  3

  
푖هر  يبرا. ۵ادعا  ∈ {2,3,4,5} ،deg(푥 ) = 2 .  

deg(푥د که يفرض (خلف) کن اثبات:  ) =  يبرا 3
푖. يبعض = 2,3,4,5   
푖اگر  = 2  ،(푖 =   گاه تابعآن  (يا 5

푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푦 ] 
∪푁[푥 ]), {푦 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − است.  3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   که تناقض است. 3
푖).د يحال فرض کن  = 푖 (يا4 =  صورت تابعنيدر ا 3

푓 = (푁(푦 ) ∪푁(푥 ) − {푦 },푉(퐺) − 
(푁[푦 ]∪ 푁[푥 ] − {푦 }), {푦 ,푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − است.  3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □که تناقض است.  3
  جه يو مفروضات بالا نت ۵ ين با توجه به ادعايبنابرا

퐺شود که يم ≅ 푁.  
  

풍حالت پ)  ≥ ퟑ.  
deg. ۶ادعا  푥 = 푗 يبرا 2 = 3,4. 

deg(푥  کنيد فرض (خلف) اثبات: ) =  تابع . 3
푓 = (푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ),푉(퐺) − (푁[푥 ] 
∪푁[푥 ]), {푥 , 푥 }) 

  
푛با وزن  퐺گراف  يبرا MRDFک ي − باشد. يم 3

훾ن يبنابرا (퐺) ≤ 푛 −   □که تناقض است.  3
deg(푦اگر  ) = deg(푦ا يباشد ( 3 ) = باشد.) با  3

  شود که يجه مي، نت ۵ يتوجه به ادعا
퐺 ∈ {푁 ,푁 ,푁 ,푁 ,푁 }.  

푙اگر  ≥   گاه باشند، آن ۲ ياز درجه 푦ا ي 푦و رئوس  3
شود  يجه ميساده نت يو بررس ۶و  ۴ يبا توجه به ادعاها

퐺که  ≅ 푁  که در آن푖 = 19, 20, … , 24.  
  ■ه واضح است. يحالت عکس قض يبررس
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