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   ليفرانسيد ي معادله يز خطايو آنال يحل عدد
  يرخطيو غ يخط يريتاخ

  
  
  

 انيعباد ي، عل*ينيم اميابراه
  
  

  راني، تهران، ا  ۱۹۳۹۵- ۴۶۹۷ يام نور، صندوق پستيدانشگاه پ ياضيگروه ر  ) ۱(
  راني، اروميه، اهي، دانشگاه ارومياضيه، گروه ريدانشکده علوم پا   )۲(

  
  
 

 ۲۱/۱۱/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۱۰/۰۶/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
يط حاکم بدين منظور با توجه به معادلات و شراکنيم.  را حل مي ير خطيو غ يخط يريل تاخيفرانسيدر اين مقاله، معادلات د

د يبازتول ي متعامد کامل براي فضاي هسته ي بازتوليد، پايه      کنيم و با استفاده از توابع هسته آن، يک عملگر خطي تعريف مي بر
صورت  به  يلياب تحلآوريم. در واقع جو دست مي اي به آوريم و جواب معادلات مذکور را بر حسب اين توابع پايه دست مي به
مذکور بدست آورده  ير سرينظ يبي، جواب تقريک روش تکراريشود و با استفاده از  يش داده مينما ينامتناه يک سري
ان يم. در پايکن يم يبررس يريل تاخيفرانسيروش مورد نظر در حل معادلات د يو خطا را برا ييز همگراين آناليشود. همچن يم

ج حاصل از يقرار گرفته است و نتا يمورد بررس يشنهاديو کاربرد روش پ ينشان دادن درست يراب يعدد يهااز مثال يبرخ
دهد که روش  ينشان م يعدد يها دست آمده از مثال ج بهيشوند. نتا يسه ميمقا يقبل يق کارهاين روش با جواب دقيا
  د و مناسب است.يمف يشنهاديپ

  
  

  .ييز همگرايز خطا، آنالي، آناليريل تاخيفرانسيد ي معادله د،يبازتول ي هسته هاي کليدي: واژه

                                                
   Email: eb.amini.s@pnu.ac.ir                                                                                          :     دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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 مقدمه - ۱
ستم در يل قرن بين بار در اواياول يد برايبازتول ي هسته

مورد استفاده قرار  يمسائل مقدار مرز يقات رويتحق
 ي بود که هسته ين کسياول  ، زارمبا ۱۹۰۷ گرفت. در سال 
ت يو خاص ياز توابع خاص را معرف يمتناظر با برخ

شرفت يپ ي ن مرحلهيان نمود. اوليد آنها را بيبازتول
انجام گرفت. او در   د توسط مرسريبازتول ي هسته ي هينظر
معادلات  ي هي، در نظر ۱۹۱۱ و   ۱۹۰۹ ن يب يها سال

را ارائه نمود که در  ين مثبتيمع يها انتگرال، هسته
، يطولان يا پس از وقفه  کردند. يد صدق ميت بازتوليخاص

 يدان آلمانياضيقات سه ريد در تحقيبازتول ي هسته ي دهيا
 و باخنر )۱۹۲۲، برگمن ( )۱۹۲۱گو  (يز يها به نام

 ي هيشرفت نظريپ ي ن مرحلهيا شد. دومياح ) ۱۹۲۲(
 يها د توسط برگمن انجام شد. او هستهيبازتول ي هسته
از توابع را  يبرخ يره برايره و چند متغيد تک متغيبازتول
آنها به  يسال کار بر رو يه بعد از سکرد، ک يمعرف

،  ۱۹۳۵ در سال   برگمن معروف شدند. مور يها هسته
ن مثبت را يمع يتيهرم يها سيها و ماتر ن هستهيارتباط ب

نمود.  يو کاربرد آنها در معادلات انتگرال را بررس يمعرف
 يها ه هستهي، نظر ۱۹۵۰ و   ۱۹۴۴ ن يب يها در سال

ب که يترت ن يا توسعه داده شد، به   د توسط آرونزانيبازتول
معادلات  يد و کاربردشان رويبازتول يها هسته يرو
ه ينظر انجام داد. آرونزان در  يمطالعات يل جزئيفرانسيد

با  فري. برگمن و ش]۱[د را ارائه نمود يبازتول يها هسته يکل
، يه زارمبا در حل مسائل مقدار مرزيده اوليتوسعه ا

قدرتمند در حل  يرا به عنوان ابزار ديبازتول يها هسته
 کردند. يمعرف يضويب يمسائل مقدار مرز

و همکاران   يکو يها به واسطه تلاش  ۱۹۸۰از سال 
 يا چندجمله ي ار سادهيد به شکل بسيبازتول ي توابع هسته

بر  يمبتن ييها روش يشدند. آنها توانستند رو يمعرف
ر، ياخ ياه د کار کنند. در ساليبازتول ي هسته يفضا

حل معادلات  يمذکور را برا يها محققان روش
و معادلات  يل جزئيفرانسي، معادلات ديل معموليفرانسيد

   .]۱۳-۲[اند بکار برده  يانتگرال
ه يه نظريد بر پايبازتول ي بر هسته يمبتن يها روش
ه يلبرت و استفاده از بسط فوريه يب در فضاين تقريبهتر

 ي هسته يابتدا فضا مذکور، يها باشد. در روش يم

ط حاکم بر يمسئله و شرا يد با توجه به صورت کليبازتول
د به صورت يبازتول ي شود. سپس هسته يف ميآن تعر

ه يد. اکنون توابع پايآ يدست م به يا چند ضابطه يتابع
ت ياشم-گرام يند متعامدسازيکه با استفاده از فرآيمتعامد 

ب جواب مورد ير تقره ديعنوان توابع پاشود و به يد ميتول
  رد.يگ ياستفاده قرار م

را در  يريل تاخيفرانسياز معادلات د يا ن مقاله، ردهيدر ا
 يرا در فضا يبيافتن جواب تقري ي نظر گرفته و نحوه

معادلات مذکور مورد بحث قرار  يد برايبازتول ي هسته
 .ميده يم

است که در آن  يا معادله يريل تاخيفرانسيد ي معادله
)رتبه مشتق م )r 1- ک زمان يام تابع مجهول در

قبل  يها ر تابع مجهول در زمانين، بر حسب مقاديمع
 يريل تاخيفرانسين مقاله  معادلات ديشود. در ا يان ميب
  :ميريگ ير را در نظر ميز

( 1) ( )
,

0 0

1 1

( )

( ) ( ) ( )

 ( , ( ),..., ( )),

(0) 0, 0,1,2,..., ,

l r
r i

k i k k
k i

l l
i

y t w t y p t q

G t y p t q y p t q
y i r



 


 

   
  



       )۱(  

 
 که در آن توابع

, :[0, ] , 0, , , 0, ,k iw T k l i r     
  
]: وسته هستند، تابعيپ , ]y T 0 يمتعلق به فضا 
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c T m r  يرخطيو عبارت غ 
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l cv v T  ي هسته يمتعلق به فضا 
1د يبازتول

2[0, ]Tاست. 
 ي، ابتدا فضايريتاخل يفرانسيد ي حل معادله يبرا

,0] 2 ديبازتول ي هسته ]m
c Tف کرده، سپس وجود يرا تعر

 ي هسته يمذکور را در فضا ي معادله يبيجواب تقر
,0] 2لبرت يد هيبازتول ]m

c T م. در يکن يم يبررس را
  گردد. يد ارائه ميبازتول ي روش هسته يز خطايان، آناليپا
  
 ديبازتول ي هسته يفضا - ۲



 

 ۸۵                                                                                         يرخطيو غ يخط يريتاخ ليفرانسيد ي معادله يز خطايو آنال يحل عدد
 

   

1 يفضا ]۳[: ۱فيتعر
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1 يفضا  ]۳[: ۱هيقض

2[0, ]T ،ي هسته يک فضاي 
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,0] 2 يو نرم فضا يضرب داخل ]m
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,0] 2 يفضا ]۳[: ۲ه يقض ]m
c T ،يک فضاي 

صورت  د آن بهيبازتول ي لبرت و هستهيد هيبازتول ي هسته
  :ر استيز
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ر يز ي معادله4mمجهول است که با حل 4m يکه دارا

  ند:يآ يدست م به
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  ديبازتول ي هسته يجواب در فضا- ۳

 يکتا باشد. براي) موجود و ۱( ي د جواب مسئلهيفرض کن
ديبازتول ي هسته يافتن جواب در فضاي

2 [0, ],( 2)m
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توان  ي) را م۱( يريل تاخيفرانسيد ي ن معادلهيبنابرا
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y که در آن  ديبازتول ي هسته يمتعلق به فضا 

2 [0, ]m
c T و G  ديبازتول ي هسته يمتعلق به فضا 

1
2[0, ]T   .است  

  
  عملگر : ۳هيقض
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  م:يشوارتز دار- يکش يبا استفاده از نامساو 
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1,2i يها براic که در آن  مثبت يقياعداد حق 
 .هستند
  مذکور، برهان تمام است.   يها يب نامساويبا ترک

}1د يفرض کن }i it

 ک مجموعه چگال در بازهي 

[0, ]T ميده يصورت قرار م نيباشد، در ا:  
( ) ( ),i t it R t   

   
)که در آن )sR t 1ديبازتول يفضا ي هسته
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 .است

دار است، لذا  ف شده کرانيتعر يکه عملگر خط يياز آنجا
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}1 با توجه به چگال بودن }i it


0] در دامنه, ]T  و
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}1دهد که  ين نشان ميو ا ( )}i it     ک دستگاه متعامد ي
,0] 2 يکامل از فضا ]m
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}1 د يفرض کن: ۵ هيقض }i it
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  ن برهان تمام است.  يو بنابرا

صورت  توان به يام را م-nمرتبه  يبيجه جواب تقريدر نت
  ر نوشت:يز
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  م:ي) دار۵با توجه به رابطه ( برهان:

 

 

( ) ( )

( ), ( ) |

( ), ( )

( ), ( ) |

( ), ( )

j

mj c

m
c

n i

n j ik k i j
i k

n i
m

ik k i s s t
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ik k i j
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n i

m
ik k i s s s t

i k
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ik k i j
i k
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a t K t

a t t
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jهرگاه   1م:يصورت دار ني، در ا  

2
11 1 1  

1 1

11 1

( ) ( ), ( )

.

m
c

n i

n ik k i
i k

y t a t t
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11که  يياز آنجا 0 م:ي،  لذا دار  
1 1 1( ) ( ).ny t a G t L  

  
jهرگاه     م:يگاه دار ، آن2

2

2

22 2

22 2
1 1

2 21 1  
1 1

22 2

( )

( ), ( )

( ),( ( ) ( ))

,

m

m
c

n
n i

ik k i
i k
n i

ik k i
i k

y t

a t t

a t t t

a



   

    



 

 

  

   







L





 

  
  شود: يجه مين نتيبنابراو 

2 2 2( ) ( ).ny t a G t L  
  

شود که ياثبات م ياضير ين با استقرايبرا علاوه
( ) ( )n j jy t G tL  .و برهان تمام است  

) جواب يام  براn ي ب مرتبهيتقر )y t ر يصورت ز به 
  است:

1 2
1 1

( ; ) ( )

( ), ( , ,..., ).

n n n
n i

ik k i n n
i k

t P y t

a t a a

y

a 
 



 

a

a
   )۶(  

 
} ي اگر دنباله :۷هيقض  }i it 

1 رمجموعه چگال در يز
,0]  ي دامنه ]T  و مشتقات  يبيگاه جواب تقر باشد، آن

)آن )i
ny 0,1  يبرا, 2,..., 1i m کنواخت يطور به

) ق و مشتقات آنيبه جواب دق )iy   باشند. يهمگرا م 
m ديفرض کن برهان:

sK يد فضايبازتول ي هسته  

2 [0, ]m
c T م:يصورت دار نيباشد، در ا  

2

2

2

 

( ) ( )

( )

 

 

( ) ( ) ,

( ) ( )

( ( ) ( ))

( , )

, .

m
c

m
c

m
c

m
n n s

i i
n

j
n
i

m
n si

i m
s

n i

y s y s y y K

y s y s
y s y s
d y y K
ds

Ky y
s

    

 

 

   


   









 

  

م:يشوارتز دار -يکوش يبا استفاده از نامساو

  
( ) ( )

  
| ( ) ( )| .m m

c c

i m
i i s
n n i

Ky s y s y y
s


  

2 2
   

 
 

  

 يوستگيحال با توجه به پ
 m
c

i m
s
i

K
s


 2

 


نسبت به  

,0]در بازه s ريمتغ ]T م:يدار  
( ) ( )

 
| ( ) ( ) | .m

c

i i
n i ny s y s M y y  

2
 

  

  
,0,1 يها براiM که در آن  2,..., 1i m   

   ن برهان تمام است.ينابراب .مثبت هستند يقياعداد حق
  
  يساز نهيتم کميالگور - ۴

ka که يياز آنجا مجهول است، لذا  يها شامل عبارت 
) ۶( ي م از رابطهيصورت مستق توان به يجواب را نم

 ي محاسبه يکه برا ييها تمياز الگور يکيدست آورد.  به
است که در  يازس نهيتم کميشود، الگور يب استفاده ميتقر

 .م کرديمورد آن بحث خواه
ر ي)، مجموع ز۶( ي در رابطهka  آوردن دست به منظور به

  :ميکن يف ميرا تعر

1 1
1

2

( )  [ ( , ( ; )

,..., ( ; )) | ] .
k

n

n n k n n
k

n l l n t t

T a G t y p t q

y p t q




  



a a

a
  )۷(  

 
na اکنون ) که م يابي يم يرا طور  )n nT a د، نه کنيرا کم 

 .ميآور يدست م را به يبي، جواب تقرna افتنيسپس با 
) يساز نهيبه منظور کم )n nT aر يتم زيتوان از الگور يم
 استفاده نمود:

 را با انتخاب نموده و آنna يبرا يا هيمقدار اول :۱گام 

na0  م.يده يش مينما  

) و ۶درون عبارت ( na0با قرار دادن :۲گام 
)آوردن  دست به ; )n ny t a0 ميدار: 

0 0

1 1
( ; ) ( ).

n i

n n ik k i
i k

y t a t 
 

a  
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) و محاسبه۷( ي درون رابطهna0 با قرار دادن :۳گام  
( )n nT a0 ميدار: 

0 0 0
1 1

1
0 2

( ) [ ( , ( ; ),

( ; ))]] .

n

n n k n n
k

n l l n

T a G t y p t q

y p t q


  



a a

a

 

 
) اگر: ۴گام   )n nT a0گاه محاسبات را متوقف  ،  آن
  يرخطيم. وگرنه با محاسبه مقدار تابع غيکن يم

0 0
1 1( , ( ; ), ( ; )) |

kn n n l l n t tG t y p t q y p t q  a a  
  

   م.يآور يدست م را به na1دينقطه جد
 

) و محاسبه۷( ي درون رابطهna1 با قرار دادن :۵گام 
( )n nT a1  ميدار:  

1 1 1
1 1

1
1 2

( ) [ ( , ( ; ),

( ; )) | ]] .
k

n

n n k n n
k

n l l n t t

T a G t y p t q

y p t q




  



a a

a
 

  
) اگر :۶گام  ) ( )n n n nT Ta a1 0گاه  ، آن0

na  را باna1 
1رنه از نقطهم وگيگرد يم بر ۲ن کرده و به گام يجانش

na
na0 دينظر نموده و نقطه جد صرف را انتخاب نموده و به  
  م.يگرد يبر م ۲گام 
, يبين مقدار تقريبنابرا , ,...,P

k k na دست  را چنان به 12
)  که يطور م بهيآور يم )pn kT a اب جه جويو در نت

 :ر نوشتيصورت ز توان به يرا م يبيتقر

)۸(  
1 1

( ; ) ( ).
n i

P P
n n ik k i

i k
y t a t 

 

a  

   
 ز خطايآنال - ۵

روش در حل مسائل  يز خطاين فصل، آناليدر ادامه ا
 م.يده ير را ارائه ميز يخط

  :۱ يمسئله خط
' ( )

,
0

( ) ( ) )

( )
(0) 0, [0, ].

l
i

k i k k
k

y t w t y p t q

G t
y t T




 

 
  


                )۹(  

  :۲ يمسئله خط
1

'' ( )
,

0 0

'

( ) ( ) )

( )
(0) 0, (0) 0, [0, ].

l
i

k i k k
k i

y t w t y p t q

G t
y y t T

 


 

 
   


        )۱۰(  

 
ny ديفرض کن :۸ هيقض ) در ۹( ي مسئله يبيجواب تقر 
3ديهسته بازتول يفضا

2 [0, ]c Tن وارون يهمچن و
L عملگر کنواخت يافراز  دار باشد. اگر  کران 

2
,   , [0, ]k iw G C Tميگاه دار آن: 

, ,
1n

Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   مثبت است.    يقيک ثابت حقي 
) م با قراردادنيدان يکه م يطور همان  برهان: )ny t در  

) ) مانده۹( ي معادله )nE t   شود: يجه مينت 
'( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ).

l

n n k n k
k

E t y t w t y p t q G t


   
0  

 
  م:يدار ۶ه يه از قضبا استفاد 

( ) 0,1 .n iE t i n    
  

) ديفرض کن ; )i np E t  ابي درون يا ش چندجملهينما 

nE it در نقاط   itو   1 يصورت خطا نيباشد، در ا 
  نوشت:ر يصورت ز توان به يرا م يابيدرون

[ , ]

''

''

( ) ( ) ( ; ) |

( )  ( ) ( )
( )

( )  ( ) ( ) , [ , ].
( )

i i

i

i

n n i n t t

t
i

i n
i i t

t
i

i n i i
i i t

E t E t p E t

t t t s E s ds
t t

t t t s E s ds t t t
t t
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1

1
1

1
1

1

)۱۱(  

 
''که  يياز آنجا [0, ]nE C Tم:ي،  لذا دار  

2
1| ( ) | , ,n i i iE t ah t t t     

  
,  يها براia  که در آن ,...,i n 12 ر ثابت يمقاد 1

 م:ين داريبنابرا .هستند يقيحق



  ۹۰                                     ۱۳۹۹ مرداد و شهريور، بيست و پنجم، شماره ششمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران ينيم اميابراه
 
 

 

)۱۲(  2

[0, ] 1 1
max | ( ) | , max .n it T i n

E t ah a a
   

   

   
t ر ي) نسبت به متغ۱۱( ي از رابطه يريگ اکنون با مشتق

  م:يدار

1

' ''
1

1

''
1

1

''

1

''1
1

1

1( )  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ), [ , ].
( )

i

i

t

n i n
i i t

i
i n

i i
t

i n
i i t

i
i n i i

i i

E t t s E s ds
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t t t t E t
t t

t s E s ds
t t

t t t t E t t t t
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]بازه ريدر هر ز , ]i it t 1 م:يدار  

1
' 2 3 ( ( )) ,

i

i

t

n i
t

E s ds b h


  

  
,  يها براib که در آن , ...,i n 12  يقير حقيمقاد1

 .مثبت هستند
b لذا ثابت 0 م:يکه دار يطور وجود دارد، به 

)۱۳(  ' 2 2

0

 ( ( )) .
T

nE s ds bh  

   
  م:ي) دار۱۳) و (۱۲با استفاده از روابط (

[ , ]
,n TE ch1

2

2 2
0 


 

  
 .است يقيثابت حق c که در آن

که  يطور وجود دارد، بهdيقين مقدار ثابت حقيبنابرا
  م:يدار

.ny y dh    
  

  ن برهان تمام است.  يبنابرا
   

ny ديفرض کن :۹ هيقض ) در ۹( ي مسئله يبيجواب تقر 
4د يبازتول ي هسته يفضا

2 [0, ]c T ن وارون يو همچن

1دار باشد. اگر  کرانL عملگر 20 ... nt t t T     
4کنواخت ويافراز 

, , [0, ]k iw G C Tم:يگاه دار ،  آن  
3 , ,

1n
Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   بت است.   مث يقيک ثابت حقي 
  :ميدان يکه م يطور همانبرهان: 

( ) 0, 1n iE t i n    
   

) يرول رو ي هيقض يريکارگ و لذا با به )nE t   م:يدار 
'

1( ) 0, [ , ], 1,2,..., 1.n i i i iE t t i n       
  

'  يرول رو ي هيمجدد قض يريکارگ ن با بهيهمچن ( )nE t
  م:يدار

''
1( ) 0, [ , ], 1,2,..., 2.n i i i iE i n         

  
)'' ديفرض کن ; )i np E t ابي درون يا ش چندجملهينما 

''
nE م: يصورت دار نيباشد، در اi و   i 1در نقاط

''( ; ) 0.i np E t   
] بازه  ياب رويدرون يخطا ي با محاسبه , ]t 1   :ميدار2

1 2

2

1

'' '' ''
1 [ , ]

(4)1
2

2 1

(4)2
1

1 2

1 2

( ) ( ) ( ; ) |

( )  ( ) ( )
( )

( )  ( ) ( ) ,
( )

[ , ].

n n n t

t

n

t

n

E t E t p E t

t s E s ds

t s E s ds
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(4)که  ييآنجا از  [0, ]nE C Tم:ي، لذا دار 

)۱۴(  
1 2

'' 2
1[ , ]

max | ( ) | ,nt t
E t a h


  

  
  م:ين داريهمچن .مثبت است يقيثابت حق a1که در آن 

1

1

'' '' ''
[ , ]

(4)
1

1

( ) ( ) ( ; ) |

( )  ( ) ( )
( )

i i

i

n n i n

t
i

i n
i i

E t E t p E t

t s E s ds
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(4)1

1

1

( )  ( ) ( ) ,
( )

[ , ], 2,3,..., 4.
i

t
i

i n
i i

i i

t s E s ds

t i n


 
 

 








 



  

    )۱۵(  

  
 شود: يجه مي) نت۱۵( ي لذا از رابطه 

)۱۶(  
'' 2

1| ( ) | ,
, 2,3,..., 4,

n i i iE t a h t
i n

    
 

  

  
, يها براia که در آن ,...,i n 2 3  يها ثابت 4

 م:يبه طور مشابه دار  .مثبت هستند يقيحق

)۱۷(  
3

'' 2
3[ , ]

max | ( ) | ,
n n

n nt t
E t a h

 


  

  
naکه در آن 3 با استفاده از  .مثبت است يقيثابت حق

  م:ي) دار۱۷) و (۱۶)، (۱۴روابط (
'' 2

[0, ] 1 3
max | ( ) | , max { }.n it T i n

E t ah a a
   

   

  
]ربازه يدر هر ز , ]i it t 1 م:يدار  

''

'' 3

'( ) ( )

( ) | | ,

t

n
i

n i i

E t E s ds

E t t b h


 



  



 

 

  
,1 يها براib که در آن 2,..., 1i n  ر يمقاد 

 شود: يجه مين نتيبنابرا .مثبت هستند يقيحق
)۱۸(  ' 3| ( ) | , [0, ],nE t bh t T   
  

 .مثبت است يقيثابت حق b که در آن
 م:يبه طور مشابه دار

)۱۹(  4| ( ) | , [0, ],nE t ch t T   
  

 .مثبت است يقيثابت حق c که در آن
 يقيتوان نشان داد که ثابت حق ي) م۱۸( ي اکنون از رابطه

 م:يکه دار يطور وجود دارد به k مثبت

)۲۰(  ' 2 6

0

 ( ( )) .
T

nE s ds kh  

دست  ر بهيز ي ) رابطه۲۰) و (۱۹و با استفاده از روابط (
  د:يآ يم

1
2

2 6
[0, ] ,n TE lh 

  

  
l که در آن  .مثبت است يقيثابت حق 

  م:يکه دار يطور وجود دارد،  به dيقين ثابت حقيبنابرا
3,ny y dh    

  
  ن برهان تمام است.  يو بنابرا

  
ny ديفرض کن :۱۰هيقض ) ۹( ي مسئله يبيجواب تقر 

5 ديزتولبا ي هسته يدر فضا
2 [0, ]c T ن وارون يو همچن

1دار باشد. اگر  کرانLعملگر 20 ... nt t t T     
6 کنواخت ويافراز 

, , [0, ]k iw G C Tم:يگاه دار ، آن  
5 , ,

1n
Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   مثبت است.    يقيحقک ثابت ي 
  ميدان يکه م يطور همان برهان:

( ) 0, 0n iE t i n    
  

  م:يرول دار ي هيقض يريکارگ و لذا با به
'

1( ) 0, [ , ], 1,2,..., 1,n i i i iE t t i n        
  

  م:يرول دار ي هيبا استفاده مکرر از قض
''

1

'''
1

(4)
1

( ) 0, [ , ], 1,2,..., 2,

( ) 0, [ , ], 1,2,..., 3,

( ) 0, [ , ], 1,2,..., 4,

n i i i i

n i i i i

n i i i i

E i n
E i n

E i n

   

   

   







   

   

   

 

  
)ديفرض کن )( ; )i np E t4 ابي روند يا چندجمله( )

nE
4 

i در نقاط i و  1 م:يصورت دار نيباشد، در ا  
(4)( ; ) 0.i np E t   

  
] بازه ياب رويدرون يخطا ي با محاسبه , ]t 1 2   :ميدار 

1 2

(4) (4) (4)
1 [ , ]( ) ( ) ( ; ) |n n n tE t E t p E t    
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(6)که ييآنجا از  [0, ]nE C Tم:ي،  لذا دار  

( )

[ , ]
max | ( ) | ,nt t

E t a h



1 2

4 2
1  

  
 .مثبت است يقيمقدار ثابت حق 1a که در آن

]1 ين برايبرا علاوه , ]i it    م:يدار  

1

1

(4) (4) (4)
[ , ]

(6)
1

1

(6)1

1

1

( ) ( ) ( ; ) |

( )  ( ) ( )
( )

( )  ( ) ( )
( )

, [ , ], 2,3,..., 6.

i i

i

i

n n i n

t
i

i n
i i

t
i

i n
i i

i i

E t E t p E t

t s E s ds

t s E s ds

t i n

 





 
 




 

 














 


 




 



  





   )۲۱(      

 
  
دست  ر را بهيز ي ) رابطه۲۱( ي ن با استفاده از رابطهيابرابن
 م:يآور يم

)۲۲(  
(4) 2

1| ( ) | ,
2,3,..., 6,

,n i i iE t a h t
i n

    
 

  

  
, يها به ازاia که در آن ,...,i n 2 3 ر يمقاد 6

 توان نشان داد: يبه طور مشابه م .مثبت هستند يقيحق

)۲۳(  ( )

[ , ]
max | ( ) | ,

n n
n nt t

E t a h
 




5

4 2
5  

  
na که در آن 5 با استفاده از  .مثبت است يقيثابت حق

  م:ي) دار۲۳) و (۲۲)، (۲۱روابط (
( )

[ , ]
max | ( ) | , max { }.n it T i n

E t ah a a
   

 4 2

0 1 5
 

  
] ربازهيدر هر ز , ]i it t 1   م:يدار 

'' (4)

(4) 3

( ) ( )

( ) | | ,
i

t

n n

n i i

E t E s ds

E t t b h


 



  



 

 

  
,  يها به ازاibکه در آن , ...,i n 1 2 ر يمقاد3

  م:ين داريبنابرا  .مثبت هستند يقيحق
''' 3| ( ) | , [0, ],nE t bh t T   

  
به طور مشابه  .مثبت است يقيثابت حق b که در آن

   م:يدار
'' 4| ( ) | , [0, ],nE t ch t T    
' 5| ( ) | , [0, ],nE t kh t T  )۲۴( 

6( ) | , [0, ],nE t lh t T  )۲۵( 
  

l و c , k که در آن  .مثبت هستند يقير حقيمقاد 
توان نشان داد که ثابت  ي) م۲۴( ي با توجه به رابطه

e مثبت يقيحق  م:يکه دار يطور وجود دارد به 

)۲۶(  ' 2 10

0

 ( ( )) .
T

nE s ds eh  

  
  شود: يجه مي) نت۲۶) و (۲۵از روابط (

1
2

2 10
[0, ] ,n TE rh 

  

  
r که در آن  .مثبت است يقيثابت حق 

  م:يکه دار يطور وجود دارد به dيقين ثابت حقيو بنابرا
5,ny y dh    

  
  ن برهان تمام است.   ينابراو ب
  

ny ديفرض کن :۱۱هيقض ) ۱۰( ي مسئله يبيجواب تقر 
4ديبازتول ي هسته يدر فضا

2 [0, ]c T ن وارون يو همچن
L عملگر 1دار باشد. اگر  کران  20 ... nt t t T    
2 کنواخت ويافراز 

, , [0, ]k iw G C Tم:يگاه دار ،  آن  
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, ,
1n

Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   مثبت است.   يقيک ثابت حقي 
ه را ين قضيتوان ا يم ۸ ي هيمشابه برهان قض  برهان:

  ز اثبات نمود. ين
    

) ۱۰( ي مسئله يبيجواب تقرny  ديفرض کن :۱۲ هيقض
2د يبازتول ي هسته يدر فضا

5 [0, ]c T ن وارون يو همچن
L عملگر 1دار باشد. اگر کران  20 ... nt t t T      
4کنواخت و يافراز 

, , [0, ]k iw G C Tم:يگاه دار ، آن  
3 , ,

1n
Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   مثبت است.    يقيثابت حق 
ه را ين قضيتوان ا يم ۹ ي هيمشابه برهان قض برهان: 

  ز اثبات نمود.ين
    

ny ديفرض کن  :۱۳هيقض ) ۱۰مسئله ( يبيجواب تقر 
2 يدر فضا

6[0, ]c T ن وارون عملگريو همچن L  
1دار باشد. اگر  کران 20 ... nt t t T      کنواخت يافراز

,و 
6, [0, ]k iw G C Tم:يگاه دار ، آن  

5 , ,
1n

Ty y dh h
n  


   

  
d که در آن   مثبت است.    يقيک ثابت حقي 
 ه راين قضيتوان ا يم ۱۰ ي هيمشابه برهان قض برهان:

   ز اثبات نمود.ين
  

  ها مثال - ۵
 ي نشان دادن دقت روش هسته ين قسمت برايدر ا
ج يم. نتايريگ يرا در نظر م يد، سه مثال عدديبازتول

, ۴گر [يموجود د يها ها را با روش آمده از مثال دست به
  م. يکن يسه مي] مقا۱۴, ۱۲

، يبينشان دادن دقت جواب تقر ي، برايعدد يها در مثال
  :ميکن ير را گزارش ميلق زمط يخطا

2( ) | ( ) ( ) |, .m m
n exact n n cer t y t y t y     

 
ر را در يز يخط ريغ يريل تأخيفرانسيمعادله د : ۱مثال 
  م:يريگ ينظر م

' 2( ) 1 2 ( ),
2

(0) 0.

ty t y

y

  

 

 

  
) ن مسئلهيا يبرا ) sin( )y t t  .است 
 ديبازتول ي هسته ين مثال، سه فضايحل ا يبرا

3
2 [0,1]c،4

2 [0,1]c  2و
5 [0,1]cميريگ يرا در نظر م. 

}1 با انتخاب نقاط گره }ni i
it
n  15 و انتخابn  ،

م. در يآور يدست م مذکور را به ي معادله يبيجواب تقر
مطلق گزارش شده است که  ير خطايمقاد ۱ جدول

  ب دريتقر ين مطلب است که خطايا يايگو

2

( ) ( 2sin(2 )

2sin( )cos ( ) sin( )cos( )).
2 2 2

tG t e t
t t t t

 

 
 

  
2
5 [0,1]c3 ينسبت به فضا

2 [0,1]c  2و
4 [0, ]c T در

 يايطور که در قضا کمتر است.  همان ينقاط گره يبرخ
ست يفضا با ي ش مرتبهيان شد با افزايب خطا بيتقر
ن مثال ين موضوع در ايتر باشد. ا قيدق يبيواب تقرج

به  يبيمرتبه بالاتر جواب تقر يرا در فضاهايواضح است ز
تر  قيدق يبيدر جواب تقر ۱مثال  يتر است. برا قينظر دق

2
5 [0,1]c 2از

3 [0,1]c 2و
4 [0,1]c.است 
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  )۱د مختلف (مثال يبازتول ي هسته يدر دو فضا يبيمطلق جواب تقر يخطا :۱جدول 
er 515  er 415  er 315    

5m  4m  3m  it  
0.0  0.0  0.0  0.0  

.  53 545 10  .  41 558 10  .  43 692 10  0.1  

.  48 575 10  .  45 109 10  .  48 389 10  0.2  
.  41 456 10  .  41 754 10  .  44 939 10  0.3  
.  43 593 10  .  48 812 10  .  35 142 10  0.4  
.  43 967 10  .  43 173 10  .  33 567 10  0.5  
.  42 714 10 .  42 695 10 .  47 176 10 0.6 
.  42 256 10 .  41 918 10 .  48 178 10 0.7 
.  42 173 10 .  45 367 10 .  39 374 10 0.8 
.  64 532 10 .  52 799 10 .  57 141 10 0.9 
.  42 617 10 .  45 166 10 .  46 194 10 1.0 

 
  )۲] (مثال۱۳د و روش [يبازتول ي روش هسته يها مطلق جواب ين خطايسه بيمقا : ۲جدول 

 er 350  
m3 

er 450  
m4 

& .Doha etal li0[۱۳] 

   
1
2

 
& .Doha etal li0[۱۳]

  
1
2

 

it    k  24 k  24 
0.0 0 0.0 0  0.0 0  .  11890 10  .  23 850 10  
0.5 .  63 961 10  .  74 468 10 .  51 625 10  .  57 151 10  
1.0 .  68 318 10  .  74 272 10 .  41 223 10  .  42 376 10  
1.5 .  65 227 10 .  63 570 10  .  54 940 10  .  42 272 10  
2.0 .  43 102 10 .  44 761 10  .  52 163 10  .  44 426 10  
2.5 .  35 917 10  .  51 179 10  .  41 360 10  .  43 820 10  
3.0 .  31 826 10  .  54 623 10 .  41 879 10  .  41 726 10  
3.5  .  35 603 10 .  32 789 10 .  31 105 10  .  44 221 10  
4.0 .  31 876 10  .  44 762 10  .  31 029 10  .  42 764 10  

 
  )۳] (مثال ۱۴, ۱۵[ يهاد و روشيبازتول ي مطلق روش هسته ين خطايسه بيمقا :۳ل جدو

 er 440  er 540  & .Tohidi etal li2[15] & .Yalinbas etal li1[14] 

it  m4 m5 k  5 k  5 

0.0 0 0.0 0  0.0 0  0.0 0  0.0 0  
0.2 .  87 981 10  .  86 515 10 .  73 69 10  .  64 75 10  
0.4 .  76 564 10  .  89 341 10  .  62 37 10  .  56 14 10  
0.6 .  84 109 10  .  85 050 10  .  65 96 10  .  42 48 10  
0.8 .  84 672 10  .  82 721 10  .  53 48 10  .  46 20 10  
1.0 .  83 254 10  .  82 412 10 .  42 03 10  .  31 19 10  
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ر را در يز يخط يريتأخ ي ن مثال، معادلهيدر ا :۲مثال 
  م:يريگ ينظر م

'
1

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ),
4

(0) 1,

ty t y t w t y

tw t y G t

y

   

  
 

 

  
   که در آن

0.5
1 2

0.75

( ) sin(0.5 ), ( )

2 cos(0.5 )sin(0.25 ),

t

t

w t e t w t
e t t





 

   
   

)2ن مسئله يا يراو ب ) cos(2 )ty t e t است.  
ديبازتول ي هسته ين مثال دو فضايحل ا يبرا

3
2 [0,4]c  2و

4 [0,4]c م. با انتخاب يريگ يرا در نظر م

ينقاط گره
1

4{ }ni i
it
n   50و انتخابn جواب ،

ر يم. مقاديآور يدست م مذکور را به ي ادلهمع يبيتقر
گزارش شده  ۲در جدول  ينقاط گره يمطلق برا يخطا

دست  به يبيدهد که جواب تقر ينشان م ۲است. جدول 
3جواب  يآمده  در دو فضا

2 [0,4]c     2و
4[0, 4]c

 است.  ]۴[ج مراجع  يتر  از نتا قيدق
  

ر را در يز يخط يريل تأخيفرانسيد ي لهمعاد :۳ مثال
  م:يريگ ينظر م

''' 0.3

' ''

( ) ( ) ( 0.3) ,
(0) 1, (0) 1, (0) 1,

ty t y t y t e
y y y

      


   
 

  
) ن مسئلهيا يبرا ) ty t e   .است 

ديبازتول ي هسته ين مثال دو فضايحل ا يبرا
4
2 [0,1]c  2و

5 [0,1]cم. با انتخاب يريگ يرا در نظر م

}1   يگرهنقاط  }ni i
it
n  40 و  انتخابn  جواب ،

ر يم. مقاديآور يدست م مذکور را به ي معادله يبيتقر
گزارش شده  ۳در جدول  ينقاط گره يمطلق برا يخطا

 يها بيدهد تقر ينشان م ۳ج جدول ياست. نتا
د يهسته باز تول يآمده از روش در فضا دست به

2
4[0,1]c  2و

5 [0,1]c۱۲[ج مراجع يتر از نتا قيدق -
 . است ]۱۴
  
 شنهاداتيو پ يريگ جهينت - ۶

ل يفرانسيد، معادلات ديبازتول ي ن مقاله، روش هستهيدر ا
د را يبازتول ي هسته يم. ابتدا فضايرا در نظر گرفت يريتاخ

ف يحاکم بر آن تعر طيمسئله و شرا يصورت کل با توجه به
از  يد را با حل دستگاهيبازتول ي کرده و سپس هسته

 يا چند ضابطه يصورت تابع به يخط يمعادلات جبر
ند يکه را با فرايه متعامد يم. توابع پايدست آورد به

ل داده و به عنوان توابع يت تشکياشم-گرام يمتعامدساز
م. يب جواب، مورد استفاده قرار داديه در تقريپا

، يرخطيحل مسائل غ يکه مشاهده شد، برا يطور انهم
مجهول است،  يها جواب ساخته شده شامل عبارت يسر

م. يدست آور م بهيم جواب را به طور مستقيتوان يلذا نم
تم يک الگوري، يبيآوردن جواب تقر دست به ين برايبنابرا

ب خطا ين تقرين چنديم. همچنيشنهاد کرديپ يساز نهيکم
 ۴ م که در جدولياست، ارائه نمود  يخطکه مسئله  يزمان

  .از آن آورده شده است يا خلاصه
 

  
,0] 2 يبازتول ي هسته يخطا در فضا ي مرتبه :۴ جدول ]m

c T.  
1r  3m  4m  5m  

 ( )O h  3( )O h  5( )O h  
2r   4m  5m  6m  

 ( )O h  3( )O h  5( )O h  
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