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  چکيده

رفتار   يکه دارا  يریمنفرد تاخ  یتشاشخ ا یتفاضل-لیفرانسیمعادله د حل  يبرا یل هموتوپیروش تحل  يهیبر پا  یلیتحل  ک روشی ن مقالهیدر ا
ه  یکنترل ناح  يک راه ساده برایگر فراهم کردن ید یلیتحل يبا روشها یل هموتوپیتفاوت روش تحلت. ارائه شده اس باشد،یم يه مرزیلا

 -لیفرانس یمعادله د يبرا یبی ک جواب تقریبدست آوردن  یدر حالت کل. است ℏ یجواب معادله با استفاده از پارامتر کمک يسر ییهمگرا
ر  یر پارامتر تاخیبسته به مقاد ير یمنفرد تاخ یتشاشخا یتفاضل -لیفرانسیمعادله دباشد. یار سخت میبس يریمنفرد تاخ  یتشاشخا یتفاضل

که در   يعدد يروشهاسبب شده،  يه مرزین رفتار لایف خود است و وجود ایتعر يبازه يا انتهایدر ابتدا   يه مرزیک رفتار لای يمسئله دارا 
 يقدرتمند یلیمه تحلین ين رو استفاده از روشهایاز جواب مسئله را فراهم آورند، از ا یخوب يها بیتقر نندن مسائل استفاده شده نتوایحل ا

  ي جوابها يبالا ن دقتیو همچن ین مقاله صحت و درستیدر ارا فراهم آورد.  يار بهتریبس يهابیتواند تقر یم یل هموتوپیچون روش تحل
نشان داده  يبا آوردن دو مثال عدد یل هموتوپیبا استفاده از روش تحل يریمنفرد تاخ یتشاشخا یتفاضل-لیفرانسیمعادله د حاصل از حل

ل یم که استفاده از روش تحلیشویگر متوجه مید يعدد يروشها با یل هموتوپیاز روش تحل به دست آمده يسه جوابهایمقا با ،شده است
  .آوردیفراهم مز ینرا  يبهتر اریبس جینتان نوع مسائل، یا يآن رو  ياده سازیدر پ یراحتعلاوه بر  حل معادله مذکور يبرا  یهموتوپ

  .جواب يسر، یلیجواب تحل، منفرد یتشاش خا یتفاضل-لیفرانسیمعادله د، یل هموتوپیتحلروش  :يدیکلمات کل
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  . مقدمه1

  ي قدرتمند و ساده برا یلیک روش تحلی   یل هموتوپیروش تحل
علوم مختلف  از   به دست آمده یرخطیدا غیشد حل مسائل

د.  ده یم يک سری است که جواب مسئله را به صورت  یمهندس
، [1] شد یمعرف   ائوین بار توسط لیاول  یل هموتوپیروش تحل

مختلف  ين روش به همراه مثال هایا يا هیم پاین مفاهیهمچن
اغلب     یل هموتوپیآمده است. روش تحل [2,3]در  یر خطیغ

 یاضیکوچک و بزرگ مربوط به مسائل ر يمستقل از پارامتر ها
ل  یک است، به طور مثال استفاده از روش تحلیز یا فی

  ، [4] منفرد یتشاشخا يحل مسائل مقدار مرز يبرا   یهموتوپ
  ئله مستشاش خ ک مستقل از پارامتر ای تکن   نیدهد که اینشان م

 یل هموتوپیتحل   است. روش (휀) منفرد یتشاشخا يمقدار مرز
جواب با استفاده از  يسر یین همگرایتضم يمناسب برااه ک ری

 ییه همگرا ی کند که در آن کنترل ناحیارائه م ℏ یپارامتر کمک
 یکیشود.  یانجام م ین پارامتر کمکیجواب با استفاده از ا يسر

در انتخاب پارامتر  يآزاد یل هموتوپیروش تحل يت هایاز مز
-یکه م  ییهاه یپاو    ℒ  یکمک  ین عملگر خطیو همچن  ℏ  یکمک
ن یم، است. در ایب بزنیم براساس آن جواب مسئله را تقریخواه 

 یتفاضل-لیفرانسیمعادله د  حل  يبرا  یل هموتوپیمقاله روش تحل
به کار  است، يه مرزیرفتار لا يکه دارا ير یمنفرد تاخ یتشاشخا

باشد یم يک سر یک ی ن تکنیگرفته شده که جواب حاصل از ا
 ℏ یبا انتخاب درست پارامتر کمک  يسرن  یا  ییکه کنترل همگرا

  .شود یانجام م

  ي ریمنفرد تاخ  یتشاشخا یتفاضل-لیفرانسیمعادله دن مقاله یدر ا
푥 یگیدر همسا يه مرزیرفتار لا يکه دارا = 푥و   0 = است  1

  : میریگ یر در نظر میرا به صورت ز

ε 푦 (푥) + 푝(푥)푦 (푥 − 훿) + 푞(푥)푦(푥) = 푓(푥), 
 푥 ∈ [0,1], 푦(푥) = 휑(푥)   푥 ∈ [−훿, 0],    푦(1) = 훾. (1)

 

0و  هستند    یکوچک  يهاپارامتر  휀 و  δ   که < ε ≪ 0و      1 <
δ ≪ به قدر  ییتابع ها 푝(푥),푞(푥),푓(푥),휑(푥)و  1

 ي، با استفاده از بسط سرستاک ثابت ی γهموار هستند و  یکاف
푦جمله   يلور برایت (푥 − 훿)  حول푥 [8,13]م یدار،  

푦 (푥 − 훿) ≈ 푦 (푥) − 훿푦′′(푥) 

  شود به،  یل میتبد (1)ن مسئله  یبنابرا

(ε − δ p(x)) 푦 (푥) + 푝(푥)푦 (푥) + 푞(푥)푦(푥) = 푓(푥),
푥 ∈ [0,1],      푦(0) = 휑(0),    푦(1) = 훾.                      (2)  

푥∀ اگر ∈ [0,1]، ε − δ p(x) > 푝(푥)  و  0 > 0 ،
ف خود وجود  یدر سمت چپ بازه تعر   (2)مسئله    يه مرزیآنگاه لا

푥∀خواهد داشت، و اگر  ∈ [0,1] ، 푝(푥) < εا ی0 −
δ p(x) < 푝(푥)  و  0 >  (2)مسئله    يه مرزی، آنگاه لا0

  وجود خواهد داشت. [0,1]در سمت راست بازه 

، 2شده است، در بخش  ير بخش بندیادامه مقاله به صورت ز
ن ی) آورده شده و همچن2حل معادله (  يبرا  یل هموتوپیروش تحل

ک ارائه و اثبات شده است. در ین تکنیا  ییه مربوط به همگرایقض
ک حل شده و ین تکنیبا استفاده از ا ي، دو مثال عدد3بخش
در . است سه شدهیگر مقاید يه با روشهادبدست آم يخطاها
 یشنهاداتین روش را ارائه کرده و پیاز ا  یکل  يریجه گی، نت4بخش  

  .میکنیمطرح من روش یگر به کمک ایحل مسائل د يا برار

  یل هموتوپیروش تحل. 2

حل  يبرا یل هموتوپیروش تحل ياهیم پاین بخش مفاهیدر ا
  ي که دارا يریمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسیمعادله د
  یی ه همگراین قضیشده و همچن یاست، معرف يه مرز یرفتار لا

  شده است. ک آورده ی ن تکنیا يبرا

  مرتبه صفر یسیمعادله دگرد 2.1

푦(0)  يط مرزی) را با شرا2مسئله ( = 휑(0)  و푦(1) = 훾 
ه از جواب یرا به عنوان حدس اول 푦0(푥)م، یریگ یدر نظر مرا 

) صدق 2مسئله ( يط مرزی) در نظر گرفته که در شرا2مسئله (
 کند،یم

 푦0(0) = 휑(0),
푦0(1)  =  훾.           (3) 

م یدهی، قرار میل هموتوپیروش تحل ياهیم پایبر اساس مفاه
푞 ∈ ل یم. روش تحلینامیم نشانده را پارامتر 푞و  [0,1]

푦(푥)وسته یک نگاشت پی يهیبر پا یهموتوپ → 휙(푥; 푞) 
 1به سمت مقدار  0از مقدار  푞 نشانده که پارامتر ياست به طور

;휙(푥کند و  یدا میش پیافزا 푞)  2ه جواب مسئله (یاز حدس اول (
است،   푦(푥)ق مسئله که همان یبه جواب دق   푦0(푥)، یعنی
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ف  یر تعر یرا به صورت ز  ℒ  یکمک  یعملگر خط  کند.یدا میر پ ییتغ
  م،یکنیم

ℒ[휙(푥; 푞)] = ε − δ p(x)
휕 휙(푥; 푞)

휕푥
+ 푝(푥)

휕휙(푥; 푞)
휕푥

,
푞 ∈ [0,1].                      (4) 

;풩[휙(푥 عملگر 푞)] م،یکنیف میر تعریرا به صورت ز  

풩[휙(푥; 푞)] = ε − δ p(x)
휕 휙(푥; 푞)

휕푥
+ 푝(푥)

휕휙(푥; 푞)
휕푥

+ 푞(푥)휙(푥;푞)
− 푓(푥),                             (5) 

- یدر نظر م يرا طور ℋ(푥) یو تابع کمک ℏ یپارامتر کمک
ℏم که  یریگ ≠ ℋ(푥)و    0 ≠ . با استفاده از پارامتر نشانده 0
푞  که푞 ∈   ر،یبه صورت ز ییهاک خانواده از معادلهی، [0,1]

(1− 푞)ℒ[휙(푥; 푞) − 푦0(푥) ]
= 푞 ℏ ℋ(푥) 풩[휙(푥; 푞)],        (٦) 

  ،يط مرزیهمراه با شرا

푦0(0) = 휙(0;푞) = 휑(0),
푦0(1) = 휙(1; 푞) = 훾,                                   (7) 

  ي ، ما آزادیل هموتوپیروش تحل يهایژگیبا توجه به و  م.یسازیم
 یو تابع کمک ℏ یکمک يک از پارامترها ی در انتخاب هر  يادیز

ℋ(푥) یکمک یو عملگر خط ℒ ه  ین حدس اولیو همچن
푦0(푥) گفته   يک از پارامترهایدر انتخاب هر   ين آزادیا م.یدار

و اعتبار و انعطاف   یه درستیدارد و اساس و پا ینقش مهم شده
푞 ین روش است. وقتیا  يریپذ = شود یل می) تبد6، معادله (0
  به،

ℒ[휙(푥; 0)− 푦0(푥) ] = ٠,          푥 ∈ [0,1],        (8) 

  ،يط مرزیبه همراه شرا

휙(0; 0) = 휑(0),
휙(1; 0) = 훾.           (9) 

م جواب یتوانی) م4( یکمک یو عملگر خط) 3( يط مرزیاز شرا
  ،یعنیم یاوری) را بدست ب9( يط مرزی) با شرا8مسئله (

휙(푥; 0) = 푦0(푥).       (10) 

푞 یحال وقت =   شود به،یل می) تبد6باشد، معادله ( 1

ℏ ℋ(푥) 풩[휙(푥; 1)] = ٠,     푥 ∈ [0,1],          (11) 

  ،يط مرزیبه همراه شرا

휙(0; 1) = 휑(0),
휙(1; 1) = 훾.           (12) 

ℏ) 5در معادله (  از آنجا که ≠ ℋ(푥)و   0 ≠ ، پس مسئله 0
 یعنیما  ی) معادل با مسئله اصل12( يط مرزی) به همراه شرا11(

  ) است و جواب آن به صورت،2معادله (

휙(푥; 1) = 푦(푥).       (13) 

ش مقدار ی)، با افزا13) و (10با توجه به معادله ( نیبنابرا است.
;휙(푥، 1به  0از  푞پارامتر نشانده  푞) ه یاز حدس اول푦0(푥) 

 يهاکند. معادلهیدا میر پییتغ  푦(푥)  یعنیق مسئله  یبه جواب دق
در   يم. با آزادینامیمرتبه صفر م یسی) را معادله دگرد7) و (6(

 یبیاز جواب تقر 푦0(푥)ه یو حدس اول ℏ یانتخاب پارامتر کمک
 یو قرار دادن تابع کمک ℒ یکمک یمسئله و عملگر خط

ℋ(푥) = ;휙(푥م جواب یم فرض کن یتوانی، م1 푞) ي برا 
0که  يمرتبه صفر به طور یسی معادله دگرد ≤ 푞 ≤ ، وجود 1

ام آن نسبت به پارامتر  m ين مشتق مرتبهیداشته باشد، همچن
  ر،یبه صورت ز 푞نشانده 

푦0
( )(푥) =

휕 휙(푥;푞)
휕푞 | 0        (14) 

푚باشد، که   = 1,2, …  .푦0( )(푥)  مرتبه   یسی را مشتق دگرد
mم،یکنیف میم. تعرینامیام م  

푦 (푥) =
푦0

( )(푥)
푚! =

1
푚!

휕 휙(푥; 푞)
휕푞 | 0       (15) 

;휙(푥لور،  یه تیبا استفاده از قض 푞)    یتوان  يک سریرا به صورت 
  م،یدهیر بسط میبه صورت ز 푞با پارامتر نشانده 

휙(푥;푞) = 휙(푥; 0) +
1
푚!

1

휕 휙(푥;푞)
휕푞

| 0  푞 .       (16) 

  م،ی) دار15) و (10از معادله (
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휙(푥; 푞) = 푦0(푥) + 푦 (푥)
1

 푞 .       (17) 

به طور  푦0(푥)ه یو حدس اول ℏ ید که پارامتر کمکیفرض کن 
در  ℒ ی) با عملگر خط17( يانتخاب شده باشند که سر یمناسب
ℋ(푥)  ی) و تابع کمک4(رابطه   = 푞در    1 = همگرا باشد.   1

푞با فرض  =   م،ی) دار17( يدر سر 1

휙(푥; 1) = 푦0(푥) + 푦 (푥)
1

.       (18) 

  م،ی) دار13ن با استفاده از معادله (یبنابرا

푦(푥) = 푦0(푥) + 푦 (푥)
1

.       (19) 

  مرتبه بالا یسیمعادله دگرد 2.2

) و  ٦(مرتبه صفر  یسیاز معادله دگرد يریبار مشتق گ 푚با 
푞، و سپس قرار دادن  푞نسبت به پارامتر  )  ٧( = ت یو در نها  0

ام 푚مرتبه    یسیدگرد  ي، معادله!푚م کل عبارت حاصل به  یتقس
  د،یآیر بدست میبه صورت ز

ℒ[푦 (푥) − 휒 푦 (푥)]
= ℏ ℋ(푥) ℛ ( 푦 1⃗ ),        (20) 

  ،يط مرزیهمراه با شرا

푦 (0) = 0,     푦 (1) = 0,      (21) 

  که،

ℛ (푦 1)⃗ =
1

(푚− 1)!
휕 1풩[휙(푥; 푞)]

휕푞 1 | 0 = 

ε − δ p(x) 푦 1(푥) + 푝(푥)푦 1(푥)
+ 푞(푥)푦 1(푥)
− (1 − 휒 )푓(푥),              (22) 

  و 

푦 ⃗ = {푦0,푦1, … , 푦 },          휒 = 0,   푚 ≤ 1
1,   푚 > 1. 

ℒ  یعنی،  ℒ یکمک  یخطت با محاسبه وارون عملگر  یو در نها 1 
ℋ(푥)و با فرض  =   شود به،یل می) تبد20معادله ( 1

푦 (푥) = 휒 푦 1(푥) + ℏ ℋ(푥) ℒ 1 ℛ ( 푦 1⃗ ) , 

푦 (0) = 0,     푦 (1) = 0.      (23) 

  ییز همگرایآنال 2.3

풱(ℝم یکنیف میتعر به  퐹ر از یهمه توابع اندازه پذ يفضا (
ℝ که ،퐹 ک است. یمتر يفضا  

به طور  푔 یقیمقدار حقبا  ک دنباله از توابع یف. یتعر 2.1
ε∀اگر  퐹در  푔کنواخت همگرا هست به تابع ی > وجود  0

푛 ∀که  يبه طور 푛0ک ی داشته باشد  ≤ 푛م ی، داشته باش٠
|푔 (푥)− 푔(푥)| < 휀 که ،푥 ∈ 퐹 . مراجعه شود به

[5 − 7].  

∑ ياگر سر. هیقض 2.1 푦 (푥)0  کنواخت  یبه طور
푦، که 푦(푥)همگرا باشد به  (푥) ∈ 풱(ℝ و  (

푦 (푥)بدست 21) و (20مرتبه بالا ( یسیها از معادله دگرد (
∑ يهاین سریآمده باشند، و همچن 푦 (푥)  و

∑ 푦 (푥)  ي کنواخت همگرا باشند، آنگاه سریبه طور 
∑ 푦 (푥)0 است.2( يمعادله يق برایک جواب دق ی (  

∑ يهایاگر سر اثبات. 푦 (푥)  و∑ 푦 (푥)  و
∑ 푦 (푥) م، یهمگرا باشند آنگاه دار  

lim
→

푦 (푥) = 0,                             

lim
→

푦 (푥) = 0,                            

lim
→

푦 (푥) = 0.                  (24) 

푥∀ن یهمچن ∈   م، یکنیف میتعر [0,1]

푆(푥) = 푦 (푥), 

푆 (푥) = 푦 (푥), 
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푆 (푥) = 푦 (푥), 

  م،یاست دار یک عملگر خطی، ℒ یو از آنجا که عملگر کمک

ℒ[푦 (푥)− 휒 푦 (푥)]

= [ℒ푦 (푥)− 휒 ℒ푦 (푥)]

= 

ℒ푦1(푥) + ℒ푦2(푥)− ℒ푦1(푥) + ℒ푦3(푥) − ℒ푦2(푥)
+ ⋯+ ℒ푦 (푥)− ℒ푦 1(푥)  

= ℒ푦 (푥).    (25) 

مرتبه بالا  یسی) و معادله دگرد25) و (24با استفاده از معادله (
  م،ی) دار20(

ℏ ℋ(푥) ℛ ( 푦 ⃗ )

= ℒ[푦 (푥)− 휒 푦 (푥)]

= lim
→

ℒ[푦 (푥)

− 휒 푦 1(푥)] = 

ℒ lim
→

[푦 (푥) − 휒 푦 (푥)]

= ℒ lim
→

푦 (푥)  = 0 

ℏاز آنجا که  ≠ ℋ(푥)و  0 =   م،ی، دار1

ℛ ( 푦 1⃗ ) =
1

0,      ∀푥 ∈ [0,1]. 

 2.1ه یفوق و استفاده از قض ي) در سر22معادله ( يگذاریبا جا
  م،یدار

ℛ ( 푦 1⃗ )
1

 

= [ ε − δ p(x) 푦 1(푥) + 푝(푥)푦 1(푥)
1

+ 푞(푥)푦 1(푥) − (1 −휒 )푓(푥)] 

= ε − δ p(x) 푦 1(푥) + 푝(푥)푦 1(푥)
11

+ 푞(푥)푦 (푥)

− (1− 휒 )푓(푥)
1

 

= ε − δ p(x) 푦 1(푥) + 푝(푥) 푦 1(푥)
11

+ 푞(푥) 푦 (푥)

− (1− 휒 )푓(푥)
1

 

= ε − δ p(x) 푆 (푥) + 푝(푥)푆 (푥) + 푞(푥)푆(푥)
− 푓(푥) = 0, 

  م،ی) دار21) و معادله (3ن از رابطه (یهمچن

푆(0) = 휑(0),      푆(1) = 훾. 

ق  یک جواب دقیکند و ی) صدق م2( در معادله 푆(푥)ن یبنابرا
با رفتار   يریمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسیمعادله د يبرا
  است. يه مرزیلا

  ي عدد ي. مثالها3

آورده شده که با استفاده از روش  ين بخش دو مثال عددیدر ا
ن دو  یج حاصل از حل این نتایحل شده و همچن یل هموتوپیتحل

سه شده تا موثر بودن روش حل  یمقاز یگر نید يمثال با روشها
ن مسائل نشان داده شود. نرم دو خطا در روش  یا  يبرا یهموتوپ

ر بدست  یام به صورت زn يب مرتبهیتقر يبرا یل هموتوپیتحل
  د،یآیم
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푅푒푠 (ℏ) = (푦 (푥)− 푦(푥))  푑푥

≈
푦 (푥 ) −푦(푥 ) 2

푀
1

,         (26) 

푥که  ∈ 푖و  [0,1] = 1,2, … ,푀 و ،푦 (푥)  جواب
تکرار  nبا  یل هموتوپی) با استفاده از روش تحل2معادله ( یبیتقر
ن از نرم دو خطا ی) است. همچن2ق معادله (ی جواب دق 푦(푥)و 
شود. یاستفاده م ℏ ین مقدار پارامتر کمکیمحاسبه بهتر يبرا

 یینشان دادن همگرا  ين از نمودار قدر مطلق خطا برایعلاوه بر ا
بدست  یبیجواب تقر يو دقت بالا یبه جواب اصل یبیجواب تقر
  شده است.رسم ک ی ن تکنیآمده از ا

  ي ریمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسیمعادله د مثال. 3.1
8]د یریر را در نظر بگیز − 11]،  

ε 푦 (푥) + 푦 (푥 − 훿)− 푦(푥) = 푓(푥),   푥 ∈ [0,1], 
푦(푥) = 1   푥 ∈ [−훿, 0],    푦(1) = 1.

 

 ر است،ین معادله به صورت زیا يق برایجواب دق 

푦(푥) =
(푒 1 − 1)푒 2 + (1 − 푒 2)푒 1

푒 1 − 푒 2
, 

m1 =
− 4(휀 − 훿) + 1 − 1

2(휀 − 훿) , 

m2 =
4(휀 − 훿) + 1− 1

2(휀 − 훿) . 

  ي ریمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسیمعادله د مثال. 3.2
8]د یریر را در نظر بگیز − 11]،  

ε 푦 (푥) − 푦 (푥 − 훿)− 푦(푥) = 푓(푥),   푥 ∈ [0,1], 
푦(푥) = 1   푥 ∈ [−훿, 0],    푦(1) = −1.

 

 ر است،ین معادله به صورت زیا يق برایجواب دق 

푦(푥) =
−(푒 1 + 1)푒 2 + (1 + 푒 2 )푒 1

푒 1 − 푒 2
, 

m1 =
− 4(휀 + 훿) + 1 + 1

2(휀 + 훿) , 

m2 =
4(휀 + 훿) + 1 + 1

2(휀 + 훿) . 

 

  

  

 
εبا  1مثال  يمطلق برا يمم مقدار خطایماکس = 푛و  0.01 = 10. 

  
 δ [11]روش مرجع   [11]روش مرجع   [10]روش مرجع [9]روش مرجع ی هموتوپل  یروش تحل

4.0 × 10 12  4.0× 10 7  4.6× 10 4  1.2× 10 4  0.090928  0.001  
4.8× 10 12  4.2× 10 7  4.6× 10 4  1.6× 10 4  0.108362  0.003  
5.2× 10 11  2.1× 10 7  4.6× 10 4  2.8× 10 4  0.128454  0.006  
1.0× 10 11  2.3× 10 7  4.6× 10 4  5.7× 10 4  0.101499  0.008  
3.5× 10 9  5.7× 10 6  1.4× 10 5   -   -  0.100  
4.6× 10 9  1.7× 10 6  1.4× 10 5   -   -  0.200  
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δبا  1مثال  يمطلق برا يمم مقدار خطایماکس = 10 푛و  12 = 10.  
  

 ε [8]روش مرجع   [8]روش مرجع   [10]روش مرجع [9]روش مرجع ی ل هموتوپیروش تحل

2.2× 10 12  5.27× 10 5  4.50× 10 5  1.49× 10 2  6.58× 10 2  10 2 
7.5× 10 12  4.83× 10 5  4.50× 10 5  3.88× 10 2  8.07× 10 2  10 3 
4.4× 10 12  5.04× 10 5  2.50× 10 4  5.06× 10 2  8.46× 10 2  10 4 
1.0× 10 11  5.07× 10 5  2.50× 10 4  5.21× 10 2  8.54× 10 2  10 5 
5.0× 10 11  5.12× 10 5  2.50× 10 4  5.03× 10 2  8.58× 10 2  10 6 
5.0× 10 9  8.01× 10 5   -   -   -  10 7 

  

 

εبا  2مثال  يمطلق برا يمم مقدار خطایماکس = 푛و  0.01 = 10. 
 

 δ [11]روش مرجع   [11]روش مرجع   [10]روش مرجع [9]روش مرجع ی ل هموتوپیروش تحل

2.6× 10 12  1.7× 10 6  1.0× 10 5  1.4× 10 4  0.117631  0.007  
2.0× 10 12  6.3× 10 6  1.0× 10 5  9.6× 10 5  0.083515  0.015  
1.5× 10 12  2.1× 10 5  1.0× 10 5  6.8× 10 5  0.061475  0.025  

  

  

εبا  2مثال  يمطلق برا يمم مقدار خطایماکس = 푛و  0.001 = 10. 
 

 ε [8]روش مرجع   [8]روش مرجع   [10]روش مرجع [9]روش مرجع ی ل هموتوپیروش تحل

9.5× 10 12  1.0× 10 5  1.0× 10 5  3.0 × 10 4 0.213391  0.0007 
1.2× 10 12  8.5× 10 7  1.0× 10 5  1.4× 10 4  0.123119  0.0015 
1.5× 10 11  8.2× 10 7  1.0× 10 4  9.2× 10 5  0.080964  0.0025 
2.0× 10 12  1.4× 10 6  1.0× 10 4  -  -  0.0100 
2.0× 10 12  3.6× 10 6  1.0× 10 4  -  -  0.0200 
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δبا  1مثال  يبرا ،راست: قدر مطلق خطا، چپ: نرم دو خطا ( 1شکل  = 10 휀 و  12 = 10 푛و  6 = 10(  

 

 

 

 

δبا  1مثال  يبرا ،( راست: قدر مطلق خطا، چپ: نرم دو خطا 2شکل  = 휀 و  0.003 = 푛و  0.01 = 10(  
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δبا  2مثال  يبرا ،( راست: قدر مطلق خطا، چپ: نرم دو خطا 3شکل  = 휀 و  0.025 = 푛و  0.01 = 10(  

 

 

 

δبا  2مثال  يبرا ،( راست: قدر مطلق خطا، چپ: نرم دو خطا 4شکل  = 휀 و  0.02 = 푛و  0.001 = 10  

 

 يریجه گی. نت4

حل   يقدرتمند برا یلیک روش تحلی  یل هموتوپیروش تحل
و علوم مختلف   یاضیدر ر یرخطیدا غیمسائل مختلف شد

حل معادله   يک براین تکن ین مقاله از ایاست. در ا یمهندس
  ي ه مرزی با رفتار لا ير یمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسید

 ين معادله که دارایاستفاده شده است. با توجه به نوع رفتار جواب ا
ف خود است، یتعر  ياز دامنه  یار کوچکیدر بازه بس  يه مرزیک لای

گر با سرعت و ید يسه با روشهایدر مقا یل هموتوپیروش تحل
کند.  ین معادله ارائه میا يبرا یبی جواب تقر يشتریدقت ب

ه  ی، کنترل ناحℏ یارامتر کمکپ یک با معرفین تکن ین ایهمچن
-لیفرانسیحاصل از حل معادله د يجواب به فرم سر ییهمگرا
ن یرا فراهم آورده و آن را تضم ير یمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل

  ی پارامتر کمک  ن مقداریبهتر  يمحاسبه  ين برایکند. علاوه بر ایم
ℏ م.یاوریبدست بمم مقدار نرم دو خطا را ینیاست م یکاف 

حل مسائل   يک براین تکنیتوان از ایشنهاد مین به عنوان پیهمچن
هم  یبا رفتار نوسان يریمنفرد تاخ یاختشاش یتفاضل-لیفرانسید

  .[12]استفاده کرد  
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