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۷۲/۲۱/۶۶: تاریخ پذیرش مقاله           ۳۱/۶۰/۶۶تاریخ دریافت مقاله:   
 

 چکیده:

های وجود جواب دستگاه نامتناهی معادلات انتگرال غیرخطی، فضای جواب را فضای شامل همه دنبالهاثبات در این مقاله برای 
کلر -. با ایجاد تعمیمی ازعملگرهای تراکمی مرگیریممی همگرا با حد متناهی که با نرم مناسب یک فضای باناخ است در نظر

۲کلر-تعمیم یافته مر- Fتراکمیبنام عملگرهای 
۳اندازه نافشردگی و ۲

. پردازیمدر خصوص وجود نقطه ثابت میبه اثبات چند قضیه  ۳
خصوص وجود جواب بوسیله قضایای  در [9,3]مانند بعضی از قضایایی که توسط نویسندگان دیگر کنیممیبا این کارسعی 

سترش دهیم. سپس برای اعتبار و کاربرد قضایای پیشنهادیمان، یک نمونه از دستگاه معادلات نقطه ثابت ارایه شده است را گ
 . در آخر برایدهیممیانتگرال غیرخطی نامتناهی را مورد نظر قرار داده و اثبات وجود جواب آن را به کمک قضایای فوق انجام 

 4 4ادومینجزیه ت روش هموتوپی اختلالات بهبود یافته و یک الگوریتم تکراری توسطجذابیت بیشتر این تحقیق،  توانمندی و

 یم.کنفوق استفاده میجواب تقریبی دستگاه نامتناهی معادلات انتگرال غیرخطی آورده و از آن برای بدست آوردن  پدید
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2 .Meir-Keeler condensing                      
3 .Measure of noncompactness                      
4 .Adomian                     
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 ای. مقدمه و مطالب پايه9
غیرخطی، دستگاه معادلات  بحث معادلات انتگرال خطی و

انتگرال غیرخطی و در مواردی دستگاه معادلات انتگرال 
غیرخطی نامتناهی از اهمیت خاصی در علوم مختلف 
برخوردار است. در خصوص وجود جواب این نوع معادلات 

مراجعه کنید. ما نیز در این مقاله  [6,5,4]توانید بهمی
ضمن گسترش بعضی از نتایج محققان دیگر )مانند منابعی 
که در چکیده اشاره شد( روی وجود جواب دستگاه معادلات 
انتگرال غیرخطی نامتناهی و همچنین حل عددی آن کار 
خواهیم کرد. لذا ابتدا به معرفی بعضی از مفاهیم پایه و 

دازیم که در سراسراین مقاله مورد استفاده پرتعاریفی می
 قرارخواهند گرفت.

,0]را مجموعه اعداد حقیقی،   )  ،

( , . )E،را فضای باناخ حقیقی با عنصر صفر

  ,B x r را گوی بسته به مرکزX با شعاعr و
rB 

 گررا بیان 0,B rگیریم. برای زیرمجموعه در نظر می

به ترتیب  Xو Xconvمنظور از Eاز  Xناتهی

 EMنامیم. علاوه بر این می Xبستار و پوسته محدب 

 EAو  Eهای ناتهی و کراندار از را خانواده زیرمجموعه

های نسبتا را به عنوان زیر خانواده شامل همه زیرمجموعه
گیریم. در ادامه به تعریف اندازه در نظر می Eفشرده از 

 ارایه شده است.  [11]پردازیم که توسطنافشردگی می
 

 به نگاشت  :تعريف 9-9 : E M  اندازه

 ند:گویند اگر در شرایط زیر صدق ک Eنافشردگی در

 kerخانواده 1. { : ( ) 0}EX X   M 

 kerناتهی باشد و  EA 

X Y (X) Y .2( )    

(X) ( .3X)  

 X .4(X)conv   

        

 0

1 .51

, , 1

X Y X Y      



    

 

  

                                                 
1 .Darbo   
2.Schauder  

اگر6.
n{X های بسته ازدنباله مجموعه {

EM  به

کهطوری
n 1 nX X  1,2برای,...n   و

n
lim ( ) 0nX


 آنگاه n

n 1

X   X    






 .ناتهی است 

 هسته اندازه نافشردگی  را ker ، خانواده1در
نامند. یکی از خواص اندازه نافشردگی این است که می

. kerX  در واقع از نامساوی 

   
n 1

  X n nX X


  


 
  

 
به ازای  

1,2,n  شود کهنتیجه می    X 0   و از

 آنجا حکم بالا برقرار است. برای یافتن مطالب بیشتر در
 مراجعه گردد. [12,11]خصوص اندازه نافشردگی به

میم بسیار مهم از قضیه عیک ت ۱قضیه نقطه ثابت داربو
است که شامل قضیه وجودی نقطه ثابت  ۲نقطه ثابت شودر

 باشد.باناخ نیز می
 

 C. فرض کنید[1]نقطه ثابت شودر هقضی 9-8

باشد،  Eیک زیر مجموعه بسته و محدب از فضای باناخ 

:آنگاه هر نگاشت پیوسته و فشرده   T C C  دارای
 حداقل یک نقطه ثابت است.

 

 . فرض کنید [2]بت داربونقطه ثا قضیه  9-3

زیرمجموعه ناتهی، کراندار، بسته و محدب از فضای باناخ 

E  باشد و همچنین: T   یک نگاشت پیوسته

که ثابتطوریه باشد ب 0,1k  وجود  ا خاصیت زیرب

 داشته باشد:

    , ,TX k X X X     

 است.   دارای نقطه ثابت در مجموعه Tآنگاه 
، قضیه نقطه ثابت را در [15]کلر-مر 1969در سال 

با  Tهایی مانندنگاشت برای (X,d)فضای متریک
 گسترش داده است. خاصیت زیر

(۱)                         0   0 ;      

   

 

,

, , ,

d x y

d Tx Ty x y X
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 رکل-شرط فوق را شرط تراکمی )یا انقباضی( از نوع مر
، باشدیم کلر-نامند. یک نتیجه مشهور به عنوان تابع مرمی
 یک تعمیم آن به صورت زیر بیان شده است. [19]در
 

زیرمجموعه ناتهی از  فرض کنیدتعريف.  9-۴

باشد.  Eیک اندازه نافشردگی روی و Eفضای باناخ 

T : گوییم عملگر   یک تابع تراکمی تعمیم
 است، اگر داشته باشیم: کلر-یافته مر

(۲ )               0     0 ;  ,X       

    

    

( ) 

    .

X X

TX TX

      

   

    

 
 

:φکه در آن  + ⟶  تابع پیوسته است.  +
 

یک زیرمجموعه ناتهی،  فرض کنید قضیه.  9-8

یک  بوده و  Eکراندار، بسته و محدب از فضای باناخ 
 باشد. همچنین اگر Eاندازه نافشردگی دلخواه روی 

: T  پیوسته و تعمیم یافته تراکمی مر عملگر-
حداقل یک نقطه ثابت دارد و مجموعه  Tباشد، آنگاه کلر

 اند.فشرده  در Tنقاط ثابت 
 .[19]اثبات

 

تعمیم يافته از -Fبرای. قضیه جديد نقطه ثابت 8

 کلر -عملگر تراکمي مر
 کنیم.در این بخش ابتدا دو تعریف زیر را مطرح می

 

پیوسته کلاس همه توابع  فرض کنید  :تعريف 8-9

,F: [0به صورت  ) [0, )    باشد که در شرط
 کند:زیرصدق می

. (0) 0 ( ), t 0.F F t    
 

یک زیرمجموعه ناتهی از  Cفرض کنید :تعريف 8-8

باشد.  Eیک اندازه نافشردگی روی   و Eفضای باناخ 

:گوییم عملگر   T C Cلگر، یک عمF-  تعمیم

εکلر است، اگر برای هر-یافته مر 0 وجود داشته باشد 

 δ ε 0  که برای هرطوریه بX C  داشته

 (۳) باشیم:

         .F X F TX          

Fکه در آن   . 
 باشد.بصورت زیر میمان اولین قضیه اصلی

 

یک زیرمجموعه ناتهی،  Cفرض کنیدقضیه.  8-3

یک  بوده و  Eکراندار، بسته و محدب از فضای باناخ 
 باشد. همچنین اگر Eاندازه نافشردگی دلخواه روی

:   T C C یک عملگر پیوسته و F تعمیم یافته

 دارد.  Cحداقل یک نقطه ثابت در Tباشد، آنگاه کلر-مر
 

0Cفرض کنید  اثبات. Cله، دنبا{ }nC  را طوری

سازیم که می 1  n nC Conv TC  برای. 0 n  

 :همچنین داریم

 
0 0

1 0 0

TC TC C C  ,  

C Conv  TC C C ,



 

 


 

 : علاوه بر این با ادامه روند فوق خواهیم داشت

0 1 1  n nC C C C      

Nاگر عدد طبیعی  ≥ که طوری هوجود داشته باشد ب 0

  0NT C آنگاه ،  NC  فشرده است. بنابراین از

 یک نقطه ثابت دارد. Tشود که نتیجه می ۲-۱قضیه 

کنیم که حال فرض می  0, 0nC n    در ،

 این صورت با تعریف       n nF C ،

  0n n    و همچنین بوسیله تعریفnC  و

n n n    خواهیم داشت: 

1 1 (  ( )) ( (  ( )))

 (  ( ))  (  ( ))

n n n

n n n

F C F Conv TC

F TC F C

  

  

  

  
 

علاوه بر این n  یک دنباله کاهشی و مثبت از اعداد

 0حقیقی است لذا،  که طوریه وجود دارد ب

. ,n n    

0کنیم حال ادعا می  است. چون در غیر این صورت

0اگر   0 باشد، آنگاه وجود دارد n ی که به ازای

0n n که دهدنتیجه می ( )n      از ، 

1n کلر-تراکمی مر طرفی طبق تعریف عملگر   

1n بنابراین n   گردد که تناقض با رابطه می

 0بالاست. بنابراین    و از آنجا
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0,n n  چون دنباله .  nC  تو در تو است

 گیریم کهتیجه مین، ۱-۱ تعریف (6)لذا از شرط

1

 n

n

C C






  و همچنین درC  بسته و محدب

 kerعضوی از  C دانیم کهباشد. علاوه بر این میمی

 Tفشرده بوده و تحت نگاشت C است. بنابراین

دارای  Tشود کهنتیجه می ۲-۱تغییرناپذیراست. از قضیه 

C است و چون  C نقطه ثابت در C پس ،T  دارای

 باشد.می C نقطه ثابت در
 

F(t) اگرنتیجه.  8-۴ t اختیار گردد،  ۳-۲ در قضیه

 آید.بدست می [3]در ۲-۲آنگاه قضیه 
 

  ،۳-۲در قضیه اگرنتیجه.  8-8

(t) (t), t [0, )F t      که در آن

:  R R  (0) تابع پیوسته با شرط 0  و 

(t) 0  0هرازای  بهt  ،آنگاه قضیه  اختیار گردد
حال به یک نتیجه از نقطه ثابت از نوع  آید.بدست می ۱-5

 پردازیم.انتگرالی می
 

زیرمجموعه ناتهی، کراندار،  Cفرض کنید یجه.نت 8-۶

: و Eبسته و محدب از فضای باناخ   T C C  یک

0تابع پیوسته باشد. همچنین فرض کنید برای هر  
)وجود داشته باشد ) 0   برای هر کهطوریه ب

X C داشته باشیم 
(X)

0

(TX)

0

(s) ( )

(s)

f ds

f ds





   



   






 

یک اندازه نافشردگی دلخواه است و که در آن 

: [0, ) [0, )f    پذیر لبگ، یک تابع انتگرال
 که پذیر، نامنفی به طوریجمع

0
0, (s) 0f ds



    آنگاهT  حداقل دارای یک

 است. Cنقطه ثابت در

                                                 
1.Hausdorff     

فرض کنید اثبات. 
0

(t) (s) 0, 0
t

F f ds t    

 .را بکار ببرید ۳-۲قضیهو سپس 
 

 . ۱. اندازه نافشردگي هاسدورف3

 دراین بخش اندازه نافشردگی هاسدورف را در دنباله فضاها
پذیری دستگاه معادلات انتگرال غیرخطی نامتناهی و حل

اندازه  [10]دهیم. طبقمورد توجه قرار می 0cدر فضای 

نافشردگی هاسدورف در فضای
00( , . )cc  را به

 کنیم:بندی میرمولنمایش داده و به صورت زیر ف

(4)                
(t) D

(D) lim[ (max (t) )]k
n k nx

sup x
 

 

1که جایی 0( ( ) )x(t)  iix t c

   به ازای هرt  

 و
0

. cD M  

در این مقاله وجود جواب دستگاه معادلات انتگرال 

 را با استفاده از 0cغیرخطی نامتناهی در فضای 

ر گسترش کل-مر تعمیم یافته -Fعملگرهای تراکمی

دهیم. بدین منظور دستگاه معادلات انتگرال زیر را در می
 گیریم:نظر می

(5) 

 
 0

1

(t) f , (t), ,( (s))

( )) )

, ,

(t) ( , (  , ,( )

, .

n n n

i i i

x t x g t s x ds

x x t x t C

i n





 



 

















 

 :فرض کنید

1.(A ) توابع ( ):nf n

     

  پیوسته و

 0sup   , ( ),0( )   :n n
n

K f t x t t     

0که جایی 0

1))  ( )(t (n nx x t  

   0و( ) 0nx t   به

.ازای هر  ,t n   همچنین توابع پیوسته 

,    ): (n na b n   که:وجود دارند به طوری 

 

, ( ), ( ) , ( ), ( )

( )max

( ) ( )

| | | | ( ) ( )    ( ) ( ) ( )  ,

n n

n i i n
i n

f t x t p t f t y t q t

a t x t y t b t p t q t
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  که در آن

1 1(t) ,  (( ( )) (t) ( )) .i ii ix x t y y t  

     

2.(A  توابع  (

( ):ng n

      پیوسته و

 که:وجود دارد به طوری nGتابع 

 0
         ( ) ( , , (s)    : ,   .)n n nG sup b t g t s x ds t s



 

 همچنین

 0
,( ) ( )lim     [ , , (s) , , (s)    )] 0(n n n

t
b t g t s x g t s y ds




 

 

 و

  lim  sup    , , (s)   ;   0( ) .( )n n
TT

b t g t s x ds t





 
 

 

3.(A 0 تعریف عملگر ( 0:  X c c    که به

 کند:صورت زیر عمل می

 1 1 2 2

X , (t) (t)

, (t),

( ) ( )

( ( ) ( )( ) ,   , , ( ) ,...) ,

t x Xx

f t x v x f t x t v x

 
 

 که در آن
0

.  (x) , , (s( ))n nv g t s x ds


  

 

4.(A  روابط  ( 0nK

n





 و   0nG

n





 همچنین و 

  nSupK K ،nSupG G  و 

  0 sup   :{ }na t t R A  0که در آن
0 1 A  

 برقرارند.

5.(A Fاگر (  0]  و, ]t    آنگاه نامساوی

0 0( ) (  )F A t A F t  .برقرار است 

 

5تحت فرضیاتقضیه.  3-9 1( ) ( )A A  دستگاه

 دارد زیراب به صورت جوحداقل یک ( 5)هینامتنا

1 0( ))( )  ( ,  i ix t x t c t

    

)) و همچنین , ))  ix t C  برای هر 

i . 
 

( و5با استفاده از) اثبات.
5 1( ) ( )A A ر برای ه

t  :داریم 

0
1

0

( )  max  , ( ),   , , )   ( ( )c n n
n

x t f t x t g t s x s ds





 
  

 
 



0
1

0

( ( ), ( ),   , ,  
 max 

,

)

( )( ),0

n n

n

n

f t x t g t s x s ds

f t x t





 
 
   



  

0

1

max , ( ),( 0)n
n

f t x t


  

0

1
0

0

 max ( ) max ( ) ( )   , ,(

( ) .

( ))n i n n
i nn

n

c

a t x t b t g t s x s ds

k

A x t G k





  
  

  



  



 

 

بنابراین رابطه 
0

0(1 ) ( )
c

A x t G k    و از آنجا

نامساوی 
0

0

( )
1c

G k
x t d

A


 


 آید.بدست می 

)0فرض کنید  (t), d)B B x  یک گوی بسته به مرکز
0 (t)x  و شعاعd  باشد. بنابراینB  ،زیرمجموعه ناتهی، کراندار

 است. 0cبسته و محدب از

) عملگر )iX X  روی ( ),C B
را به ازای هر 

t ، کنیم:به صورت زیرتعریف می 

(   (t)   (t) , (t),  ) {( ) } { ( ( ))},i i iX x X x f t x v x  

 که در آن 

(t) (t) , (t( ) () ) , ,  .i ix x B x C i     
 

tچون برای هر   3ایم، لذا بوسیله فرض تعریف کرده(A )

 داشت: هیمخوا

lim(X x)(t) lim (t, x(t), v (x)) 0,i i i
i i

f
 

  

X).0بنابراین  x)(t) c 
 

چون    
0

0  ( )   cXx t x t d  پسX  یک خود

پیوسته است یعنی  Xاست. ما باید نشان دهیم که  Bنگاشت روی 

) عضو  ),C B
باشد. بدین منظور فرض کنید می 

0  دلخواه و نیز
1(t) (( )t)  i iy y 

  و

1 0(t) (t( ))i iz z c

   با شرط 
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0

0

 
2

cy z
A


   داده شده باشند. برای هرt  

 :خواهیم داشت

 

|( ) ( ) |

| ( ) |

  (t)   (t)

  , (t), ( ) , (t), ( )

n n

n n n n

X y X z

f t y v y f t z v z

 


 

     

   

0

0

         

        , , (s)   , , (s

| ( ) | | ( ) |

( [ ]))
2

i i n n n
i n

n n n

A max y t z t b t v y v z

b t g t s y g t s z ds
 



   

  

  

A)2از با استفاده  0Tتوانیم می (   انتخاب کنیم به

tکه طوری T 

   
0

      , , (s)   , , (s)  ( )  [ ]   ,
2

n n nb t g t s y g t s z ds


  

 

|رو از این ( ) (  (t)   )(t) |n nX y X z    

,0]کنیم حال فرض می ]t T به کمک فرضیات بالا ،
 خواهیم داشت:

0

0
 

| ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

( )

                       

    ,  ,      ,  ,   

    , ,

[ ( ( )) (

 

( ))]

( ) [ ( ( )) )      , ,( ( )  ] 

n n i i
i n

n n n
T

T

n n n

X y t X z t A m ax y t z t

b t g t s y s g t s z s ds

b t g t s y s g t s z s ds





  

 

 





 

 BgT   ,  ,      ,  ,( ) [ ( ( )) ( ( ))  ] 
2

n n n
T

b t g t s y s g t s z s ds
 

   
 

که در آن    : 0 },{ [ ]n
n

B sup b t t T  و 

 {| (, , (s)   , ) | [ ]}, (s) : , 0 .,n n
n

g

sup g t s y g t s z t s T



   

روی مجموعه فشرده  ngاز پیوستگی

00, 0 ]  [ [ ,]T T c   به
0

0g


 یابیم. علاوه بر دست می

A)2این از  را طوری انتخاب کنیم که آخرین  Tتوانیممی (

جمله تقریب بالا بقدر کافی کوچک باشد. همچنین وقتی که 

0
(t) (t)   0cy z   آنگاه

 | ( )   0( )( ) |n nX y t X z t بدین ترتیب .X 

روی 
0B c .اکنون باید ثابت کنیم که پیوسته استX 

کلر است! بدین -تعمیم یافته مرFیک عملگر تراکمی 

0منظور برای هر  0اید ما ب   را طوری پیدا کنیم
  که شرط زیر برقرار گردد:

 

 (۶)  

   ( ( )) ( ( ( )))  .F B F X B          

 :اما داریم

 
( )

( ( ( )))

| ( ( )) | )t(   , ( ),   k k
k nn x t B

X B

F lim sup max

F

f t x v x



 



 
 
 

 

0

0

( )

   

(       
, , (s)

  .

( ) | ( ) |

)
( ) ( )

( ( ) )

n i k
i k

n k nx t B
k k

a t max x t K

F lim su p max
b t g t s x ds

A F B




 

  
  

   
  
 








 
 
 


 


 

 

 

 بنابراین به نامساوی

0( ( ( ))) ( ( ) ) X B AF F B    ایم که رسیده

شود از آن نتیجه می
0

( ( ( )))F X B
A




 .حال با انتخاب

0

0

(1 A )

A





 به نامساوی ، ( ( ))F B      

 یک X و( کامل است ۶)یابیم که اثبات شرطدست می

Fکلر روی -تعمیم عملگر تراکمی مر
0B c 

کند صدق می ۳-۲در تمام شرایط قضیه Xباشد. لذامی

از آنجا  است و Bودر نتیجه دارای نقطه ثابت در

 باشد.می 0c ( دارای یک جواب در فضای5)دستگاه

 

 یدستگاه معادلات انتگرال غیرخطی نامتناهمثال. 3-8

  گیریم:زیر را در نظر می

(۷                     )
2 2

(t)1
(t)

2

i

n

i n

x
x

t n i





 




1

3 0
2

1

( ( )) ( ( ))
1

,n

(s 1) 2 ( ( ))

n i

i

t

i

i

sin x s sin x s

ds
n e

sin x s












 
 

  
 






 

 عبارتند از ngو nf ،nvدر این مساله توابع

2 2

3 0

(t)1
( t, x(t), v (x(t)) )

2

1
v (x(t)), v (x(t)) (t,s, x(s))ds,

i

n n

i n

n n nt

x
f

t n i

g
n e
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1

2

1

( ( )) ( ( ))

g (t,s, x(s)) .

(s 1) 2 ( ( ))

n i

i
n

i

i

sin x s sin x s

sin x s












 

  
 





 

 

)0اگر  )x t c  0آنگاه( t, x(t), v (x(t)))n nf c .

)0حال اگر  ) ( ( ))iy t y t c  آنگاه خواهیم داشت 

 

2  

3

| ( ( )) ( ( )) |

1
| ( ) ( ) |

2

| ( ) ( ( )) |

, (t), (t) , (t), (t)

  

1
 

i

n n n n

i

nt

n

i

n

f t x v x f t y v y

x t y t

v x t v y t
n e

i









 

 

 

 

2

2

 

3

 

3

1
( ) | ( ) ( ) |

2

| ( ) ( ( )) |

| ( ) ( ) |
12

| |

   

1
 

 

1
  ( ) ( ( ))

i i
i ni n

n nt

i i
i n

n nt

ma x x t y t

v x t v y t
n e

ma x x t y t

v x t v
e

i

y t
n









 

 











 

در اینجا 
2

(t)
1

 
2

na


 و
3

1
(t)n t

b
n e

 طرفی . از

00 1A   و 

2

1
sup ; 1n

n

k t
t n



 
   

 
به عبارت دیگر  

nبرای   آنگاه ، . 0nK  همچنین 

1

3 0
2

1

( ( )) ( ( ))
1

sup
(s 1) 2 ( ( ))

; ,

n i

i

t

n
n i

i

sin x s sin x s

ds
G n e

sin x s

t s












 
 

  
   

   
 

 
  






 

3 20

3 3

1 1
sup 2 ;

(s 1)

2 2
sup ; ,

t
n

t
n

ds t
n e

t
n e n







 
  

 

 
   

 

 

nبنابراین برای آنگاه ، . 0nG  علاوه بر

nاین برای  داریم 

3 0
[ ( ( ))

1
,  ,      ,  ,    0) .( ( )]n nt

g t s x s g t s y s ds
n e



  

  پیوستگی nf و   ng  بدیهی است و بدین ترتیب تمام

5فرضیات 1(  ) (  )A A باشند. با استفاده از می برقرار

 گیریم که دستگاه معادلات انتگرالنتیجه می ۱-4قضیه

 c 0 ( دارای یک جواب در فضای۷غیرخطی نامتناهی)

ایم دستگاه فوق دارای جواب است. حال که اطمینان یافته
است، به ایجاد یک الگوریتم تکراری برای دستیابی به یک 

 پردازیم.( می۷)جواب تقریبی ازدستگاه
 

ايجاد الگوريتم تکراری با تلفیق روش  .۴

های ایاختلالات اصلاح شده و چندجمله هموتوپي

  ادومین

های مختلفی برای حل عددی دستگاه معادلات انتگرال روش
غیرخطی توسط محققان مختلفی ارایه شده است که به عنوان 

هایی مانند استفاده از توابع پایه در روش توان به روشنمونه می
ری، استفاده از تبدیل دیفرانسیلی، حساب تغییرات تصوی

تکراری، هم محلی گسسته، تجزیه ادومین به تر تیب در

[22, 21, اما روش هموتوپی  اشاره کرد. [20,13,9
یر های اخاختلالات که یک روش نیمه تحلیلی است در سال

هایی در حل مسایل غیرخطی از خود نشان داده است کارایی
مراجعه کنید. همچنین  [14,8,7]ن خصوص به منابعدر ای

به بهبود روش هموتوپی و ایجاد دیدگاه جدید  [18,17]در
 های فقط غیرخطی برای گسستن مسالهیعنی استفاده از بخش

در  غیرخطی بزرگتر به مسایل کوچکتر صورت گرفته است.
 [18,17]لالات تعریف شده دراینجا ازروش هموتوپی اخت

های ادومین برای حل یادر حالت چندمتغیره و چندجمله
کنیم. لذا ابتدا دستگاه معادلات انتگرال استفاده می ۲-۳مثال

فوق را به صورت زیر در نظر  مثالغیرخطی نامتناهی 
  گیریم:می

(8            )                
2

(t)
(t)

2

i

n

i n

x
x

i





   

1

3 20
2

1

( ( )) ( ( ))
1 1

0, n

(s 1) 2 ( ( ))

n i

i

t

i

i

sin x s sin x s

ds
n e t n

sin x s












  
 

  
 






 

 

 تواند به صورت زیر بیان گردد:می (8)تعریف کلی از معادله

(۶)       1 2( , , , , ) ( , ) 0nA x x x h t n   
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تابع معلوم  hغیرخطی کلی و یک عملگر Aکه در آن

2Nو  1Nعملگر غیرخطی  را به دو A باشد. عملگرمی

کنیم. تبدیل می 2hو  1hرا به دو تابع hتابع  و همچنین

 داریم به عبارت دیگر

(۰۱)                       1 1 2( , , , , )nN x x x 

2 1 2 1 2( , , , , ) ( , ) ( , ) 0.nN x x x h t n h t n    

البته بسته به نوع مساله هر یک از عملگرهای غیرخطی 
توانند طوری انتخاب شوند که روی تعداد مشخصی از می

باشند.  یزخطی ن اتوانند بعضی از آنهمتغیرها اثر کنند، حتی می
ه از مفهوم ( به تعریف هموتوپی که بر خواست۱۰حال طبق)

 (۱۱) توپولوژی است، خواهیم پرداخت.
 

1 1 2 1

2 1 2 2

( , ) ( , , , , ) ( , )

( ( , , , , ) ( , )) 0

n

n

H v p N v v v h t n

p N v v v h t n

  

   
 

 

ها به عنوان ivو به عنوان پارامتر p[0,1]که در آن 

i,1,2ها به ازای ixتقریب   باشند و هر یک ازمی

ivشوند:صورت سری زیر تعریف می ها به  

(۲۱)         ,

0

(t) (t) (t)j

n n j n

j

x v p v




  

( از حدس اولیه ۱۱از صفر تا یک در رابطه)p با تغییر پارامتر

1 1 2 1( , , , , ) ( , ) 0nN v v v h t n   مساله  به جواب

 به صورت 

1 2( , , , , ) ( , ) 0nA v v v h t n   رسیم. یعنی می

1
(t) lim (t)n n

p
x v


 . 

 

را به hو تابع  2Nو  1N( عملگرهای 8حال برای مساله)

 گیریم:می در نظر صورت زیر

(۳۱)        1 1 2( , , , , ) (t),n nN x x x x  

2 1 2 2

1

3 0
2

1

1 22

(t)
( , , , , )

2

( ( )) ( ( ))
1

,

(s 1) 2 ( ( ))

1
(t, n) ( , ) ( , ).

i

n

i n

n i

i

t

i

i

x
N x x x

i

sin x s sin x s

ds
n e

sin x s

h h t n h t n
t n














  




 

  
 

  









 

 

 ( داریم:۱۱بنابراین در تعریف هموتوپی)
 

(۱4)                                            1(t) ( , )nv h t n 

1
22 3 0

2

1

( ( )) ( ( ))
(t) 1

( , ) 0,
2

(s 1) 2 ( ( ))

n i
i i

t
i n

i

i

sin v s sin v s
v

p ds h t n
i n e

sin v s



 







 
 

    
  

   
  


 



 

  ،کنیمگذاری می( جای۱4( را در)۱۲حال)
 

(5۱ )           , 1

0

(t) ( , )j

j n

j

p v h t n




 
  

 
 

,

0

2

, ,

0 1 0

3 0
2

,

1 0

2

(t)

2

( ( )) ( ( ))
1

0
(s 1) 2 ( ( ))

( , )

j

j i

j

i n

j j

j n j i

j i j

t

j

j i

i j

p v

p
i

sin p v s sin p v s

ds
n e

sin p v s

h t n








  

   

 

 











 


  

   
  

 




 


 

 

 
های ای( از چندجمله۱5برای رهایی از بخش غیرخطی در)

 کنیم:ادومین به صورت زیر استفاده می

 

,

0

,2
0

, ,

0 1 0

,

1 0

,

0

3

(t)

(t),
2

( ( )) ( ( ))

2 ( ( ))

( ),

1
( , ) .

j

j i

j j

j n

i n j

j j

j n j i

j i j

j

j i

i j

j

j n

j

t

p v

p A
i

sin p v s sin p v s

sin p v s

p B s

f t n
n e



 


 

  

  

 

 







 





 
  

 
 





 



 

 





 

 

j,که در آن nA و,j nB های ادومین هستند ایچندجمله

 گردد:( به صورت زیر بیان می۱5و با فرضیات فوق رابطه)

(۶۱            ) , 1

0

(t) ( , )j

j n

j

p v h t n
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, ,20
0 0

2

1

1
(t) ( , ) ( )

(s )

( , ) 0

j j

j n j n

j j

p p A f t n p B s ds

h t n

 

 


 



 

  

خواهیم  pهایحسب توان ( بر۶۱سازی رابطه)با مرتب
 ،داشت

 0, 1

1, 0, 0, 220

2

2, 1, 1,20

, 1, 1,20

1

1

1

1

1
0,

1

(t) ( , )

(t) (t) ( , ) ( ) ( , )
(s )

(t) (t) ( , ) ( )
(s )

(t) (t) ( , ) ( )
(s )

n

n n n

n n n

j

j n j n j n

v h t n

p v A f t n B s ds h t n

p v A f t n B s ds

p v A f t n B s ds







 



 
    

 

 
   

 

 
     

 







 

در رابطه  pهایبا مساوی صفر قرار دادن ضرایب توان
 رسیم:ه الگوریتم تکراری زیر میاخیر ب

 
 

 الگوريتم.۴-9

0, 1

1, 2 0, 0,20

, 1, 1,20

1

1

1

1

(t) ( , ),

(t) ( , ) (t) ( , ) ( ) ,
(s )

(t) (t) ( , ) ( ) , 2
(s )

n

n n n

j n j n j n

v h t n

v h t n A f t n B s ds

v A f t n B s ds j





 


 



  



  







 

در الگوریتم فوق 
3

1
( , )

t
f t n

n e
  و

2

1
(t, n)h

t n



 

)1که از روی آن برای سادگی محاسبات , )h t n و 

2( , )h t n گردند. همچنینتعیین می,j nA و,j nB 

 آیند:های ادومین از روابط زیر بدست میایچندجمله

,
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, 2
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, ,
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!
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به عنوان نمونه 
0, (t)nA و

0, ( )nB s  :عبارتند از 

(۷۱)  

0,

0, 2

0, 0,

1
0,

0,

1

(t)
(t) ,

2

( ( )) ( ( ))

(s) .
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i

n

i n

n i

i
n
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i

v
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i

sin v s sin v s
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های ادومین ایبرای بدست آوردن چندجمله وقدر محاسبات ف
را  iافزار متمتیکا، حد بالای استفاده از نرم نویسی ودر برنامه

کنیم. برای بدست آوردن اختیار می mعدد بزرگی مثل
( ۷)دستگاه معادلات انتگرال غیرخطی نامتناهیجواب تقریبی 

2000m، با فرض۱-4الگوریتم در  و

0, 1(t) ( , ) 1nv h t n   به ازایn  آنگاه

2( , ) 1 ( , )h t n h t n   ( ۱۲طبق رابطه) و

 های جواب تقریبی را تا دو جمله یعنی به صورتمولفه

0, 1,(t) (t) (t) (t)n n n nx v v v    چندبه ازایn 

 کنیم.متفاوت ارایه می

(8۱)          
1 1 0,1 1,1(t) (t) (t) (t)x v v v   

3 3 0,3 1,3

30 30 0,30 1,30

100 100 0,100 1,100

(t) (t) (t) (t)

(t) (t)

1
0.82246703 0.60460294e ,

1

1
0.19746703 0.02239270e ,

9

1
0.00840317 0.0000028e ,

3600

0.005

(t) (t)

(t) (t) (t) (t)

02508 6

t

t

t

x v v v

x v v v

x v v v

t

t

t







  

  



 




 




 


 





7 1
.04602937 10 e ,

10000

t

t

  


 

 

با رسم چندجمله دلخواه مانند

1 3 30 100(t), (t), (t), (t)x x x x  از جملات دنباله

1(t) (x (t))i ix 

برای شود که ، نشان داده میi های

xبزرگتر (t)i شوند. یعنی جملاتبه محور افقی نزدیکتر می 

 ، مراجعه نمایید(.۱-کند)به شکلدنباله به تابع صفر میل می



 ۱58                                                 ۱۳۶۷ستان تابدهم، چهارم، شماره چهارهای نوین در ریاضی/ سال مکار/ پژوهشو ه محسن ربانی
 

 

 

 
 نمایش رفتار جملات دنباله - ۱شکل 

 
lim ،۱-بنابراین با توجه به شکل (t) 0i

i
x


 در نتیجه  و

1 0(t) (x (t))i ix c

  دستگاه معادلات . یعنی جواب

به صورت  0c( را در فضای8)انتگرال غیرخطی نامتناهی

 ایم.( ارایه کرده۱8یک دنباله با جملات )
 

 گیری و پیشنهاد. نتیجه8
در این مقاله با استفاده از یک تعمیم مناسب از عملگر 

وجود  ایم ضمنتوانستهکلر و اندازه نافشردگی -تراکمی مر
 دستگاه معادلات انتگرال غیرخطی نامتناهیجواب برای 

بعضی ازکارهای نویسندگان دیگر را نیزگسترش دهیم. از 
ایم که طرفی از لحاظ عددی دست به یافتن آن جواب زده

ود رافزاید. انتظار میمان میبر جذابیت و توانمندی روش
دستگاه معادلات که روند پیشنهادی این مقاله برای 

 نیز موثر واقع شود.  غیرخطی نامتناهیچندگانه  انتگرال
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