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  مقدمه -۱
دومدول Α−ک باناخ، ي ܺک جبر باناخ و ي Αم  يفرض کن

Α :ܦوسته يپ يباشد. نگاشت خط ⟶ ک اشتقاق يرا  ܺ
,ܽهر  يم اگر برايگوئ ܾ ∈ Α ميداشته باش:  

(ܾܽ)ܦ = .(ܽ)ܦ ܾ +  .  (ܾ)ܦ.ܽ
  

ݔم، اگر يگوئ يرا اشتقاق درون ܦبعلاوه نگاشت  ∈ ܺ 
ܽهر  يوجود داشته باشد که به ازا ∈ Α:  

(ܽ)ܦ = ܽ. ݔ −  .  ܽ.ݔ
  

هر باناخ  يم، اگر به ازاير گوئيپذنيانگيرا م Αجبر باناخ 
−Αܦ  ، نگاشت اشتقاق،ܺ دومدول باناخ: Α ⟶ ܺ∗ ،
  .]۲[باشد يدرون

 يجبرها يبه اشکال مختلف برا يريپذنيانگيمفهوم م
که توسط  يميدا کرده است، از جمله تعميم پيباناخ تعم

انجام گرفته  ]۶و۵،۴[ و همکاران در مقالات يريرزاوزيم
:ψم ين صورت است که فرض کن ياست. بد A → A 

ن صورت نگاشت  يوسته باشد. در ايسم پ يک همومورفي
Α :ܦوسته يپ يخط ⟶ م ياشتقاق گوئ ߰–ک يرا  ܺ 

,ܽهر  ياگر به ازا ܾ ∈ Α م:يداشته باش 
(ܾܽ)ܦ = (ܾ)ψ.(ܽ)ܦ + ψ(ܽ).ܦ(ܾ) 

  
ݔم اگر يگوئ ياشتقاق درون ߰–را  ܦبعلاوه  ∈ وجود  ܺ

ܽ هر يکه برا يطورداشته باشد به ∈ Α :  
(ܽ)ܦ = ߰(ܽ). ݔ −  . (ܽ)߰.ݔ

  
هر  يبرا م اگرير گوئيپذنيانگيم ߰−را   Αلذا جبر باناخ 

Α :ܦ اشتقاق ߰−هر  ܺدومدول  Α−باناخ  ⟶ ܺ∗ ،
  باشد. يدرون ߰−

Hوسته از  يپ يهاسميرا مجموعه تمام همومورف (ܣ)݉݋
Α يبتو Α م.يکنيف ميتعر  

،  (ܣ)݉݋ψϵH يم که به ازايکن ين مقاله ثابت ميدر ا
نکه جبر  ي ر است، به شرط ايپذنيانگيم -ψ، ܣجبر باناخ 
  ،ॸ௡⊗ܣ يسيباناخ ماتر
ψ⊗ دو جبر باناخ  ير باشد. بعلاوه به ازايپذنيانگيم -ܫ

و کاراکتر  (ܤ)݉݋φϵH، (ܣ)݉݋ψϵH، ܤ  و  ܣ
θ:ܤ → ℂم يکني، ثابت مθ- ܣلائو جبر باناخ ×ఏ B 
ψ⊗φ – راست، اگر و تنها اگر يپذنيانگيمA ،ψ-  

  

  ر باشد.يپذنيانگيم-، B φ ر و يپذنيانگيم
  
۲- −ψ⊗    جبر باناخ يريپذنيانگيمܫ

 ॸ௡⊗ܣ
݊ باناخ و  يک فضاي ܺم يفرض کن ∈ ℕ  .باشد

݊ يهاسيمجموعه ماتر × را با  ܺاز  يهاهيبا درا ݊
ॸ௡(ܺ)  ن يهمچنوॸ௡(ℂ)  را باॸ௡ ش ينما  

ام، ستون – ݅ک در سطر يه يبا درا يهاسيم. ماتريدهيم
م ينشان خواه ℰ௜௝را با  ॸ௡ه جاها صفر در يام و بق– ݆

  که يداد به طور
ℰ௜௝ℰ௞௟ = ,݅)  ௝௞ℰ௜௝ߜ ݆,݇, ݈ ∈ ℕ) . 

  
ॸ௡(ܺ) باناخ با نرم  يک فضايتوان به عنوان يرا م

  ر در نظر گرفتيز
ฮ(ݔ௜௝)ฮ = ∑ ฮݔ௜௝ฮ௡

௜,௝ୀଵ  , ൫ݔ௜௝൯ ∈ ॸ௡(ܺ)  
  

را با  ∗(ܺ)ॸ௡دوگان  يتوان فضايبعلاوه م
ॸ௡(ܺ∗) در نظر گرفت. يکير،يتوسط نگاشت ز  

< ൫ݔ௜௝∗ ൯, ൫ݔ௜௝ ൯ > = ∑ < ∗௜௝ݔ  , ௜௝ >ஶݔ
௜,௝ୀଵ  ,  

  
௜௝   ∗൯ݔ൫که  ∈ ॸ௡(ܺ∗)  , ( ௜௝ݔ) ∈ ॸ௡(ܺ)  از

  سم با يزومورفيا (ܺ)ॸ௡ يم که فضايدار يطرف
ܺ ⊗ॸ௡ يعنيباناخ است،  يبه عنوان فضاها :

ॸ௡(ܺ) ≅ ܺ⊗ॸ௡  ک جبر باناخ باشد ي ܣو اگر
 ॸ௡⊗ܣبه  (ܣ)ॸ௡از  يسم جبريزومورف يک اي

  گر يعبارت دوجود دارد، به
ॸ௡(ܣ) ≅   . ॸ௡⊗ܣ

  
 ܣ−ک باناخ ي ܺک جبر باناخ و ي ܣم يفرض کن

ܺطور معمول ن صورت بهيدومدول باشد، در ا ⊗ॸ௡ 
دومدول در نظر  ॸ௡⊗ܣ−ک باناخ يتوان يرا را م

   نشان داده شده که نگاشت ]۱[ گرفت. در مرجع 
ॸ௡ ⟶  ॸ௡

∗  ∶ ܣ ↦   ,  ܣ
  
ॸ௡است و  يزومتريا

ر به يز يتوان با اعمال مدوليرا م ∗
  دومدول در نظر گرفت: ॸ௡−ک يعنوان 

ܧ.ܣ = ்ܣܧ ܣ.ܧ,   =    ، ܧ்ܣ
  

ܣ که ∈ ॸ௡  ، ܧ ∈ ॸ௡
  است. ܣ ترانهاده ்ܣ و  ∗
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ψم يفرض کن :هيقض -۱-۲ ∈ Hو  (ܣ)݉݋Α  ک ي
ر يپذنيانگيم– ܫ⊗ॸ௡ ،ψ⊗ܣجبرباناخ باشد. اگر 

  ر است. يپذنيانگيمΑ  ،–ψباشد آنگاه 
Α :ܦم يفرض کن :برهان ⟶ اشتقاق و ψ–ک ي ∗ܺ

  دومدول باشد. نگاشت  ܣ–ک باناخ ي ܺ
ॸ௡:ܬ ⟶  ॸ௡

∗  ∶ ܣ ↦ ்ܣ  
  
 م تابع يکنياست. ابتدا ثابت م يزومتريک اي

⊗ܦ ௡ܯ⊗ܣ:ܬ ⟶ ܺ∗⊗ॸ௡
∗   

 = (ܺ ⊗ॸ௡
 )∗  

  
  با ضابطه

⊗ܦ ܽ)ܬ ⊗ (ܣ = (ܽ)ܦ ்ܣ⊗  ,  
  

ψ⊗ ,ܽهر  يرا به ازاياشتقاق است. ز– ܫ ܾ ∈ و  ܣ 
ܤ,ܣ ∈ ॸ௡ م:يدار  

⊗ܦ ܽ)൫ܬ ⊗ b)(ܣ ൯(ܤ⊗ =
⊗ܦ) ⊗ܾܽ)(ܬ (ܤܣ = (ܾܽ)ܦ ⊗   ்(ܤܣ)

  
  ياز طرف

⊗ܦ) ⊗ܽ)(ܬ ⊗ψ.(ܣ ܾ)ܫ ⊗ (ܤ +  
ψ⊗ܫ(ܽ ⊗ .(ܣ ܦ) ⊗ ܾ)(ܬ ⊗   (ܤ
= (ܽ)ܦ) .(்ܣ⊗ (ψ(ܾ)⊗ܤ) +  
(ψ(ܽ)⊗ܣ). (ܾ)ܦ)   (்ܤ⊗
்ܣ்ܤ⊗(ܾ)ψ.(ܽ)ܦ= +  
 ψ(ܽ).ܦ(ܾ) ்ܣ்ܤ⊗   
= (ܾܽ)ܦ ்ܣ்ܤ⊗   

  
 ن يبنابرا

⊗ܦ ܽ)൫ܬ ⊗ ܾ)(ܣ ⊗   ൯(ܤ
= ⊗ܦ) ⊗ܽ)(ܬ ⊗ψ.(ܣ ܾ)ܫ ⊗   (ܤ
+ψ⊗ ܽ)ܫ ⊗ .(ܣ ⊗ܦ) ܾ)(ܬ ⊗   (ܤ

  
⊗ܦپس  –،  ܬ ψوجود دارد  است. لذا دروني 

∑ ௜௝∗௡ݔ
௜,௝ୀଵ ௜௝ߝ⊗ ∈  ܺ∗⊗ॸ௡

   ,  
  

ܽهر  يکه به ازا يبه طور ⊗ ௜௝ߛ ∈ ॸ௡⊗ܣ
  

  م:يدار
⊗ܦ ) ൫ܽ(ܬ ⊗ ൯(௜௝ߛ) =  
(ܽ ⊗ . ((௜௝ߛ) (∑ ⊗∗௜௝ݔ ௜௝)௡ߝ

௜,௝ୀଵ −  
(∑ ∗௜௝ݔ ௜௝).௡ߝ⊗

௜,௝ୀଵ ቀܽ⊗ ൫ߛ௜௝൯ቁ .  

  م:يدر رابطه فوق دار 11ߝس واحد يماتر ياکنون به ازا

൭
(ܽ)ܦ ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

൱
௡×௡

      

= ⊗ܦ) ⊗ܽ)(ܬ    (ଵଵߝ
= ∑ ߰(ܽ). ⊗∗௜௝ݔ ௡(௜௝ߝ)

௜,௝ୀଵ   ்(ଵଵߝ)
−∑ (ܽ)߰.∗௜௝ݔ ⊗௡

௜,௝ୀଵ   (௜௝ߝ)்(ଵଵߝ)
  

  جه يدر نت
(ܽ)ܦ = ߰(ܽ). ∗ଵଵݔ − ∗ଵଵݔ .߰(ܽ) ,  

  
 ߰−،  ܣ نياست. بنابرا يدرون߰–ک ي ܦپس 

  ر است.  يپذنيانگيم
  

ک کاراکتر  ي θدو جبر باناخ و  B و  Aم يفرض کن
–باشد. ضرب  B يوسته رو يپ θ ،لائوA  در B  را که با

Aنماد  ×஘ B يحاصلضرب دکارت م،يدهيش مينما 
A × B ر است: يبا عمل ز  

 (aଵ , bଵ)(aଶ, bଶ) =  
(aଵaଶ  +  θ(bଵ)aଶ  +  θ(bଶ)aଵ, bଵbଶ)  

  
  و نرم 

ห|(ܽଵ,ܾଵ)|ห = ห|ܽଵ|ห+ ห|ܾଵ|ห   .  
  
آل دوطرفه بسته در  ده يک اي ܣاست که  يهيبد

A ×஘ B  وB با  يسم جبريزومورفيا୅×ಐ୆
஺

است. در  
Bحالت خاص که  = ℂ  وθ يرو  ينگاشت همان ℂ 

Aباشد، آنگاه  ×஘ B = کدار يجبر باناخ  #ܣکه  #ܣ
  :مياست. فرض کن Aشده 

ψ ∈ H(ܣ)݉݋ و   φ ∈ H(ܤ)݉݋  
  

  نگاشت
ψ⊗φ: A ×஘ B → A ×஘ B  ,  

  
  با ضابطه

ψ⊗φ(ܽ, ܾ) = (ψ(a),φ(b))   
  
 را  يسم است، زيک هومورف ي

ψ⊗φ൫(ܽଵ,ܾଵ)(ܽଶ,ܾଶ)൯  
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 = ψ⊗φ(ܽଵܽଶ  + ଶܽ(ଵܾ)ߠ   +
  ( ଵ,ܾଵܾଶܽ(ଶܾ)ߠ 
= ( ψ(ܽଵ)ψ(ܽଶ) +   ψ(ܽଶ)(ଵܾ)ߠ 
( ψ(ܽଵ),φ(ܾଵ)φ(ܾଶ)(ଶܾ)ߠ+ =
൫ψ(ܽଵ),φ(ܾଵ)൯൫ψ(ܽଶ),φ(ܾଶ)൯  
= ψ⊗φ(ܽଵ,ܾଵ)  ψ⊗φ(ܽଶ,ܾଶ)  

 
 θدو جبر باناخ، و  B و  Aم يفرض کنه: يقض -۲-۲

B ،ψ يوسته رو يک کاراکتر پ ي ∈ Hom(A)  و  
φ ∈ Hom(B)  باشد. آنگاهA ×஘ B ،  

ψ⊗φ –ر است اگر و تنها اگر يپذنيانگيمA، ψ–
  ر باشد.يپذنيانگيم– B ،φر و يپذنيانگيم

Aم يکن فرضاثبات:  ×஘ B ،ψ⊗φ –ن يانگيم
Α :ܦدومدول و A−ک باناخ ي  Xر،يپذ ⟶ ک ي ∗ܺ

ک باناخ يتوان بعنوان يرا م  Xاشتقاق باشد. ߰–
A ×஘ B -ر در نظر گرفت:يدو مدول با اعمال ز  

(ܽ, ݔ.(ܾ = ψ⊗φ(ܽ, ܾ).   ݔ
 = ൫ψ(a) + θ(b)൯.   ݔ

  و 
.ݔ (ܽ, ܾ) = ,ܽ)ψ⊗φ.ݔ ܾ)  
 = .ݔ ൫ψ(a) + θ(b)൯ ,  

  
,ܽ)که  ܾ) ∈ A ×஘ B,   ݔ ∈ X .  

:෩ܦاکنون نگاشت  A ×஘ B با ضابطه  ∗ܺ⟶
,ܽ)෩ܦ ܾ) = هر   يم. برايکنيف ميرا تعر (ܽ)ܦ

(ܽଵ, ܾଵ), (ܽଶ, ܾଶ) ∈ A ×஘ B  م:يدار 
,෩൫(ܽଵ,ܾଵ)ܦ (ܽଶ, ܾଶ)൯ = 
෩ (ܽଵܽଶܦ     +  ଶܽ(ଵܾ)ߠ 
  ( ଵ,ܾଵܾଶܽ(ଶܾ)ߠ + 
= ଵܽଶܽ)ܦ  + ଶܽ(ଵܾ)ߠ   +   (ଵܽ(ଶܾ)ߠ 
= ଶܽ.(ଵܽ)ܦ + ܽଵ.ܦ(ܽଶ)  
(ଶܽ)ܦ(ଵܾ)ߠ+ +   (ଵܽ)ܦ(ଶܾ)ߠ
= (ଶܽ)߰.(ଵܽ)ܦ +߰(ܽଵ).ܦ(ܽଶ)  
(ଶܽ)ܦ(ଵܾ)ߠ+ +   (ଵܽ)ܦ(ଶܾ)ߠ
= ൫߰(ܽଶ)(ଵܽ)ܦ +   +൯(ଶܾ)ߠ
(߰(ܽଵ) +   (ଶܽ)ܦ((ଵܾ)ߠ
= ,෩(ܽଵܦ ܾଵ).  ψ⊗φ(ܽଶ,ܾଶ)  
+ψ⊗φ(ܽଵ, ܾଵ).ܦ෩(ܽଶ, ܾଶ)  .  

  
اشتقاق است. لذا طبق فرض -ψ⊗φک ي  ෩ܦن يبنابرا

∗ݔک ي ∈   وجود دارد که:  ∗ܺ
(ܽ)ܦ = ,ܽ)෩ܦ ܾ)  

= (ܽ, ∗ݔ.(ܾ − .∗ݔ (ܽ, ܾ)  
= ൫ψ(ܽ) + θ(b)൯. ∗ݔ − .∗ݔ ൫ψ(ܽ) +
θ(b)൯  
= ψ(ܽ). ∗ݔ −   , (ܽ)ψ.∗ݔ

  
  ر است.يپذ نيانگيم–A ،ψجه يدر نت

  ، Bجبر باناخ  يريپذنيانگيم φ−اثبات  يبعلاوه برا
ܤ :ܦ مدول و  دوܤ−باناخ  X ميکن فرض ⟶ ک ي ∗ܺ
 باشد. نگاشت اشتقاق߮–

:ߟ A ×஘ B ⟶ ∶   ܤ  (ܽ, ܾ) ↦ ܾ  
  

ک يتوان بعنوان يرا م  Xن يم. همچنيکنيف ميرا تعر
Aباناخ  ×஘ B -ر در نظر گرفت: يدو مدول با اعمال ز  

(ܽ, ݔ.(ܾ = φ൫ߟ(ܽ, ܾ)൯. ݔ = ߮(ܾ).   , ݔ
 و 

.ݔ (ܽ, ܾ) = ,ܽ)ߟφ൫.ݔ ܾ)൯ =   , (ܾ)߮.ݔ
  

,ܽ)که  ܾ) ∈ A ×஘ B,   ݔ ∈ X . 
  ن نگاشتيسم است، بنابراي ک هومورفي ߟچون 

ܦ ∘ A :ߟ ×஘ B ⟶ ܺ∗  
  

ψ⊗φ- ݔ کياشتقاق است. لذا طبق فرض∗ ∈ ܺ∗ 
  وجود دارد که: 

(ܾ)ܦ = ܦ ∘ ,ܽ)ߟ ܾ)  
= (ܽ, ∗ݔ.(ܾ − .∗ݔ (ܽ, ܾ)  
= φ(b). ∗ݔ −   φ(b).∗ݔ

  
  ر است.يپذ نيانگيم–φ، ܤجه يدر نت

 X ميکن فرض ]۷[ ،۲.۳.۱۰برعکس. همانند اثبات قضيه 
–ک باناخ ي A ×ఏ B ܦدو مدول و: A ×ఏ B ⟶ ܺ∗ 
  اشتقاق باشد. چون نگاشت߮⊗߰–ک ي

:  ୅ ×ഇ ଴|ܦ A ×ఏ 0 ⟶ ܺ∗   
  

–߰⊗ ن ياست، بنابرار يپذنيانگيم–A ،ψاشتقاق و 0
∗ଵݔ ∈ ܽهر  يوجود دارد که به ازا ∗ܺ ∈   م: يدار ܣ

,ܽ)ܦ 0) = (߰(ܽ), 0). ∗ଵݔ − ∗ଵݔ . (߰(ܽ), 0).  
  

෩ܦم يقرار ده  = ܦ − ܽ݀௫భ∗ ܦ. واضح است که෩ ،ک ي
–߰⊗ ෩หܦو  اشتقاق߮

୅ ×ഇ ଴
=    يهااست. مجموعه 0

ܨ = ∗ݔ} ∈ ܺ∗: (߰(ܽ), 0). ∗ݔ =  
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.∗ݔ (߰(ܽ), 0) = 0,ܽ ∈   , {ܣ
 و 

ܺ଴ = ݈݅݊{(߰(ܽଵ), 0). ݔ +  
.ݕ (߰(ܽଶ), 0):ܽଵ,ܽଶ ∈ , ܣ ݕ,ݔ ∈ ܺ} ,  

  
ܨ نيم. بنابرايکن يف ميرا تعر ≅ (ܺ ∕ ܺ଴)∗ ک باناخ ي

0 ×ఏ B – هر  يدو مدول دوگان است. لذا برا  
ܾ ∈ B  و  ܽ ∈   م:يدار ܣ

(߰(ܽ), ,෩(0ܦ.(0 ܾ)  
= ,ܽ)෩൫ܦ  0)(0, ܾ)൯ − ,ܽ)෩ܦ 0). (0,߮(ܾ))  
= ,ܽ(ܾ)ߠ)෩ܦ 0) − ,ܽ)෩ܦ 0). (0,߮(ܾ) = 0 ,  

  
,ܽ)෩ܦچون  0) =   ب يترت ن يبه هم. 0

,෩(0ܦ ܾ). (߰(ܽ), 0) = 0 ,  
  

ܾهر  ين برايبنابرا ∈ ,෩(0ܦم: يدار ܤ   . ܨ߳(ܾ
ܤچون  ياز طرف = 0 ×ఏ B  ،–߮ر است يپذنيانگيم

∗ଶݔک  يلذا وجود دارد  ∈   که يبطور ܨ
,ܽ)෩ܦ ܾ) = ,෩(0ܦ  ܾ)  
= ൫0,߮(ܾ)൯.ݔଶ∗ − .∗ଶݔ ൫0,߮(ܾ)൯  
= ൫߰(ܽ),߮(ܾ)൯. ∗ଶݔ − .∗ଶݔ ൫߰(ܽ),߮(ܾ)൯  
 = ܽ݀௫మ∗(ܽ, ܾ)  

 نيبنابرا
ܦ = ܽ݀௫భ∗ା௫మ∗  .  

  
Aلذا  ×஘ B ،ψ⊗φ –ر است. يپذنيانگيم  

ψک جبر باناخ و ي Aم يفرض کن  ∈ Hباشد.  (ܣ)݉݋
ψ෩م يکنيف ميتعر ∈ H݉݋൫ܣ#൯  با ضابطه

ψ෩(ܽ + (݁ߣ = ψ(a) + λe  ߣکه ∈ ℂ  , a ∈ A 
݁و  ∈ ܤه فوق اگر يعضو واحد است. در قض #ܣ = ℂ 
ن صورت  يباشند درا  ܤ يرو  ينگاشت همان ߮,  ߠو 

ψ⊗φ  همان نگاشتψ෩  کدار شده يجبر باناخ  يروA 
#ܣ يعني = A ×஘ B جه ير نتياست و لذا گزاره ز  
  شود. يم
 

   ک جبر باناخ وي Aم يکنيفرض م گزاره: ۳-۲
ψ ∈ Hباشد. آنگاه  (ܣ)݉݋A ،−ψ ر يپذنيانگيم

  ر باشد.يپذنيانگيم ψ෩−، #ܣاست اگر و تنها اگر 
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