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 دستگاه از کلاسي براي هاجواب يکتائي و مثبت هايجواب وجود عدم و وجود

 غیرخطي مرزي شرايط با شناسيبوم هايسیستم از برآمده انتشار واکنش معادلات
 

  8رسولي هاشم سید، 4 شعبانپور عبدالجواد
 

  گروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل، بابل ایران.   (2و1)
 

 22/30/1030تاریخ پذیرش مقاله:     22/30/1032تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده
 مسأله  ما مقاله این در

(1                              ){
−∆𝑢 = 𝜆𝑣𝑓(𝑣);                                Ω,

𝛼(𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛼(𝑢)]𝑢 = 0;             𝜕Ω,

 

 دستگاه به را است شده بحث ]12[مرجع  در آن مثبت هايجواب در که را

(2                                )

{
 
 

 
 
−∆𝑢 = 𝜆𝑣𝑔(𝑣);                                Ω,

−∆𝑣 = 𝜆𝑢𝑓(𝑢);                                Ω,

𝛽(𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛽(𝑢)]𝑢 = 0;         𝜕Ω,

𝛼(𝑣)
𝜕𝑣

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛼(𝑣)]𝑣 = 0;          𝜕Ω,

 

𝑅𝑁(𝑁اي کراندار در دامنه Ωدهیم که در آن توسیع می > Ω، یا Ω��با مرز کراندار و هموار  (1 = باشد، می (0,1)
𝜕

𝜕𝜂
𝜆بیانگر بردار نرمال خارجی روي مرز و   > ,𝑓پارامتري مثبت است. همچنین  0 𝑔: [0,∞) → 𝑅  توابعی از کلاس

𝐶2 باشند به طوري که می
𝑓(𝑠)

𝑘1−𝑠
> و  0

𝑔(𝑠)

𝑘2−𝑠
> ,𝑘1براي برخی  0 𝑘2 > :𝛼که در آن  0 [0, 𝑘1] → و  [0,1]

𝛽: [0, 𝑘2] → باشند و بیانگر ظرفیت نرخ رشد می 𝑔(𝑣)و  𝑓(𝑢)هستند. در اینجا  𝐶2توابعی از کلاس  [0,1]

پارامتر مربوط به بُعد  𝜆بیانگر کسري از جمعیت باقیمانده در مرز منطقه مورد بحث هستند.  𝛽(𝑢)و  𝛼(𝑣)همچنین 

هاي  𝑣و  𝑢کنیم که سرعت ظرفیت رشد، براي باشد. در حالت خاص ما روي مدلی بحث میو رشد انتشار منطقه می

𝛼́(𝑠)کنیم که در آن خواران نیز از این گونه است. حالاتی را بحث میباشد که مدل مربوط به چرَاي گیاهکوچک می ≥

𝑠وقتی که  0 ∈ [0, 𝑘1]   و نیز𝛽́(𝑠) ≥ 𝑠وقتی که  0 ∈ [0, 𝑘2]  باشد که بیانگر چگالی منفی وابسته به پراکندگی

 گیریم.هاي بالایی و پائینی کمک میباشد. براي اثبات قضایا در این مقاله از جوابروي مرز می هاگونه
 

 رابین، و نیومن مرزي شرایط دیریکله، مرزي شرایط نی،پائی و بالایی هايجواب مثبت، هايجواب هاي کلیدي:واژه

 .آلی اثر جمعیت، دینامیک انتشار، لاپلاس، واکنش مسأله
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 مقدمه. 4

 پردازیم:می زیر مسأله مانند شناسی بوم مدل پایاي حالت مثبت هايجواب بررسی به مقاله این در

(0                                    )

{
 
 

 
 
−∆𝑢 = 𝜆𝑣𝑔(𝑣);                                Ω,

−∆𝑣 = 𝜆𝑢𝑓(𝑢);                                Ω,

𝛽(𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛽(𝑢)]𝑢 = 0;          𝜕Ω,

𝛼(𝑣)
𝜕𝑣

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛼(𝑣)]𝑣 = 0;           𝜕Ω,

 

 کنند: در شرایط زیر صدق می 𝛽و  𝛼و همچنین  𝑔و  𝑓که در آن درصد سرعت رشد ظرفیت 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2[0,∞)(𝐻1) علاوه بر آن دو تابع ،ℎ1, ℎ2: [0,∞) → هاي و ثابت 𝐶2از کلاس  (∞,0)

𝑘1, 𝑘2 > 𝑓(𝑠)وجود دارند طوري که   0 = (𝑘1 − 𝑠)ℎ1(𝑠)  و𝑔(𝑠) = (𝑘2 − 𝑠)ℎ2(𝑠). 

(𝐻2)  توابع𝛼: [0, 𝑘1] → :𝛽و  [0,1] [0, 𝑘2] → 𝛼́(𝑠)هستند به طوري که  𝐶2از کلاس   [0,1] ≥ 0 

𝑠براي  ∈ [0, 𝑘1]   و همچنین𝛽́(𝑡) ≥ 𝑡براي  0 ∈ [0, 𝑘2]. 

نقطه صفر افتان هستند  𝑘2و  𝑘1آن است که هر دوي آنها به ترتیب در نقاط  𝑔و  𝑓ویژگی اصلی توابع غیرخطی 

 باشند(.)که همان ظرفیت حمل می

𝑓(𝑢)شامل حالت رشد لجستیکی مانند  (𝐻1)فرض  = 𝑓1(𝑢) = 1 −
𝑢

𝑘1
𝑔(𝑣)و   = 𝑔1(𝑣) = 1 −

𝑣

𝑘2
 

𝑓(𝑢)باشد. حالت آلی ضعیف نیز به صورت می = 𝑓2(𝑢) = 𝛼 − 𝑢 −
1

1+𝑚𝑢
𝑔(𝑣)و   = 𝑔2(𝑣) = 𝑏 −

𝑣 −
1

1+𝑛𝑣
 ،𝑎, 𝑏 > 1,𝑚, 𝑛 > هاي آلی ضعیف رشد سرانه مثبت و افزایشی براي چگالیاست. )منظور ما از  1

𝑓(𝑢)هاي کوچک است( و موردي که درگیر چَرا باشد به صورت = 𝑓3(𝑢) = 1 −
𝑢

𝑐
− 𝑑

𝑢

1+𝑢2
, 𝑐 >

0, 𝑑 > 0, 𝑔(𝑣) = 𝑔3(𝑣) = 1 −
𝑣

𝑒
− 𝑝

𝑣

1+𝑣2
, 𝑒 > 0, 𝑝 >  باشد.می 0

 کنند و ترك را منطقه رسندمی مرز به وقتی دارند تمایل که است گونه اعضاي تنش بین دهنده نشان مرزي شرط

طور  به شود.می ترقوي منطقه در ماندن باقی به تمایل 𝛽(𝑢)و  𝛼(𝑣)مقادیر  افزایش با بمانند. باقی منطقه در یا

در  رسندمی آن مرز به وقتی که هستند هاگونه از کسري به مربوط مرزي در شرایط 𝛽(𝑢)و  𝛼(𝑣)تر، توابع دقیق

 مانند.می باقی منطقه

,𝛼که  وقتی (2) مسأله در باشید داشته توجه 𝛽 ≡ که  زمانی و داریم، دیریکله )خصمانه( را مرزي شرایط باشد 0

𝛼, 𝛽 ≡ ,𝛼شرط مرزي نیومن را داریم و وقتی  باشد 1 𝛽 ≡ 𝑐 که در آن  باشد𝑐  یک عدد ثابت است و𝑐 ∉

 ، آنگاه شرط مرزي رابین را خواهیم داشت. {0,1}

 مهاجرت وابسته دهندهنشان که ثابت، یک که اندنموده بررسی را مواردي اغلب محقق چندین گذشته، دهه چند در

در حالی  است، مثبت چگالی به وابسته پراکندگی دهندهنشان  𝛽و  𝛼ندارد. کاهش  وجود است مرز در چگالی به

 است. منفی چگالی به وابسته پراکندگی دهندهنشان 𝛽و  𝛼که افزایش 

)مراجع  است داشته لجستیکی رشد در پراکندگی به بستگی که کردند بررسی را تراکم از حالتی 2کاسنر و 1کانترل

، ]0[، ]۸[، ]2[مراجع ) در توانیدمی را لجستیکی رشد زمینه در بیشتر نتایج همچنین ببینید(. را ]0[، ]0[، ]1[

( ]2[، ]۵[مراجع ) به توانیدمی ضعیف آلی رشد درخصوص بیشتر مطالعه براي کنید. ملاحظه( ]۷[، ]13[، ]11[

 مراجعه کنید. 

                                                 
1 Cantrell 
2 Cosner 



 1۷غیرخطی مرزي شرایط با شناسیبوم هايسیستم از برآمده واکنش انتشار معادلات دستگاه از کلاسی براي هاجواب یکتائی و مثبت هايجواب وجود عدم و وجود
 

   

براي حالت  را مان داد. نتایج خواهیم قرار بحث مورد را مثبت هايجواب بودن فرد به منحصر و وجود عدم وجود، ما

𝛼(0), 𝛽(0) > 𝛼}هاي گیریم. در سراسر این مقاله، ثابتدر نظر می 0
∗
, 𝛽∗} ∈ دهنده مقدار نشان ∗𝜆و  (0,1)

 ویژه اصلی مسأله زیر است

(0                                      )

{
 
 

 
 
−∆𝑢 = 𝜆𝑣;                                           Ω,
−∆𝑣 = 𝜆𝑢;                                           Ω,

𝛽∗
𝜕𝑢

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛽∗]𝑢 = 0;                    𝜕Ω,

𝛼∗
𝜕𝑣

𝜕𝜂
+ [1 − 𝛼∗]𝑣 = 0;                    𝜕Ω,

 

∗𝛼که در آن  = 𝛼(0), 𝛽∗ = 𝛽(0). 

,∗𝛼∅فرض کنید  ∅𝛽∗  توابع ویژه متناظر نرمال شده با شرط∅𝛼∗ > ∗𝛽∅و  0 > باشند و همچنین  Ω̅روي  0

||∗𝛼∅||با این شرط که  = ||∅𝛽∗|| = ∗𝜆𝛽. توجه کنید که 1 , 𝜆𝛼∗  به ترتیب توابع کاهشی از𝛼∗  و𝛽∗  هستند

∗𝜆𝛼}و نیز  , 𝜆𝛽∗} ∈ (0, 𝜆1)  و𝜆1 کنید(.  مراجعه ]2[است )به  دیریکله مرزي مقدار مسأله اصلی ویژه مقدار

 کنیم.می مشخص (2) مسأله براي را زیر وجود و عدم وجود نتایج
 

 يک لم و مهم قضاياي معرفي. 8

𝛽(0)فرض کنید  .4قضیه  > 0, 𝛼(0) > 𝛼𝑚و  0 = max𝑠∈[0,𝑘1]𝛼(𝑠)  و𝛽𝑚 = max𝑠∈[0,𝑘2]𝛽(𝑠) 

𝑓𝑚𝑎𝑥و نیز داریم  = max𝑠∈[0,𝑘1]𝑓(𝑠)  و𝑔𝑚𝑎𝑥 = max𝑠∈[0,𝑘2]𝑔(𝑠)  و همچنین𝜆1 ̅̅̅̅ =
𝜆𝛼(0)

𝑘1ℎ1(0)
و  

𝜆2̅̅ ̅ =
𝜆𝛽(0)

𝑘2ℎ2(0)
 باشد، حال داریم:  

𝜆( اگر 1) > 𝜆 ̅ = max {𝜆1̅̅̅ , 𝜆2̅̅ 𝛼، باشد در این صورت یک { ̅ ∈ ( 2وجود دارد به طوري که مسأله ) (0,1)

,𝑢)یک جواب  𝑣) ∈  𝐶2,𝛾(Ω̅) × 𝐶2,𝛾(Ω̅)  با شرط𝑢, 𝑣 >  خواهد داشت.  Ω̅روي  0

,𝛼𝑚}( اگر 2) 𝛽𝑚} ⊂ 𝜆و  (0,1) < min {
𝜆𝛼𝑚

𝑓𝑚𝑎𝑥
,
𝜆𝛽𝑚

𝑔𝑚𝑎𝑥
 ( جواب مثبت ندارد.2آنگاه مسأله )  {

 دهند.( را مورد بررسی قرار می2مسأله ) یکتاي هايجواب که پردازیممی قضیه دو بیان به زیر در اکنون

,𝛽́(𝑘2)فرض کنید  .8قضیه  𝛼́(𝑘1), 𝛽(0), 𝛼(0)  همگی مثبت باشند و همچنین𝛼(𝑘1) = 𝛽(𝑘2) = 1 .

𝜆0در این صورت یک  > 𝜆وجود دارد به طوري که براي هر  0 > 𝜆0 ( فقط یک جواب ثابت مانند 2مسأله )
(𝑢, 𝑣) = (𝑘2, 𝑘1)  .خواهد داشت 

,𝛼(0)فرض کنید  .۳قضیه  𝛽(0) > ,𝛼(𝑘1)و  0 𝛽(𝑘2) < ,𝛿1. اگر مقادیر 1 𝛿2 > موجود باشند به  0

,𝛽́(𝑢)طوري که  𝛼́(𝑣)  به ترتیب روي𝑣 ∈ (𝑘1 − 𝛿1, 𝑘1]  و𝑢 ∈ (𝑘2 − 𝛿2, 𝑘2]  برابر صفر باشند در این

𝜆( جواب مثبت منحصر به فرد دارد، در صورتی که 2صورت مسأله ) ≫ 1. 

𝑢𝜆𝑛)فرض کنید  لم.  , 𝑣𝜆𝑛)  ( باشد. آنگاه 2یک جواد مثبت مسأله )(𝑢𝜆𝑛  , 𝑣𝜆𝑛)   به طور یکنواخت درΩ̅  به

(𝑘2, 𝑘1) کند، وقتی که میل می𝜆𝑛  به سمت بینهایت میل کند. یعنی 
lim
𝜆𝑛→∞

(𝑢𝜆𝑛  , 𝑣𝜆𝑛) = (𝑘2, 𝑘1) 

 را ببینید(.  ]12[به طور یکنواخت )مرجع 

 قضايا اثبات. ۳

 .نمائیم اثبات و داده قرار بررسی مورد را نتایجمان وجود عدم و یکتائی وجود، داریم قصد بخش این در
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 . 4قضیه  اثبات

( 0از مسأله ) 𝜆𝛽(0)و  𝜆𝛼(0) توابع ویژه نرمال شده متناظر با مقادیر ویژه 𝛽(0)∅و  𝛼(0)∅فرض کنید  (:4اثبات )

∗𝛼باشند که در آن  = 𝛼(0)  و𝛽∗ = 𝛽(0)  دهیم قرار می(𝜓1, 𝜓2) = (𝜀∅𝛼(0), 𝜀∅𝛽(0)) حال توابع .

𝐻1  و𝐻2 کنیم: را به صورت زیر تعریف می 
𝐻1(𝑠) = 𝜆𝑠𝑓(𝑠) − 𝜆𝛼(0)𝑆  

𝐻2(𝑠) = 𝜆𝑠𝑔(𝑠) − 𝜆𝛽(0)𝑆  

𝐻1(0)داریم  = 𝐻2(0)و  0 =  . بنابراین خواهیم داشت0

𝐻́1(𝑠) = 𝜆𝑓(𝑠) + 𝜆𝑠𝑓́(𝑠) − 𝜆𝛼(0) 

𝐻́2(𝑠) = 𝜆𝑔(𝑠) + 𝜆𝑠𝑔́(𝑠) − 𝜆𝛽(0) 

 آوریم:می دست به رو این از

𝐻́1(0) = 𝜆𝑓(0) − 𝜆𝛼(0) > 0 

𝑓(𝑠))نابرابري اخیر از آنجایی به دست آمد که داشتیم  = (𝑘1 − 𝑠)ℎ1(𝑠)  لذا𝑓(0) = 𝑘1ℎ1(0) همچنین .

𝜆بنا به این فرض که  > 𝜆 ̅ = max {𝜆1̅̅̅ , 𝜆2̅̅ ̅ } ≥
𝜆𝛼(0)

𝑘1ℎ1(0)
𝜆𝑘1ℎ1(0)، آنگاه  > 𝜆𝛼(0)  بنابراین

(𝜆𝑓(0) − 𝜆𝛼(0) > 0. 

 آوریمبه طور مشابه به دست می

𝐻́2(0) = 𝜆𝑔(0) − 𝜆𝛽(0) > 0 

𝜀بنابراین، براي  ≈ ,𝐻1(𝜀∅𝛼(0))داریم  0 𝐻2(𝜀∅𝛽(0)) ≥  داشت ، و از این رو خواهیم 0

−∆𝜓1 = −∆(𝜀∅𝛼(0)) 
            = 𝜀(−∆∅𝛼(0)) 
           = 𝜀𝜆𝛽(0)∅𝛽(0) 

     = 𝜆𝛽(0)𝜓2 

               ≤ 𝜆 ̅𝑘2ℎ2(0)𝜓2 

            ≤ 𝜆𝜓2𝑔(𝜓2). 

̅ 𝜆تابعی پیوسته است و داریم  𝑔)از آنجائیکه  = max{𝜆1̅̅̅ , 𝜆2̅̅ ̅ } , 𝜆 ≥ 𝜆 ̅  ،𝜆2̅̅ ̅ =
𝜆𝛽(0)

𝑘2ℎ2(0)
(. بنا به محاسبه 

𝜓1∆−فوق به دست آوردیم  ≤ 𝜆𝜓2𝑔(𝜓2), 𝓍 ∈ Ω . 

𝜓2∆−آوریم با استدلالی مشابه بالا، به دست می ≤ 𝜆𝜓1𝑓(𝜓1), 𝓍 ∈ Ω:همچنین روي مرز داریم . 

𝛽(𝜓1)
𝜕𝜓1
𝜕𝜂

+ [1 − 𝛽(𝜓1)]𝜓1 = 𝛽(𝜓1)[
𝜕𝜓1
𝜕𝜂

+
1 − 𝛽(𝜓1)

𝛽(𝜓1)
𝜓1] 

                                                                = 𝛽(𝜓1)𝜓1[
1 − 𝛽(𝜓1)

𝛽(𝜓1)
−
1 − 𝛽(0)

𝛽(0)
] 

                                                  = 𝛽(𝜓1)𝜓1[ 
𝛽(0) − 𝛽(𝜓1)

𝛽(0). 𝛽(𝜓1)
] 

      ≤ 0 

0تابعی غیرکاهشی است، از  𝛽)از آنجائیکه  ≤ 𝜓1 آوریم به دست می𝛽(0) ≤ 𝛽(𝜓1)  و لذا𝛽(0) −

𝛽(𝜓1) ≤  . به طریق مشابه داریم: 0

𝛼(𝜓2)
𝜕𝜓2
𝜕𝜂

+ [1 − 𝛼(𝜓2)]𝜓2 ≤ 0 
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,𝜓1)از این رو  𝜓2) = (𝜀∅𝛼(0), 𝜀∅𝛽(0)) ( خواهد بود، زمانی که 2یک جواب پایئنی براي مسأله )𝜀 ≈ 0 .

,1∅)توان نشان داد که به آسانی می ∅2) ≡ (𝑘1, 𝑘2) ( می2یک جواب بالایی براي مسأله ) باشد. از آنجائیکه

𝑖براي  = 𝜓𝑖داریم  1,2 < ∅𝑖  که در آن𝜀 ≈ هاي بالایی و ي مربوط به جواب. از لم معروف و شناخته شده0

,𝑢)شود که پائینی نتیجه می 𝑣) ( خواهد بود که در آن 2یک جواب براي مسأله )(𝑢, 𝑣) ∈

[(𝜓1, 𝜓2), (∅1, ,𝑢داریم  Ω̅در . علاوه بر آن [(2∅ 𝑣 > 𝛼(0)∅، و نیز 0 > 0 ،∅𝛽(0) > . ) از آنجائیکه 0

0 < ∅𝛼(0) = 𝜓1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢آنگاه  1∅ > 𝑣، به طریق مشابه خواهیم داشت 0 > 0.) 

کنیم یک جواب مثبت کنیم، یعنی فرض میاینک عدم وجود جواب را به کمک برهان خلف ثابت می (:8اثبات )

(𝑢, 𝑣) ∈  𝐶2,𝛾(Ω̅) × 𝐶2,𝛾(Ω̅) ( وجود دارد که در آن 2براي مسأله )𝜆 < min {
𝜆𝛼𝑚

𝑓𝑚𝑎𝑥 
,
𝜆𝛽𝑚

𝑔𝑚𝑎𝑥 
 𝜆𝛼𝑚که  {

 توابع ویژه متناظر آنها هستند و داریم 𝛽𝑚∅و  𝛼𝑚∅مقادیر ویژه،   𝜆𝛽𝑚و 

  𝛼𝑚 = max𝑠∈[0,𝑘1]𝛼(𝑠)  
 𝛽𝑚 = max𝑠∈[0,𝑘2]𝛽(𝑠) . 

 گیریم: براي اثبات این قسمت دو حالت زیر را در نظر می

𝑢اگر  حالت اول: ≥ 𝑣 ( را در 2باشد آنگاه اولین معادله )∅𝛽𝑚  ضرب کرده و رويΩ گیریم، لذا داریم:انتگرال می 

−∫
Ω
∅𝛽𝑚 Δ𝑢𝑑𝑥 = 𝜆∫

Ω
∅𝛽𝑚 𝑣𝑔(𝑣) 𝑑𝑥 

∫) با استفاده از اتحاد گرین
Ω
𝑢Δ∅𝛽𝑚 − ∅𝛽𝑚Δ𝑢)𝑑𝑥 =  ∫∂Ω(𝑢

𝜕∅𝛽𝑚

𝜕𝜂
− ∅𝛽𝑚

𝜕𝑢

𝜕𝜂
)𝑑𝑠)  .داریم 

−∫
Ω
∅𝛽𝑚 Δ𝑢𝑑𝑥 = ∫

Ω
𝑢Δ∅𝛽𝑚𝑑𝑥 + ∫∂Ω(𝑢

𝜕∅𝛽𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛽𝑚
𝜕𝑢

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 

                                                   = 𝜆𝛽𝑚∫Ω𝑢∅𝛽𝑚 + ∫∂Ω(𝑢
𝜕∅𝛽𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛽𝑚
𝜕𝑢

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 

 آنگاه داریم: 

∫
∂Ω
(𝑢
𝜕∅𝛽𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛽𝑚
𝜕𝑢

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 = 𝜆∫

Ω
𝑣𝑔(𝑣)∅𝛽𝑚𝑑𝑥 − 𝜆𝛽𝑚 ∫Ω𝑢∅𝛽𝑚 𝑑𝑥 

                                        ≤ 𝜆∫
Ω
𝑣𝑔(𝑣)∅𝛽𝑚 − 𝜆𝛽𝑚  ∫Ω𝑣∅𝛽𝑚  

                                  = (𝜆𝑔(𝑣) − 𝜆𝛽𝑚)∫Ω𝑣∅𝛽𝑚 𝑑𝑥 

                                   ≤ (𝜆𝑔𝑚𝑎𝑥 − 𝜆𝛽𝑚)∫Ω𝑣∅𝛽𝑚 𝑑𝑥 
                                                                    < 0 

 از طرف دیگر داریم: 

∫
∂Ω
(𝑢
𝜕∅𝛽𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛽𝑚
𝜕𝑢

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 = ∫

∂Ω
(−𝑢

1 − 𝛽𝑚
𝛽𝑚

∅𝛽𝑚 + ∅𝛽𝑚
1 − 𝛽(𝑢)

𝛽(𝑢)
𝑢)𝑑𝑠 

                                                            = ∫
∂Ω
(
1 − 𝛽(𝑢)

𝛽(𝑢)
−
1 − 𝛽𝑚
𝛽𝑚

)𝑢∅𝛽𝑚𝑑𝑠 

                                                            = ∫
∂Ω

𝛽𝑚 − 𝛽(𝑢)

𝛽𝑚 𝛽(𝑢)
𝑢∅𝛽𝑚𝑑𝑠 

                                                            ≥ 0 

 و این یک تناقض است.

𝑢اگر  حالت دوم: ≤ 𝑣 ( را2باشد معادله دوم در )  در∅𝛼𝑚  ضرب کرده و رويΩ گیریم، لذا داریم:انتگرال می 

−∫
Ω
∅𝛼𝑚  Δ𝑣𝑑𝑥 = 𝜆∫Ω∅𝛼𝑚 𝑢𝑓(𝑢) 𝑑𝑥 
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∫) با استفاده از قضیه گرین
Ω
𝑣Δ∅𝛼𝑚 − ∅𝛼𝑚Δ𝑣)𝑑𝑥 =  ∫∂Ω(𝑣

𝜕∅𝛼𝑚

𝜕𝜂
− ∅𝛼𝑚

𝜕𝑣

𝜕𝜂
)𝑑𝑠)  .داریم 

−∫
Ω
∅𝛼𝑚 Δ𝑣𝑑𝑥 = ∫

Ω
𝑣Δ∅𝛼𝑚𝑑𝑥 + ∫∂Ω(𝑣

𝜕∅𝛼𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛼𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 

                         = 𝜆𝛼𝑚∫Ω𝑣∅𝛼𝑚𝑑𝑥 + ∫∂Ω(𝑣
𝜕∅𝛼𝑚

𝜕𝜂
− ∅𝛼𝑚

𝜕𝑣

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 

 بنابراین

∫
∂Ω
(𝑣
𝜕∅𝛼𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛼𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 = 𝜆∫

Ω
𝑢𝑓(𝑢)∅𝛼𝑚𝑑𝑥 − 𝜆𝛼𝑚  ∫Ω𝑣∅𝛼𝑚  𝑑𝑥 

                                                   ≤ 𝜆∫
Ω
𝑢𝑓(𝑢)∅𝛼𝑚𝑑𝑥 − 𝜆𝛼𝑚 ∫Ω𝑢∅𝛼𝑚𝑑𝑥  

                                  = (𝜆𝑓(𝑢) − 𝜆𝛼𝑚)∫Ω𝑢∅𝛼𝑚  𝑑𝑥 

                                  ≤ (𝜆𝑓𝑚𝑎𝑥 − 𝜆𝛼𝑚)∫Ω𝑢∅𝛼𝑚 𝑑𝑥 

                                                                   < 0 

 از طرف دیگر 

∫
∂Ω
(𝑣
𝜕∅𝛼𝑚
𝜕𝜂

− ∅𝛼𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 = ∫

∂Ω
(−𝑣

1 − 𝛼𝑚
𝛼𝑚

∅𝛼𝑚 + ∅𝛼𝑚
1 − 𝛼(𝑣)

𝛼(𝑣)
𝑣)𝑑𝑠 

                                                            = ∫
∂Ω
(
1 − 𝛼(𝑣)

𝛼(𝑣)
−
1 − 𝛼𝑚
𝛼𝑚

)𝑣∅𝛼𝑚𝑑𝑠 

                = ∫
∂Ω
(
𝛼𝑚 − 𝛼(𝑣)

𝛼𝑚 𝛼(𝑣)
𝑣∅𝛼𝑚𝑑𝑠 

                                                            ≥ 0 
 .است تناقض یک هم این که

 شود.می ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا رسیدیم، تناقض به حالت دو هر در بنابراین
 

𝑢𝜆𝑛)کنیم می فرض ابتدا کنیم.می ثابت خلف ( را به کمک برهان2قضیه ) .8قضیه  اثبات , 𝑣𝜆𝑛) اي از دنباله

𝑢𝜆𝑛)نمایش  جاي به کار راحتی براي بعد به این ازباشد.  𝜆𝑛( براي هر 2هاي مسأله )جواب , 𝑣𝜆𝑛)  از نماد

(𝑢𝑛, 𝑣𝑛) براي  بالا لم کنیم. طبقمی استفاده𝛿2 > 𝑢𝑛هاي بزرگ داریم  𝑛و براي  0 ≥ 𝑘2 − 𝛿2  و براي

𝛿1 > 𝑣𝑛هاي بزرگ داریم 𝑛و براي  0 ≥ 𝑘1 − 𝛿1 کنیم فرض می𝜉 :جواب یکتاي مسأله زیر باشد 

(۵          )                                      {
−∆𝜉 = 1;                Ω,
𝜕𝜉

𝜕𝜂
+ 𝑙𝜉 = 0;           𝜕Ω,

 

𝑙)که در آن  > 𝑧𝑛شود( و فرض کنید  بعداً انتخاب می 0 = (𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉   و𝑤𝑛 = (𝑘1 − 𝑣𝑛)𝜉.  به وضوح

𝑧𝑛 ≢ 𝑘2   و همچنین𝑤𝑛 ≢ 𝑘1دهیم . ابتدا نشان می𝑧𝑛  و𝑤𝑛 کنند:در دستگاه زیر صدق می 

(2               )        {
−∇. (

1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛) −

𝑧𝑛

𝜉
∆
1

𝜉
+ 𝜆𝑛

𝑤𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛) = 0       Ω,

𝜕𝑧𝑛

𝜕𝜂
+ [𝑙 −

1−𝛼(𝑢)

𝑘2−𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = 0;                             𝜕Ω,

 

 دهیم: براي این منظور قرار می
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(۷              )                                        

{
 
 

 
 (𝐼) = −∇. (

1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛)          

(𝐼𝐼) = ∆ 
1

𝜉
                          

(𝐼𝐼𝐼) = 𝜆𝑛
𝑤𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛)  

 

 دهیم: جهت راحتی قرار می

(𝐼) = −∇. (
1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛) = −

−2𝜉∇𝜉

𝜉
4 ∇𝑧𝑛 − ∆𝑍𝑛

1

𝜉
2  

=
2

𝜉
3 ∇𝜉. ∇(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉 −

1

𝜉
2 . ∇(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉 

(𝐼𝐼) = ∆ 
1

𝜉
= ∇(∇(

1

𝜉
)) = ∇. (

−∇𝜉

𝜉
2 ) = −

∆𝜉. 𝜉
2
− 2𝜉|∆𝜉|

2

𝜉
4 = −

1

𝜉
2 ∆𝜉 +

2

𝜉
3 |∆𝜉|

2
 

(𝐼𝐼𝐼) = 𝜆𝑛
𝑤𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛) = 𝜆𝑛

(𝑘1 − 𝑢𝑛)𝜉

𝜉
2 𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛) = 𝜆𝑛𝑣𝑛

(𝑘1 − 𝑢𝑛)𝜉

𝜉
2 ℎ1(𝑣𝑛) 

   = 𝜆𝑛𝑣𝑛
𝑓(𝑣𝑛)

𝜉
  

 حال داریم:

(𝐼) −
𝑧𝑛

𝜉
(𝐼𝐼) =

2

𝜉
3 ∇𝜉. ∇(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉 −

1

𝜉
2 ∆(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉 −

(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉

𝜉
(−

1

𝜉
2 ∆𝜉

+
2

𝜉
3 |∇𝜉|

2
) 

=
2𝑘2

𝜉
3 |∇𝜉|

2
−
2

𝜉
3 ∇𝜉. ∇(𝑢𝑛𝜉) −

𝑘2

𝜉
2 ∆𝜉 +

1

𝜉
2 ∆(𝑢𝑛𝜉) 

=
2𝑘2

𝜉
3 |∇𝜉|

2
−
2

𝜉
3 ∇𝜉. ∇(𝑢𝑛𝜉) −

𝑘2

𝜉
2 ∆𝜉 +

1

𝜉
2 [∇. (∇(𝑢𝑛𝜉))] +

𝑘2 − 𝑢𝑛

𝜉
2 ∆𝜉

−
2(𝑘2 − 𝑢𝑛)

𝜉
3 |∇𝜉|

3
 

=
2𝑘2

𝜉
3 |∇𝜉|

2
−
2

𝜉
3 ∇𝜉(∇𝑢𝑛𝜉 + 𝑢𝑛∇𝜉) −

𝑘2

𝜉
2 ∆𝜉 +

2∇𝜉∇𝑢𝑛

𝜉
2 +

∆𝑢𝑛

𝜉
+
𝑢𝑛∆𝜉

𝜉
2  

+
𝑘2∆𝜉

𝜉
2 −

𝑢𝑛∆𝜉

𝜉
2 −

2𝑘2

𝜉
3 |∇𝜉|

2
−
2𝑢𝑛

𝜉
3 |∇𝜉|

2
=
∆𝑢𝑛

𝜉
= −𝜆𝑛𝑣𝑛

f(𝑣𝑛)

𝜉
 

 بنابراین به دست آوردیم 

(𝐼) −
𝑧𝑛

𝜉
(𝐼𝐼) + (𝐼𝐼𝐼) = −𝜆𝑛𝑣𝑛

f(𝑣𝑛)

𝜉
+ 𝜆𝑛𝑣𝑛

f(𝑣𝑛)

𝜉
= 0 

 یعنی
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−∇. (
1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛) −

𝑧𝑛

𝜉
∆
1

𝜉
+ 𝜆𝑛

𝑤𝑛

𝜉
2 𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛) = 0;     Ω 

 دهیم: کنیم، یعنی نشان میاینک رابطه دوم را در مسأله بالا ثابت می
𝜕𝑧𝑛
𝜕𝜂

+ [𝑙 −
1 − 𝛼(𝑢)

𝑘2 − 𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = 0;         𝜕Ω, 

 دهیم: براي این منظور قرار می

(۸                                  )        {
(𝐼) =

𝜕𝑧𝑛

𝜕𝜂
                                         

(𝐼𝐼) = [𝑙 −
1−𝛼(𝑢)

𝑘2−𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = 0 

 

 حال داریم: 

(𝐼) =
𝜕𝑧𝑛
𝜕𝜂

=
𝜕[(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉]

𝜕𝜂
=
𝜕(𝑘2 − 𝑢𝑛)

𝜕𝜂
𝜉 +

𝜕𝜉

𝜕𝜂
(𝑘2 − 𝑢𝑛) 

= −𝜉
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝜂

+ (𝑘2 − 𝑢𝑛)
𝜕𝜉

𝜕𝜂
= 𝜉

1 − 𝛼(𝑢𝑛)

𝛼(𝑢𝑛)
𝑢𝑛 − (𝑘2 − 𝑢𝑛)𝑙𝜉 

(𝐼𝐼) = [𝑙 −
1 − 𝛼(𝑢)

𝑘2 − 𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = [𝑙 −

1 − 𝛼(𝑢)

𝑘2 − 𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
](𝑘2 − 𝑢𝑛)𝜉 

       = (𝑘2 − 𝑢𝑛)𝑙𝜉 − 𝜉
1−𝛼(𝑢𝑛)

𝛼(𝑢𝑛)
𝑢𝑛 

 بنابراین به دست آوردیم: 

(𝐼) + (𝐼𝐼) = [𝜉
1 − 𝛼(𝑢𝑛)

𝛼(𝑢𝑛)
𝑢𝑛 − (𝑘2 − 𝑢𝑛)𝑙𝜉] + [(𝑘2 − 𝑢𝑛)𝑙𝜉 − 𝜉

1 − 𝛼(𝑢𝑛)

𝛼(𝑢𝑛)
𝑢𝑛]

= 0 

 یعنی روي مرز داریم: 
𝜕𝑧𝑛
𝜕𝜂

+ [𝑙 −
1 − 𝛼(𝑢)

𝑘2 − 𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = 0;         𝜕Ω, 

 کنند:در دستگاه زیر صدق می 𝑤𝑛و  𝑧𝑛لذا نشان دادیم 

(0               )        {
−∇. (

1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛) −

𝑧𝑛

𝜉
∆
1

𝜉
+ 𝜆𝑛

𝑤𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛) = 0;        Ω,

𝜕𝑧𝑛

𝜕𝜂
+ [𝑙 −

1−𝛼(𝑢)

𝑘2−𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛 = 0;                             𝜕Ω,

 

 گیریم، لذا داریم: انتگرال می Ωضرب کرده و روي  𝑧𝑛 𝑤𝑛حال طرفین رابطه اول در بالا را در  

𝜆𝑛∫Ω𝜆𝑛
𝑤𝑛
2𝑧𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛)𝑑𝑥 

= ∫
Ω
𝑤𝑛𝑧𝑛∇(

1

𝜉
2 ∇𝑧𝑛)𝑑𝑥 + ∫Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
∆(
1

𝜉
)𝑑𝑥 

= ∫
Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛

𝜉
2 ∆𝑧𝑛𝑑𝑥 + ∫

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
∆(
1

𝜉
)𝑑𝑥 

= −∫
Ω
∇
𝑤𝑛𝑧𝑛

𝜉
2 ∆𝑧𝑛𝑑𝑥 + ∫∂Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛

𝜉
2

𝜕𝑧𝑛
𝜕𝜂

𝑑𝑠 + ∫
Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
∆(
1

𝜉
)𝑑𝑥 
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= −∫
Ω
∇
𝑤𝑛𝑧𝑛

𝜉
2 ∆𝑧𝑛𝑑𝑥 − ∫∂Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛

𝜉
2 [𝑙 −

1 − 𝛼(𝑢)

𝑘2 − 𝑢𝑛
.
𝑢𝑛

𝛼(𝑢𝑛)
]𝑧𝑛𝑑𝑠 + ∫Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
∆(
1

𝜉
)𝑑𝑥 

≤ ∫
Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
∆(
1

𝜉
)𝑑𝑥 

= ∫
Ω

𝑤𝑛𝑧𝑛
2

𝜉
(−

1

𝜉
2 ∆𝜉) +

2

𝜉
3 |∇𝜉|

2)𝑑𝑥 

≤ ∫
Ω
(
𝑤𝑛
2𝑧𝑛

𝜉
2  𝑣𝑛ℎ1(𝑣𝑛)𝑑𝑥) × max

1

𝑣𝑛(𝑥)ℎ1(𝑣𝑛(𝑥))

𝑧𝑛
𝑤𝑛
(
1

𝜉(𝑥)
+

2

𝜉
2
(𝑥)

|∇𝜉(𝑥)|2) 

,𝑧𝑛) حال اگر  𝑤𝑛) ≢  آوریم: باشد، به دست می (0,0)

𝜆𝑛 ≤
1

(𝑘1 − 𝛿1)𝑚
𝑀 max(

1

𝜉(𝑥)
+

2

𝜉
2
(𝑥)

|∇𝜉(𝑥)|2) 

 

𝑚که در آن  = 𝑖𝑛𝑓𝑠∈[0,𝑘1]ℎ1(𝑠)  و نیز𝑀 = 𝑠𝑢𝑝𝑛∈𝑁
𝑧𝑛

𝑤𝑛
کران است در بی 𝜆𝑛. و این با این فرض که 

,𝑧𝑛)تناقض است، بنابراین فرض خلف باطل و  𝑤𝑛) ≡  رسد.بدین ترتیب اثبات قضیه به پایان می .(0,0)
 

,𝑢𝑛)با توجه به اینکه  .۳اثبات قضیه  𝑣𝑛) ≡ (𝑘2, 𝑘1) ( می2یک جواب بالایی براي مسأله )توانیم باشد، می

𝑢𝑚𝜆)بزرگ مانند  𝜆( براي 2یک جواب ماکزیمم براي مسأله )
, 𝑣𝑚𝜆

در نظر بگیریم. از برهان خلف براي اثبات  (

,𝑢)کنیم گیریم. براي این منظور فرض میاین قضیه کمک می 𝑣) ( باشد. 2جواب مثبت دیگري براي مسأله )

𝑢به وضوح داریم  Ω̅بنابراین در منطقه  < 𝑢𝑚𝜆
𝑣 <, 𝑣𝑚𝜆

𝑢𝑚𝜆بنابراین  
− 𝑢 ≢ 𝑣𝑚𝜆و  0

− 𝑣 ≢ . از 0

𝑠نجایئکه براي آ ∈ (𝑘1 − 𝛿1, 𝑘1]  بنا به فرض داریم𝛼́(𝑠) = 𝑘1)روي بازه  𝛼شود که نتیجه می 0 −

𝛿1, 𝑘1]  تابعی ثابت است. همچنین براي𝑡 ∈ (𝑘2 − 𝛿2, 𝑘2]  داریم𝛽́(𝑡) = هم روي بازه  𝛽در نتیجه   0

(𝑘2 − 𝛿2, 𝑘2]  تابعی ثابت خواهد بود. با توجه به ضوابط توابع𝑓  و𝑔   ،داریم 𝑓́ (𝑘1) = −ℎ1(𝑘1) لذا ،

𝛿1وجود دارد یک 
∗ ∈ (0, 𝛿1)  به طوري که𝑓(𝑠)   روي بازه(𝑘1 − 𝛿1

∗, 𝑘1)  کاهشی است و به طریق مشابه

𝛿2
∗ ∈ (0, 𝛿2)  ي وجود دارد که𝑔(𝑠)  در بازه(𝑘2 − 𝛿2

∗, 𝑘2)  کاهشی خواهد بود. بنابراین طبق لم بالا وجود

𝜆1دارد 
∗ , 𝜆2

∗ > 𝜆به طوري که براي   0 > 𝜆0 = max {𝜆1
∗ , 𝜆2

∗ ,𝑢𝜆)هر جواب مثبت   { 𝑣𝜆)  در رابطه𝑢𝜆 ≥

𝑘2 − 𝛿2
∗ ،𝑣𝜆 ≥ 𝑘1 − 𝛿1

𝜆کند. حال براي صدق می ∗ > 𝜆0   که در آن𝜆0 = max {𝜆1
∗ , 𝜆2

∗  داریم:  {

∫
Ω
(𝑢∆𝑢𝑚𝜆

− 𝑢𝑚𝜆
∆𝑢)𝑑𝑥 = ∫

Ω
(𝑢𝜆𝑣𝑚𝜆

𝑔(𝑣𝑚𝜆
) − 𝑢𝑚𝜆

𝜆𝑣𝑔(𝑣))𝑑𝑥 

                                             = 𝜆∫
Ω
(𝑢𝑣𝑚𝜆

𝑔(𝑣𝑚𝜆
) − 𝑢𝑚𝜆

𝑣𝑔(𝑣))𝑑𝑥 
                                                         < 𝜆∫

Ω
(𝑢𝑢𝑚𝜆

 𝑣𝑣𝑚𝜆
𝑔(𝑣) − 𝑢𝑚𝜆

𝑣𝑔(𝑣))𝑑𝑥(∗) 

                                           = 𝜆∫
Ω
𝑢𝑚𝜆

 𝑣𝑔(𝑣)(𝑢𝑣𝑚𝜆
− 1)𝑑𝑥 ≠ 0 

𝑣𝑚𝜆: از آنجائیکه (∗))علت نامساوي 
> 𝑣  لذا𝑓(𝑣𝑚𝜆

) < 𝑓(𝑣) ≤ 𝑢𝑚𝜆
 𝑣𝑓(𝑣) طرفین رابطه اخیر را در .

𝑢𝑣𝑚𝜆
𝑢𝑣𝑚𝜆)کنیم، بنابراین داریم ضرب می 

𝑔(𝑣𝑚𝜆
) < 𝑢𝑢𝑚𝜆

 𝑣𝑣𝑚𝜆
𝑔(𝑣) 

 لذا به دست آوردیم

∫
Ω
(𝑢∆𝑢𝑚𝜆

− 𝑢𝑚𝜆
∆𝑢)𝑑𝑥 = 𝜆 ∫

Ω
𝑢𝑚𝜆

𝑣𝑔(𝑣)(𝑢𝑣𝑚𝜆
− 1)𝑑𝑥 ≠ 0(∗∗) 

 اما روي مرز داریم: 
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∫
Ω
(𝑢∆𝑢𝑚𝜆

− 𝑢𝑚𝜆
∆𝑢)𝑑𝑥 = ∫

∂Ω
(𝑢
𝜕𝑢𝑚𝜆

𝜕𝜂
− 𝑢𝑚𝜆

𝜕u

𝜕𝜂
)𝑑𝑠 

                                                                           = ∫
∂Ω
𝑢𝑢𝑚𝜆

(
1 − 𝛽(𝑢)

𝛽(𝑢)
−
1 − 𝛽(𝑢𝑚𝜆

)

𝛽(𝑢𝑚𝜆
)
)𝑑𝑠 

                                                                           = ∫
∂Ω
𝑢𝑢𝑚𝜆

(
𝛽(𝑢𝑚𝜆

) − 𝛽(𝑢)

𝛽(𝑢)𝛽(𝑢𝑚𝜆
)
)𝑑𝑠 

                                                                           = 0 

 لذا به دست آوردیم

∫
Ω
(𝑢∆𝑢𝑚𝜆

− 𝑢𝑚𝜆
∆𝑢)𝑑𝑥 = 0(∗∗∗) 

𝜆براي  (∗∗∗)و  (∗∗)بنابراین روابط  > 𝜆0 = max {𝜆1
∗ , 𝜆2

∗ 𝑣𝑚𝜆در تناقض است، با استدلالی مشابه براي   {
 

( یک جواب منحصر به فرد 2باز هم به تناقض خواهیم رسید و لذا فرض خلف باطل است، یعنی ما براي مسأله )

,𝑢𝑛)مثبت  𝑣𝑛)  خواهیم داشت و فرض جواب متمایز دیگري مانند(𝑢, 𝑣)  فرضی باطل است و به این ترتیب

 رسد.به پایان می 0اثبات قضیه 
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