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 چکیده

 ایایهپ مفاهیم تعریف به ابتدا. ایمپرداخته هاآن هایویژگی و خاکستری هایمدول بررسی و مطالعه به مقاله، این در

 تعمیمی عنوان به خاکستری هایمدول معرفی به سپس و پرداخته خاکستری اعداد و خاکستری هایمجموعه مانند

 و پرداخته خاکستری هایمدول ایرسته خواص تحلیل به ما راستا، این در. ایمپرداخته فازی هایمجموعه نظریه از

 مفهوم این، بر علاوه. ایمداده قرار بررسی مورد را هامدول این در حاصلضربهم و حاصلضرب نظیر مهمی هایویژگی

 مهم هایبخش از یکی.اندشده تحلیل جامع طوربه آن به مربوط خواص و شده معرفی انژکتیو خاکستری هایمدول

 مؤثر زاراب یک عنوان به خاکستری دقیق هایدنباله. دارد اختصاص خاکستری دقیق هایدنباله بررسی به مقاله این

 رایب بئر قضیه ادامه، در. اندگرفته قرار استفاده مورد هاآن بین روابط بررسی و مدولی ساختارهای تحلیل برای

. است شده روشن آن کاربردهای و هامدول تئوری در آن نقش و شده بررسی تفصیل به خاکستری هایمدول

 هاآن فردمنحصربه هایویژگی و شده پرداخته پذیربخش خاکستری هایمدول مطالعه به مقاله این در همچنین،

 هایهدنبال و خاکستری هایمدول که دهد نشان تا کندمی تلاش مقاله این نهایت، در .است گرفته قرار تحلیل مورد

 امشخصن و ناقص هایداده با پیچیده هایسیستم تحلیل در قدرتمند ابزارهایی عنوان به توانندمی خاکستری دقیق

. شوند گرفته کار به
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 مقدمه -4

ای را در ریاضیات معرفی های فازی، مفهوم تازهبه عنوان یک توسعه از نظریه مجموعه یهای خاکسترمجموعه

تنها به تعیین عضویت یک ها نه کند. این مجموعهها و اشیاء با عدم قطعیت کمک میکنند که به تحلیل دادهمی

رد، پردازند. این ویژگی منحصر به فپردازند، بلکه به بررسی عدم قطعیت در عضویت نیز میعنصر به صورت فازی می

های ناقص یا نامشخص بسیار مناسب های پیچیده با دادهسازی و تحلیل سیستمهای خاکستری را برای مدلمجموعه

 سازد.می

معرفی شد، نشأت  1009زاده در دهه های فازی که توسط لطفیجموعهتری از نظریه مهای خاکسنظریه مجموعه

، ]2]، ]1] توانید مراجعانجام شده است. به عنوان مثال میسیار زیادی در مورد مجموعه فازی گیرد. مطالعات بمی

گیرد که این مجموعه تعلق می ای از عضویت بههای فازی، هر عنصر با درجهدر مجموعهرا ببینید.  ]5]و  ] 4]، ]3]

تر های پیچیدههای فازی قادر به نمایش عدم قطعیتاست. با این حال، مجموعه 1و  9درجه عضویت عددی بین 

های خاکستری، هر عنصر به های خاکستری توسعه یافت. در مجموعهنیستند. در پاسخ به این نیاز، نظریه مجموعه

شود. این دو مقدار با توجه به کنند، مشخص میپایین عضویت آن را تعیین می همراه دو مقدار که مرزهای بالا و

 تری از عدمشوند، که این امر به بررسی دقیقحداقل و حداکثر درجات عضویت عنصر در مجموعه در نظر گرفته می

است. نظریه  انجامد. تحقیقات بسیار زیادی در مورد اعداد خاکستری و مجموعه خاکستری انجام شدهقطعیت می

های گسسته و اطلاعات ناقص معرفی شده های خاکستری به عنوان یک روش موثر برای حل مشکلات با دادهسیستم

  است.

اند. همچنین هزارجریبی و تحقیق و و مطالعه انجام داده ]8]و  درویشی در ]7] و ]0] در باب این موضوع  لیو در

را مورد بررسی قرار  انژکتیو خاکستریهای و عملهاتابعگونو همچنین ها های خاکستری روی تکوارهحبیبی عمل

 ببینید.  ]13]و ] 12]، ]11]، ]19] ، ]0]توانید برخی از مطالعات را در مراجع  همچنین می. ]0]اندداده

ارائه و پس های خاکستری را ی را تعریف کنیم و سپس رسته مدولهای خاکسترما در این مقاله قصد داریم مدول

انژکتیو های دهیم. همچنین مدولبررسی قرار میهای خاکستری را مورد ای مدولاز آن برخی خواص رسته

 .  قضیهدهیمحاصلضرب  را مورد مطالعه قرار میبرخی خواص آن مانند حاصلضرب و همرا تعریف کرده و  خاکستری

.گیرندپذیر نیز مورد مطالعه قرار میخاکستری بخش هایهای خاکستری بررسی و مدولبئر را نیز در مورد مدول

کنیمدر ادامه، تعاریف زیر را که مورد نیاز است، یادآوری می 

عددی است که دارای مرزهای بالایی و پایینی مشخصی است اما موقعیت دقیق آن درون این  یک عدد خاکستری

  ه صورتکنیم که یک عدد خاکستری بمیمرزها نامشخص است. یادآوری 

 𝑔± ∈ [𝑔−, 𝑔+] = {𝑔− ≤ 𝑡 ≤ 𝑔+}  که در آن  باشدمی𝑔+  و𝑔−  .کران بالا و پایین  اطلاعات هستند

تری به صورت یک عدد سفید است. در این گونه تعریف اعداد خاکس𝑡گوییم باشد میرکران بالا برابر با کران پایین اگ

.]11]شوندپیوسته نشان داده می

    جدید برای اعداد خاکستری در نظر گرفته است. در واقع هر عدد خاکستری به صورتک نمایش ی ]12]مرجع 

𝑔± ∈ ⋃ [𝑎𝑖
−, 𝑎𝑖

+]𝑛
𝑖=1 کهو بدین صورت  شودنظر گرفته می بسته( درهای )اجتماع بازه 

 0 < 𝑛 < ∞, 𝑎𝑖
−, 𝑎𝑖

+ ∈ ℝ  ،𝑛 یک عدد صحیح به طوری که𝑖 = 1, 2, 3, … . . , 𝑛 و 

𝑎𝑖−1
− ≤ 𝑎𝑖

− ≤ 𝑎𝑖
+ ≤ 𝑎𝑖+1

+

𝑎𝑖]در بازه  ±𝑔احتمال قرار گرفتن  𝑝iاگر 
−, 𝑎𝑖

 باشد، شرایط زیر را داریم: [+

𝑝𝑖)الف(  > ±𝑔اگر و تنها اگر  0 ∈ [ai
−, ai

+]. 
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𝑝𝑖)ب(  = ±𝑔اگر و تنها اگر  0 ∉ [ai
−, ai

+]. 

∑)ج(  𝑃𝑖 = 1
𝑛
𝑖=1.

 داریم: و همچنین

 𝑔− = 𝑖𝑛𝑓𝑎𝑖
−∈𝑔±𝑎𝑖

−, 𝑔+ = 𝑠𝑢𝑝𝑎𝑖
+∈𝑔±𝑎𝑖

+ 

𝑔+ کران بالا و𝑔−   کران پایین عدد خاکستری هستند و این عدد خاکستری را با  نماد𝑡𝑔−
𝑔+  دهند.نشان می 

به صورت یک عدد  𝐴از آن را در نظر بگیرید. اگر مقدار تابع مشخصه  متناظر با  𝐴مجموعه و زیر 𝑈حال مجموعه 

یعنی در واقع داشته باشیمخاکستری باشد، 

 𝜒𝐴: 𝑈 ⟶ 𝐷[0, ,𝐷[0خاکستری است که در آن  𝐴گوییم مجموعه ، در اینصورت می±[1 مجموعه همه  ±[1

,0]اعداد خاکستری در بازه   مانند تابع مشخصه معمولی عمل زم به ککر است که این تابع مشخصه لااست. [1

و در  غیرقطعی عضویت  یک عنصر را به صورت  تواند میزانارت دیگر، تابع مشخصه خاکستری میبه عبکند. نمی

 صفر نیز بگیرد.تواند مقدار غیرای مشخص کند و میقالب بازه

 سفید است. 𝐴گوییم مجموعه   اگر مقدار تابع مشخصه به صورت یک عدد سفید باشد، می

 . ]12]توان به صورت زیر نمایش داد مشابه با مجموعه فازی، هر مجموعه خاکستری را می

𝐴 به عبارت دیگر =
𝑔±(𝑥1)

𝑥1
+
𝑔±(𝑥2)

𝑥2
+⋯+

𝑔±(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
𝑥𝑖که در آن   ∈ 𝑈 مجموعه خاکستری را با نماد .

(𝑈و 𝜒𝐴) دهیم. بدیهی است که  مجموعه فازی حالت خاصی از مجموعه سفید و مجموعه سفید حالت نشان می

خاصی از مجموعه خاکستری است.

±𝑦 دو عدد خاکستریکنیم. ، عملگر مشبکه خاکستری را  یاداوری می ]13]حال از مرجع  = [𝑦−, 𝑦+], 𝑥± =

[𝑥−, 𝑥+] را در نظر بگیرید

ند:کنترتیب به صورت زیر تعریف میبه را این دو عدد خاکستریرسند و  وست

𝑥±⋁𝑦± = [𝑚𝑖𝑛{𝑥−, 𝑦−},𝑚𝑎𝑥{𝑥+, 𝑦+}] 
, 𝑥± ∧ 𝑦± = [𝑚𝑎𝑥{𝑥−, 𝑦−},𝑚𝑖𝑛{𝑥+, 𝑦+}]  

شود:به صورت زیر تعریف میبه تعریف فوق، رابطه ترتیب جزیی روی مجموعه خاکستری با توجه 

𝑥± ≼ 𝑦±⟺ 𝑥+ ≤ 𝑦+, 𝑦− ≤ 𝑥− 
حال دو مجموعه خاکستری زیر را در نظر بگیرید.

(𝑈, 𝜒𝐴), (𝑉, 𝜇𝐵) 
:𝑓تابعی مانند   ستری بین این دو مجموعه خاکستری،یک تابع  خاک  𝐴 ⟶ 𝐵  است به  طوری که برای هر 

 𝑎 ∈ 𝐴 :داشته باشیم 

𝜒+(𝑎) ≤ 𝜇+(𝑓(𝑎)), 𝜇−(𝑓(𝑎)) ≤ 𝜒−(𝑎)

.  نتايج اصلي 8

کنیم. م را بررسی میای این مفهوهای رستهویژگیهای خاکستری را تعریف کرده و برخی در این بخش مدول

 های دقیقدهیم. علاوه بر آن دنبالهرار میپذیر را نیز مورد بررسی قهای خاکستری انژکتیو و بخشهمچنین مدول

 خاکستری نیز مورد مطالعه قرار خواهند گرفت.

 گیریم.های راست را در نظر میدر سراسر این مقاله مدول

نامیم هر گاه تابعی می )راست(  را یک مدول خاکستری χMمدول باشد. آنگاه -Rیک  Mفرض کنید  :4-8تعريف

χ:Mمانند  → D[0,1]± :موجود باشد به طوری که در شرایط زیر صدق کند
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1)𝜒+(𝑚1 −𝑚2) ≥ 𝑚𝑖𝑛(𝜒
+(𝑚1), 𝜒

+(𝑚2))

, 𝜒−(𝑚1 −𝑚2) ≤ 𝑚𝑎𝑥(𝜒
−(𝑚1), 𝜒

−(𝑚2))  
,m1برای هر  m2 ∈ M

2)𝜒+(𝑚) ≤ 𝜒+(𝑚𝑟)

, 𝜒−(𝑚𝑟) ≤ 𝜒−(𝑚)

𝑚برای هر  ∈ 𝑀, 𝑟 ∈ 𝑅. 
3) 𝜒+(0𝑀) = 1, 𝜒

−(0𝑀) = 0
 را به عنوان مدول در نظر بگیریم، داشته باشیم:  𝑅حال اگر   

4)𝜒+(1𝑅) = 1, 𝜒
−(1𝑅) = 0

لزوما تابع   1-2تعریف در  χتوجه گردد تابع مدول خاکستری چپ را نیز تعریف کرد. توان به طور مشابه می 

 باشد.مشخصه نمی

 که این مفهوم بدین معناستگردد ال خاکستری استفاده میفهوم ایدههای آتی از مشایان ککر است که در بخش

مدول  مانند    𝑅همچنین برای   هر باشد. ال حلقه میهای خاکستری، ایدهکه مدول مورد نظر در تعریف مدول

𝑀1، مدول خاکستری𝑀 1کنیم که در آن  را تعریف می:M → D[0,1]±  برای هر𝑚 ∈ 𝑀 ،1+(𝑚) = 1 

(𝑚)−1و  = 0. 

,𝜒𝑀دو مدول خاکستری  :8-8تعريف νN خاکستری ین دو مدولبر نظر بگیرید. یک همریختی خاکستری را د ،

−Rهمریختی مانند 𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁  است به طوری که برای هرm ∈ M :داشته باشیم

𝜒+(𝑚) ≤ 𝜈+(𝑓(𝑚)) 
, 𝜈−(𝑓(𝑚)) ≤ 𝜒−(𝑚) 

:f̃همریختی خاکستری را با نماد  χM⃗⃗⃗ ν𝑁  تی خاکستری،توان دید که ترکیب دو همریخ. به راحتی میدهیممینشان 

کستری بین آنها تشکیل یک رسته های خاهای خاکستری و همریختیلذا مدول باشد.یک همریختی خاکستری می

𝐺 دهند که آن را با می −𝑀𝑜𝑑 دهیم.نشان می 

 کنیم:: هسته همریختی خاکستری را به صورت زیر تعریف می3-8تعريف 

𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑓(𝑚) = 0} 
 شود:زیر تعریف میهمچنین تصویر همریختی به صورت 

𝐼𝑚 𝑓 = {𝑓(𝑎)|𝑎 ∈ 𝑀} 
:𝑓یک همریختی خاکستری 𝜒𝑀 → 𝜈𝑁  گوییم هر گاه  را تکریختی)پوشا( میR همریختی 𝑓:𝑀 ⟶ 𝑁

تکریختی)پوشا( باشد.

,χ𝑀دو مدول خاکستری  :1-8تعريف νN گوییم را در نظر بگیرید. می𝜈𝑁  زیر مدول خاکستریχM  است هر

𝑛باشد و برای هر  𝑀زیر مدول 𝑁گاه  ∈ 𝑁  :داشته باشیم𝜈±(𝑛) ≼ 𝜒±(𝑛)  .

:𝑓ی همریختی خاکستر :8-8تعريف 𝜒𝑀 → 𝜈𝑁 گوییم می را در نظر بگیرید𝜒
𝑀

دارد و با  𝜈𝑁شبه یکریختی با 

𝜒نماد
𝑀
≅𝑄 𝜈𝑁  دهیم هرگاه  نشان می𝑅-های مدول𝑀 و𝑁 یکریخت باشند.  به علاوه اگر به ازای هر𝑚 ∈ 𝑀  

𝜒(𝑚)داشته باشیم  = 𝜈(𝑓(𝑚)) گوییم آنگاه می𝜒
𝑀

𝜗با  
𝑁

𝜒یکریخت است و با نماد  
𝑀
≅ 𝜈𝑁  نشان

 دهیم.می
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گاه به ازای  گوییم این مدول انژکتیو خاکستری است هررا در نظر بگیرید. می 𝜂𝐸مدول خاکستری  : 6-8تعريف

:f̃های خاکستری مانند  هر تکریختی از مدول 𝜐𝑁⟶ 𝜒𝑀   و هر همریختی خاکستری دلخواه𝑔̃: 𝜐𝑁⟶ 𝜂𝐸     

:ℎ̃یک همریختی خاکستری  𝜒𝑀 ⟶ 𝜂𝐸 موجود باشد به طوریکه داشته باشیم h̃f̃ = g̃  بدیهی است که اگر .

 .مدول انژکتیو است𝑅یک  𝐸انژکتیو باشد، آنگاه   𝜂𝐸مدول خاکستری

:برای نشان دادن این موضوع نمودار زیر را در نظر بگیرید

𝑀
𝑓
→𝑁

𝑔                      
𝐸 

 𝜒𝑀 ،𝜐𝑁های خاکستری همریختی دلخواه است. مدول𝑅 یک 𝑔همریختی یک به یک و  -𝑅یک  𝑓که در آن  

𝜒(𝑚)  کنیم که در آنرا تعریف می 𝜇𝐸و  = 𝜈(𝑛) = 𝜇(𝑒)   برای هر𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑒 ∈ 𝐸  .باشد

:𝑓بدیهی است که  𝜒𝑀 → 𝜈𝑁  و𝑔̃: 𝜒𝑀 → 𝜇𝐸 حال از اینکه  های خاکستری هستند.همریختی𝜂𝐸  ،انژکتیو است

:ℎیک همریختی خاکستری   𝜈𝑁⟶ 𝜇𝐸  موجود است به طوری کهℎ̌𝑓 = 𝑔̌  بنابراینℎ𝑓 = 𝑔  و در نتیجه

 𝐸  یک𝑅-  خواهد بود.مدول انژکتیو 

 نیز انژکتیو است. 𝜂𝐸مدول انژکتیو باشد، آنگاه 𝑅یک  𝐸توان گفت که اگر در حالت کلی نمی

 کند که تحت چه شرایطی این موضوع برقرار است.لم زیر بیان می 

𝜒مدول انژکتیو باشد و -𝑅یک  𝑀اگر   :7-8لم = 1𝑀   آنگاه مدول خاکستری𝜒
𝑀

 نیز انژکتیو  است. 

مدول انژکتیو باشد.-𝑅یک  𝑀اثبات:  فرض کنید 

 نمودار زیر را در نظر بگیرید.

𝜗
𝐾
↪ 𝜇𝑁

𝑓                  

𝜒
𝑀

 
𝑔:𝑁مدول انژکتیو است یک  همریختی -𝑅یک   𝑀از  این که  → 𝑀 که طوریموجود  است به𝑔|𝐾 = 𝑓. 

𝜒از این که  = 1𝑀  بدیهی است که𝑔̃: 𝜇𝑁 → 𝜒𝑀   است.یک همریختی خاکستری 

ها از زیرمدول خاکستری، انژکتیو و تنها اگر نسبت به همه شمولیک مدول خاکستری  انژکتیو است اگر   :5-8لم

 خاکستری باشد.

 دهیم.برهان قسمت غیربدیهی را ارائه می اثبات:

های خاکستری انژکتیو مدولها از زیر ری دلخواه  باشد که نسبت به همه شمولمدولی خاکست μE فرض کنید 

:𝑓که در آن نمودار زیر را در نظر بگیرید  انژکتیو خاکستری است μE دهیم است. نشان می 𝜒𝑀 → 𝜈𝑁  یک

:𝑔̃تکریختی خاکستری و  𝜒𝑀 → 𝜇𝐸 .یک همریختی  خاکستری  دلخواه است

𝜒
𝑀

𝑓̃
→ 𝜈𝑁

𝑔̃                  

𝜇
𝐸
          



 40                      1494 بهمن و اسفند، پنجاه و هشتمم، شماره یازدهسال  
 

 

𝜇به  𝜈𝑁دهیم یک همریختی خاکستری از نشان می
𝐸

دهد. قرار دهید را گسترش می 𝑔̃که طوریموجود است به 

𝐾 = ker 𝑓 :و تعریف کنید 

𝜂𝑀
𝐾

:
𝑀

𝑁
→ 𝐷[0,1]± 

𝑚ازای هر به که وریطبه + 𝐾 ∈
𝑀

𝐾
𝜂(𝑚داشته باشیم   + 𝐾) = 𝜒(𝑚)  بدیهی است که .𝜂𝑀

𝐾

یک مدول  

̃:𝜄خاکستری حال همریختیخاکستری است.  𝜂𝑀
𝐾

→ 𝜒𝑀  را در نظر بگیرید که در آن𝜄(̃𝑚 + 𝐾) = 𝑚 اکنون .

:𝜆تابع  𝑓(𝑀) → 𝐷[0,1]± ازای هر  را در نظر بگیریدکه در آن به𝑓(𝑚) ∈ 𝑓(𝑀)  داریم𝜆(𝑓(𝑚)) =

𝑡0
 یک مدول خاکستری است.  𝜆𝑓(𝑀). بدیهی است که1

:𝜑̃حال همریختی خاکستری  𝜂𝑀
𝐾

→ 𝜆𝑓(𝑀) ازای هر که بهطوریرا در نظر بگیرید به𝑚 +𝐾 ∈
𝑀

𝐾
داشته باشیم   

𝜑̃(𝑚 + 𝐾) = 𝑓(𝑎) لذا با توجه به فرض یک همریختی خاکستری  .ℎ̃: 𝜈𝑁 → 𝜇𝐸 کهطوریموجود است به

ℎ̃|𝜆𝑓(𝑀) = 𝑔̃ ∘ (𝜄 ̃ ∘ 𝜑̃
ℎ̃𝑓(𝑚) بنابراین داریم  (1− = 𝑔̃ ∘ (𝜄 ̃ ∘ 𝜑̃−1)𝑓(𝑚) = 𝑔̃(𝑚)  و اثبات کامل

شود.می

 کنیم.خاکستری بررسی میهای در ادامه قضیه بئر را برای مدول

 ، هر تکریختی 𝜈𝐼ال خاکستری است اگر و تنها اگر برای هر ایدهانژکتیو  𝜇𝐶مدول خاکستری   :9-8قضیه

𝑓: 𝜈𝐼 ⟶ 𝜒𝑅  و هر همریختی خاکستری𝑔̃: 𝜈𝐼⟶ 𝜇𝐶   یک همریختی خاکستریℎ̃: 𝜒𝑅 ⟶ 𝜇𝐶  موجود

ℎ̃𝑓باشد به طوری که  = 𝑔̃  

:ι̃های خاکستری یم. بدین منظور  تکریختی از مدولدهارائه می بدیهی راقسمت غیراثبات:  𝜒𝐴⟶ 𝜈𝐵  و همچنین

:𝑓همریختی خاکستری دلخواه   𝜒𝐴⟶ 𝜇𝑀 دهیم یک همریختی خاکستری موجود را در نظر بگیرید. نشان می

𝜄است که   دهد. مجموعه زیر را در نظر بگیرید:را توسیع می ̃

Σ = {(𝜂𝐶 , 𝑔̃)|𝜒𝐴 ⊆ 𝜂𝑐 ⊆ 𝜈𝐵, 𝜈𝐵  زیر مدول  𝜂𝐶  ,  𝑔̃: 𝜂𝐶
⟶ 𝜇𝑀  را گسترش میدهد 𝑓یک همریختی خاکستری است که  }.

,𝜒𝐴)از این که  𝑓)  متعلق به مجموعهΣ توان نتیجه گرفت که مجموعه  است، بنابراین میΣ  تهی است. حال غیر

 در نظر بگیرید: Σرابطه ترتیب جزیی زیر را روی مجموعه 

(𝜂𝐶 , 𝑔̃) ≤ (𝜂
′
𝐶′
, 𝑔′̃) ⟺

𝜂𝐶 ⊆ 𝜂′𝐶′ , 𝑔′̃|𝑛𝑐 = 𝑔̃

𝜂𝑖𝐶𝑖)} برای هر  زنجیر 
, 𝑔𝑖̃)}

𝑖∈𝐼
𝜂̅𝐷قرار دهید  Σمجموعه در  = ⋃ 𝜂𝑖𝑐𝑖𝑖∈𝐼  و همچنین تعریف کنید

𝑔̅: 𝜂̅𝐷 ⟶ 𝜇𝑀   به طوری که برای هر𝑖 ∈ 𝐼   داشته باشیم𝑔̃|𝜂𝑖𝐶𝑖
= 𝑔̃𝑖. 

𝜂̅𝐷) بدیهی است که زوج , 𝑔̅ )  متعلق به مجموعهΣ  است. حال با توجه به لم زرن، مجموعهΣ  دارای عضو ماکسیمالی

∗𝜂)مانند 
𝐸
, 𝑔∗) کنیم ادعا میباشد. می𝜂∗

𝐸
= 𝜈𝐵  در غیر این صورت𝐵 ≠ 𝐶′    یا𝜗 = 𝜗′  . 

𝐵فرض کنید  = 𝐶′   و𝜗 = 𝜗′در این صورت .    𝑥 ∈ 𝐵 کهطوریموجود است به𝜗(𝑥) ≠ 𝜗′(𝑥). 

𝜗(𝑥)فرض کنید    = 𝑡𝑛
𝑚  حال برای هر  .𝑏 ∈ 𝐵 :تعریف کنید 

< 𝑥𝑡 >:𝐵 → 𝐷[0, 1]
±

< 𝑥𝑡 > (𝑏) = 𝑡𝑛
𝑚 ∧ 𝜗(𝑏)
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>بدیهی است که  𝑥𝑡 >𝐵  زیرمدول خاکستری از𝜗
𝐵

در نظر بگیرید که در آن است. حال مدول خاکستری زیر را  

𝑏برای هر   ∈ 𝐵 :داریم 

𝜓:𝐵 → 𝐷[0, 1]±

𝜓(𝑏) =  𝜗′(𝑏) ∨ < 𝑥𝑡 > (𝑏).
 

:ℎ̃همچنین همریختی خاکستری  𝜓𝐵 → 𝜇𝑄  که برای هر طوریرا تعریف کنید به𝑏 ∈ 𝐵  باشیم  داشته

ℎ̃(𝑏) = 𝑘̃(𝑏)بدیهی است که .𝜗
𝐵

′
≤ 𝜓𝐵 ≤ 𝜗𝐵   و در نتیجه(𝜓𝐵, 𝑘̃) ∈ که تناقض با ماکسیمالی  ∑

(𝜗𝐵
′ , 𝑘̃)  دارد. بنابراین𝜗 = 𝜗′  .حال فرض کنید خواهد بود𝜗 = 𝜗′  و𝐵 ≠ 𝐶′ در این صورت 

  𝑏′ ∈ 𝐵 − 𝐶′ ت. مجموعه موجود اس𝐼 = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑏′𝑟 ∈ 𝐴} غیرتهی و  ا در نظر بگیرید که بدیهی است  ر

 باشد.می  𝑅آلی از حلقه ایده

 حال تابع زیر را در نظر  بگیرید:

𝜂: 𝐼 → 𝐷[0,1]± 
𝑖که در  آن به ازای هر  ∈ 𝐼  داریم𝜂(𝑖) =  𝜒(𝑏′𝑖) 

𝜂توان نشان داد به آسانی می
𝐼

 یک مدول خاکستری است.  

:𝑔̃اکنون همریختی خاکستری  𝜂𝐼 → 𝜇𝑄 به ازای هر  کهطوریرا در نظر بگیرید به𝑟 ∈ 𝐼 :داشته باشید 

𝑔̃(𝑖) = 𝑓(𝑏′𝑖) 
:𝜉حال تابع  𝑅 → 𝐷[0,1]± ازای هر که بهطوریرا تعریف کنید به𝑟 ∈ 𝑅  :داشته باشید   𝜉(𝑟) = 𝑡0

. اکنون 1

:′𝑔̃با توجه به فرض  یک همریختی خاکستری  𝜉𝑅 → 𝜇𝑄 که  طوریبه وجود استم𝑔̃′|𝜂𝐼 = 𝑔̃  حال .𝑅-مدول 

  𝐵′ = 𝐶′ + 𝑏′𝑅 تعریف کنید  را در نظر بگیرید و𝜓:𝐵′ → 𝐷[0,1]± که به ازای هر طوریبه𝑐′ + 𝑏′𝑟 ∈

𝐵′  :داشته باشید 

𝜓(𝑐′ + 𝑏′𝑟) = 𝜗′(𝑐′) ∨ 𝜒(𝑏′𝑟).

:ℎ̃همچنین همریختی خاکستری  𝜓𝐵′ → 𝜇𝑄 که به ازای هر طوریرا در نظر بگیرید به𝑥 = 𝑐′ + 𝑏′𝑟 ∈ 𝐵′ 

 داشته باشید:

ℎ̃(𝑥) = 𝑘̃(𝑐′) + 𝑔̃(1)𝑟 
′𝜓𝐵)بدیهی است که  , ℎ̃) ∈ ′𝜗𝐵)که تناقض با ماکسیمالی ∑

′  , 𝑘̃)دارد. بنابراین فرض خلف باطل است و𝜇
𝑄

 

 انژکتیو خاکستری است.

𝜒𝑖𝑖𝐴}خانواده :44-8تعريف
}
𝑖∈𝐼

های خاکستری به های خاکستری را در نظر بگیرید. حاصلضرب از مدولاز مدول  

∏)صورت  𝜒𝑖𝑖𝐴𝑖∈𝐼 , 𝑃̃𝑖) باشد که در آن می∏ 𝜒𝑖𝑖𝐴𝑖∈𝐼 : ∏ 𝐴𝑖 → 𝐷[0,1]
±

𝑖∈𝐼 ازای هر به(𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 به صورت 

∏ 𝜒𝑖𝑖𝐴𝑖∈𝐼 (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 =∧ (𝜒𝑖(𝑎𝑖))𝑖∈𝐼  و𝑃̃𝑖: ∏ 𝜒𝑖𝑖𝐴𝑖∈𝐼 → 𝜒𝑖𝑖𝐴
𝑃̃𝑖((𝑎𝑖)𝑖∈𝐼)با ضابطه   = 𝑎𝑖  تعریف

 شود.می

𝜒𝑖𝐴𝑖}فرض کنید  :44-8قضیه 
}𝑖∈𝐼 های خاکستری باشند. در این صورت ای از مدولخانواده∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼  انژکتیو

𝑖ازای هر  خاکستری است اگر و تنها اگر به ∈ 𝐼 ،𝜒𝑖𝐴𝑖
 انژکتیو خاکستری است. 

∏اثبات: فرض کنید  𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ازای هر  دهیم بهری باشد. نشان میانژکتیو خاکست𝑗 ∈ 𝐼 ،𝜒
𝑗𝐴𝑗

نیز انژکتیو  

 خاکستری است. نمودار زیر را در نظر بگیرید.
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χ
𝑀
↪ 𝜗𝑁

 

𝑓                
𝜒𝑖𝑖𝐴
        

𝜒𝑖𝑖𝐴به  𝜗𝑁دهیم یک همریختی خاکستری از نشان می
 دهد.را گسترش می 𝑓موجود است که  

:𝐿̃𝑗همریختی خاکستری  𝜒𝑗𝐴𝑗
→ ∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼  ازای هر را در نظر بگیرید که در آن به𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗 داریم

𝐿̃𝑗(𝑎𝑗) = (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 = {
𝑎𝑗                     𝑖 = 𝑗

𝜃𝑖 در غیر این صورت     
:𝑃̃𝑗حال تعریف کنید   ∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼 → 𝜒𝑗𝐴𝑗

که در آن به  

𝑖∈𝐼(𝑎𝑖)ازای هر  ∈ ∏ 𝐴𝑖𝑖∈𝐽    داشته باشیم𝑃̃𝑗(𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 = 𝑎𝑗 از این که .∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼  ،انژکتیو  خاکستری است

:𝑔̃یک همریختی خاکستری  𝜗𝑁 → ∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑔̃|𝜒𝑀 کهموجود است به طوری   𝜄̃ ∘ 𝑓 حال تعریف کنید .

ℎ̃: 𝜗𝑁 → 𝜒𝑗𝐴𝑗
ℎ̃که طوریبه  = 𝑃̃𝑗𝑔̃  بنابراین داریمℎ̃|𝜒𝑀 = 𝑃̃𝑗𝑔̃|𝜒𝑀 = 𝑃̃𝑗 ∘ 𝜄 ̃ ∘  𝑓 = 𝑓.  در

𝜒𝑗𝐴𝑗نتیجه
 نیز انژکتیو خاکستری است. 

 برای نشان دادن عکس قضیه، نمودار زیر را در نظر بگیرید:

χ
𝑀
↪ 𝜗𝑁

 

𝑓       

∏𝜒𝑖𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

𝜒𝑖𝐴𝑖از این که 
𝑖به ازای هر    ∈ 𝐼 انژکتیو خاکستری است یک همریختی خاکستری ،𝑔̃: 𝜗𝑁 → 𝜒𝑖𝐴𝑖

موجود  

𝑔̃|𝜒𝑀که  طوریاست به = 𝑃̃𝑖𝑓ی. با توجه به خاصیت جهانی حاصلضرب، یک همریختی خاکستر 

ℎ̃: 𝜗𝑁 → ∏ 𝜒𝑖𝐴𝑖𝑖∈𝐼 کهطوریموجود است به 𝑃̃𝑖ℎ̃ = 𝑔̃حال داریم .  𝑃̃𝑖ℎ̃|𝜒𝑀 = 𝑔̃|𝜒𝑀 = 𝑃̃𝑖𝑓  و بنابراین

ℎ̃|𝜒𝑀شت خواهیم دا = 𝑓 شود.و اثبات کامل می 

𝜒𝑖𝑀𝑖}فرض کنید  :48-8تعريف
}
𝑖∈𝐼

های خاکستری باشند. جمعوند مستقیم این خانواده را با ای از مدولخانواده 

𝑖∈𝐼 𝜒𝑖𝑀𝑖⨁نماد 
کنیم.دهیم و تابع مشخصه آن را به صورت زیر تعریف مینشان می 

⨁𝑖∈𝐼 𝜒𝑖𝑀𝑖
: ⨁𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 → 𝐷[0, 1]

±

⊕𝑖∈𝐼 𝜒𝑖𝑀𝑖
((𝑚𝑖)𝑖∈𝐼)  =∧ (𝜒𝑖𝑀𝑖

(𝑚𝑖))
𝑖∈𝐼

 

𝜒𝑖𝐴𝑖فرض کنید  :43-8قضیه
}𝑖∈𝐼  { های خاکستری باشند. اگر ای از مدولخانواده⊕𝑖∈𝐼 𝜒𝑖𝐴𝑖

انژکتیو خاکستری  

𝑖باشد آنگاه به ازای هر   ∈ 𝐼 ،𝜒𝑖𝐴𝑖
 نیز انژکتیو خاکستری است.

 خاکستری، انژکتیوهای ای از مدولن به آسانی نشان داد اگر خانوادهتوا، میبا برهانی مشابه حاصلضرب اثبات:

 خانواده نیز انژکتیو خاکستری استی باشد، آنگاه هر کدام از اعضای خاکستر

انژکتیو خاکستری باشد آنگاه  های خاکستری را در نظر بگیرید. اگر هر عضو خانواده ای از مدولخانواده:  41-8تذکر

های اعضای خانواده مدول یو خاکستری است. البته اگر تعدادنیز انژکتان گفت در حالت کلی جمعوند آنها تونمی

 خاکستری متناهی باشد، آنگاه جمعوند آنها نیز انژکتیو خاکستری است.
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 توان نشاند.می انژکتیو خاکستریهر مدول خاکستری را در مدول : 48-8گزاره

𝜒فرض کنید  اثبات:
𝑀

مدولی انژکتیو نشاند. -𝑅توان در  مدول را می-𝑅دانیم که هریک مدول خاکستری باشد. می 

𝑓:𝑀موجود است که توسط تکریختی  𝐸مدول انژکتیو –𝑅بنابراین یک  → 𝐸  در𝐸 شود. حال کافی نشانده می

𝜇است مدول خاکستری 
𝐸

𝜇را در نظر بگیریم که در آن    = 1𝐸 از اینکه، 7-2. با توجه به لم𝐸  ،انژکتیو است𝜇
𝐸

 

:𝑓خواهد بود. همچنین بدیهی است که  انژکتیو خاکسترینیز یک مدول  𝜒𝑀 → 𝜇𝐸  یک تکریختی خاکستری

است. بنابراین اثبات کامل است.

:𝑓خاکستری یک همریختی : 46-8تعريف 𝜇𝑀 → 𝜗𝑁 نامیم هرگاه همریختی را شکافنده خاکستری می

:𝑔̃ خاکستری 𝜗𝑁 → 𝜇𝑀  که داشته باشیم طوریموجود باشد به𝑓𝑔̃ = 𝑖𝑑̃𝑁.

 های خاکستری را در نظر بگیرید.های خاکستری و همریختیدنباله زیر از مدول :47-8تعريف 

… → 𝜌𝑀
𝑓̃𝑛−1
→  𝜂𝑁

𝑓̃𝑛
→ 𝜃𝐾 → ⋯ 

𝐼𝑚(𝑓𝑛−1)نامیم هر گاه داشته باشیم این دنباله را دقیق می = 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑛). 

 های خاکستری را در نظر بگیرید.های خاکستری و همریختیرا از مدولدنباله زیر : 45-8تعريف 

0 ̅ → 𝜌𝑀
𝑓̃
→ 𝜂𝑁

𝑔̃
→ 𝜃𝐾 → 0̅ 

𝐼𝑚(𝑓)بروریختی و داشته باشیم  𝑔̃تکریختی،  𝑓گوییم این دنباله دقیق کوتاه است هر گاه  می = 𝐾𝑒𝑟(𝑔̃). 

:𝑓همریختی   اگر: 49-8لم 𝜇𝑀 → 𝜗𝑁 یک شکافنده خاکستری باشد آنگاه برای هر دنباله دقیق خاکستری 

0̅ → 𝜇𝑀
𝑓̃
→ 𝜗𝑁

𝑔̃
→ 𝜂𝐾 → 𝜗داریم  0

𝑁
≅ 𝜇𝑀⊕𝜂𝐾 .

:ℎ̃شکافنده است یک همریختی خاکستری   𝑓از این که همریختی   اثبات: 𝜗𝑁 → 𝜇𝑀 که طوریموجود است به

ℎ̃𝑓 = 𝑖𝑑̃𝑁 بنابراین .ℎ𝑓 = 𝑖𝑑𝑁   و درنتیجه داریم𝑁 ≅ 𝑀⊕𝐾 . بنابراین یکریختی𝑡: 𝑁 → 𝑀⨁𝐾 

𝑛ازای هر   موجود است که در آن به ∈ ℕ،𝑡(𝑛) = (ℎ(𝑛), 𝑔(𝑛))  : تعریف کنید .

𝜇
𝑀
⨁𝜂𝐾:𝑀⨁𝐾 → 𝐷[0, 1]

,𝜇⨁𝜂(𝑚کهطوریبه ± 𝑘) = 𝜇(𝑚) ∨ 𝜂(𝑘) 

⊕𝜇بدیهی است که  𝜂
𝑀⨁𝐾

 یک همریختی خاکستری است. 𝑡̃دهیم یک مدول خاکستری است. حال نشان می 

𝑛به ازای هر  ∈ ℕ داریم 𝜗(𝑛) ≤ 𝜂(𝑔̃(𝑛)) ≤ 𝜂(𝑔̃(𝑛)) ∨ 𝜇(ℎ(𝑛)) =  𝜇⨁𝜂(𝑡̃(𝑛)) بنابراین داریم

𝜗
𝑁
≅ 𝜇𝑀⨁𝜂𝐾 

𝜇مدول خاکستری : 84-8قضیه
𝐸

 را در نظر بگیرید. شرایط زیر معادل هستند. 

𝜇)الف( 
𝐸

 مدول انژکتیو خاکستری است. 

)ب( برای هر دنباله دقیق

0 ̅ → 𝜌𝑀
𝑓̃
→ 𝜂𝑁

𝑔̃
→ 𝜃𝐾 → 0̅ 

استدنباله القاشده زیر دقیق 

0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝜃𝑘, 𝜇𝐸)
𝑔∗̃

→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝜂𝑁 , 𝜇𝐸)
𝑓∗̃

→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝜌𝑀, 𝜇𝐸) → 0 
:𝛽)ج( اگر  𝜇𝐸 → 𝜂𝑃  خاکستری باشد آنگاه همریختی خاکستری یک تکریختی𝛼̃: 𝜂𝑃 → 𝜇𝐸  موجود است

𝛼̃𝛽که طوریبه = 𝑖𝑑𝐸̃. 
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𝜇)د( 
𝐸

𝜇جمعوند مستقیم خاکستری در هر مدول خاکستری که شامل  
𝐸

رمدول خاکستری است، به عنوان زی 

 باشد.می

کنیم دنباله زیر دقیق خاکستری باشد)ب( فرض می ⇐اثبات: )الف( 

0 ̅ → 𝜌𝑀
𝑓̃
→ 𝜂𝑁

𝑔̃
→ 𝜃𝐾 → 0̅

,−)𝐻𝑜𝑚𝑅دهیم دنباله القاشده توسط نشان می 𝜇𝐸) دهیمدقیق است. ابتدا نشان می𝑔∗̃  تکریختی است. کافی

𝜑تکریختی است.  بدین منظور ∗𝑔است نشان دهیم  ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐾, 𝐸)  را در نظر بگیرید. اگر𝑔∗(𝜑) = 0 

𝜑آنگاه  ∘ 𝑔 = 𝑘پوشاست برای هر 𝑔. از این که 0 ∈ 𝐾  یک ،𝑛 ∈ ℕ که طوریموجود است به𝑔(𝑛) = 𝑘  .

𝜑(𝑘)بنابراین داریم  = 𝜑 ∘ 𝑔(𝑏) = 𝑘و در نتیجه به ازای هر  0 ∈ 𝐾  ،𝜑 = تکریختی  ̃∗𝑔نتیجه   در . 0

 است.

𝑓دهیم حال نشان می 𝜓پوشاست. همریختی   ∗𝑓پوشاست که کافی است نشان دهیم ̃∗ ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐸)  را در

𝜇نظر بگیرید. از این که 
𝐸

𝜑:𝑁نیز انژکتیو است و بنابراین همریختی 𝐸انژکتیو خاکستری است،   → 𝐸  موجود

𝜑که طوریاست به ∘ 𝑓 = 𝜓  بدیهی است که .𝜑̃: 𝜂𝑁 → 𝜇𝐸 راین همریختی خاکستری است  و بناب𝑓  پوشاست. ̃∗

kerدهیم اکنون نشان می 𝑓 ∗̃ = 𝐼𝑚 𝑔∗̃ فرض کنید .𝜑̃: 𝜂𝑁 → 𝜇𝐸 که  طورییک همریختی خاکستری باشد به

𝑓∗(𝜑) = 𝜑̃. بنابراین  0 ∘ 𝑓 = :𝜓̃. تعریف کنید 0 𝜃𝐾 → 𝜇𝐸 که برای هر طوریبه𝑘 ∈ 𝐾 داشته باشیم

𝜓̃(𝑘) = 𝜑̃(𝑛)    که در آن𝑔(𝑛) = 𝑘 بدیهی است که .𝜓̃  یک همریختی است. از طرفی برای هر𝑘 ∈ 𝐾 

𝜃(𝑘)داریم = 𝜃(𝑔(𝑛)) ≤ 𝑡0
1 = 𝜇(𝜓̃(𝑘)) بنابراین𝜓̃ .یک همریختی خاکستری است 

𝜓̃برای برعکس،  ∈ 𝐼𝑚 𝑔∗̃ را در نظر بگیرید. بنابراین𝜑̃: 𝜃𝐾 → 𝜇𝐸 کهطوریموجود است به 

𝜑̃ ∘ 𝑔̃ = 𝑔∗̃(𝜑) = 𝜓̃ 
 داریم 

𝑓 ∗̃(𝜓̃) = 𝜑̃ ∘ 𝑔̃ ∘ 𝑓 = 0

𝜓̃نتیجه  در ∈ ker 𝑓 ∗̃. 

:𝛽)ج( فرض کنید  ⇐)ب( 𝜇𝐸 → 𝜂𝑃 .یک تکریختی خاکستری باشد. دنباله دقیق خاکستری زیر را در نظر بگیرید

0̅ → 𝜇𝐸
𝛽̂
→ 𝜂𝑃

𝜋̂
→ 𝜆𝑃

ker 𝛽̂
⁄

→ 0̅ 

:𝜆که در آن  𝑃
Im 𝛽̂⁄ → 𝐷[0,1]± ازای هر به𝑝 + 𝐼𝑚 𝛽̂  به صورت𝜆(𝑝 + 𝐼𝑚𝛽̂) = 𝑡0

شود. تعریف می 1

با توجه به فرض دنباله القایی زیر دقیق است

0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅 (𝜆𝑃
ker 𝛽̂
⁄ r , 𝜇𝐸)

𝜋∗̃

→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝜂𝑃, 𝜇𝐸)
𝛽∗̃

→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝜇𝐸 , 𝜇𝐸) → 0 

:𝛼̃که پوشاست یک همریختی خاکستری ̃∗𝛽با توجه به این 𝜂𝑃 → 𝜇𝐸  کهطوریموجود است به 

𝛼̃𝛽 = 𝛽∗̃𝛼̃ = 𝑖𝑑̃𝐼 . 
𝜇)د( زیرمدول خاکستری ⇐)ج(

𝐸
𝜌از مدول خاکستری  

𝐸
:𝛼̃و تکریختی خاکستری   𝜇𝐸 → 𝜌𝐸  .را در نظر بگیرید

𝛽: 𝜌𝐸با توجه به قسمت )ج(، یک همریختی خاکستری  → 𝜇𝐸 که  طوریموجود است به𝛼̃𝛽 = 𝑖𝑑̃𝐼 دنباله .

دقیق خاکستری زیر را در نظر بگیرید

0̅ → 𝜇𝐸 → 𝜌𝐸 → 𝜆𝑃
ker 𝛽̂
⁄

→ 0̅ 
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، داریم10-2با توجه به لم

𝜌
𝐸
≅ 𝜇𝐸⊕𝜆𝑃

ker 𝛽̂
⁄

. 

 نشاند. انژکتیو خاکستریتوان در مدول داریم که هر مدول خاکستری را می  15-2)الف( با توجه به  گزاره  ⇐)د( 

:𝑓بنابراین تکریختی 𝜇𝐸 → 𝜒𝐸  موجود است که در آن𝜒
𝐸

است. حال با توجه به قسمت  انژکتیو خاکستریمدول  

𝜗)د( زیرمدول خاکستری 
𝐸

𝜒که طوریموجود است به 
𝐸
≅ 𝜇𝐸⊕𝜗𝐸 از این که .𝜒

𝐸
 انژکتیو خاکستریمدول  

𝜇توان نتیجه گرفت که ، می13-2است آنگاه از قضیه 
𝐸

  است. انژکتیو خاکسترینیز مدول  

𝜒مدول خاکستری : 84-8تعريف 
𝑀

𝑚، عضو ∈ 𝑀  و𝑟 ∈ 𝑅  را در نظر بگیرید. در که مقسوم علیه صفر نیست

𝜒گوییم این صورت می
𝑀

𝑛پذیر خاکستری است هرگاه  مدول بخش  ∈ 𝑀 که  طوریموجود باشد به𝜒(𝑚) =

𝜒(𝑛𝑟). 

𝜒پذیر باشد آنگاه مدول بخش –𝑅یک  𝑀بدیهی است که اگر 
𝑀

پذیر خاکستری است ولی عکس نیز مدول بخش  

:𝜒پذیر نیست. حال تابع مدول بخش ℤدانیم آن لزوماً برقرار نیست. به عنوان مثال می ℤ → 𝐷[0, در نظر  را ±[1

𝑛بگیرید که در آن به ازای هر  ∈ ℤ   داشته باشیم𝜒(𝑛) = 𝑡0
0.5. 

𝜒بدیهی است که
ℤ

 پذیر خاکستری است. یک مدول بخش 

 پذیر خاکستری است.، مدول بخشانژکتیو خاکستریهر مدول : 88-8قضیه

𝜒اگر  اثبات:
𝑀

 .پذیر استدرنتیجه بخشمدول انژکتیو است و –𝑅یک  𝑀باشد آنگاه  انژکتیو خاکسترییک مدول  

𝜒  بنابراین
𝑀

   پذیر خاکستری خواهد بود.مدول بخش 

𝜒𝑖𝑀𝑖}فرض کنید : 83-8قضیه
}
𝑖∈𝐼

  پذیر خاکستری باشد. در این صورتهای بخشای از مدولخانواده

∏ 𝜒𝑖𝑀𝑖𝑖∈𝐼   و⊕𝑖∈𝐼 𝜒𝑖𝑀𝑖
 پذیر خاکستری هستند.های بخشنیز مدول 

𝑖∈𝐼(𝑚𝑖)عنصر اثبات: ∈ ∏ 𝜒𝑖𝑀𝑖𝑖∈𝐼  و عنصر مقسوم علیه صفر𝑟 ∈ 𝑅 ازای هر  را در نظر بگیرید به𝑖 ∈ 𝐼،

𝜒𝑖𝑀𝑖
𝑛𝑖بنابراین   .پذیر خاکستری استبنابه فرض مدول بخش  ∈ 𝐴𝑖 که موجود است به طوری𝜒

𝑖
(𝑚𝑖) =

𝜒𝑖(𝑛𝑖𝑟) بنابراین داریم .

∏𝜒𝑖𝑀𝑖
𝑖∈𝐼

(mi)𝑖∈𝐼 =∧ (χi(mi))𝑖∈𝐼 =∧ (χi
(ni𝑟))𝑖∈𝐼 =∏𝜒𝑖𝑀𝑖

𝑖∈𝐼

(𝑟𝑛𝑖)𝑖∈𝐼 .

  توان برای جمعوند نیز اثبات نمود.طور مشابه میبه

 گیری  . نتیجه3

د فردی هستنهای خاکستری و توابع مربوطه دارای خواص منحصربهدهد که مدولگیری این پژوهش نشان مینتیجه

دهنده رفته شوند. این نتایج نشانهای مختلف ریاضیات مدرن و کاربردهای مرتبط به کار گتوانند در زمینهکه می

های دقیق های جدید در این حوزه است. همچنین، این تحقیق نشان داد که دنبالهپذیری توسعه نظریهامکان

وابط توانند به درک بهتر راستفاده هستند و می خاکستری به عنوان یک ابزار مؤثر در بررسی ساختارهای مدولی قابل

تواند به گسترش دانش در زمینه های این پژوهش میها کمک کنند. در نهایت، یافتهای آنها و کاربردهمیان مدول

ریاضیات محض و کاربردی کمک شایانی کند.
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