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Abstract 

Introduction: Beam-shaped structures, especially bending-mode 

actuators, are more common and have attracted more attention from 

researchers due to flexibility in design and ease of fabrication. 

Methods: In this study, the geometric nonlinear behavior of three-

dimensional functionally graded piezoelectric porous actuators subjected 

to electro-mechanical loads is investigated using the finite element 

method. Nonlinear von-Karman terms are included in the strain– 

displacement relation to capture the geometric nonlinear deformations. 
The governing equations and related boundary conditions were derived 

using the variational principle. The Newton-Raphson iteration procedure 

is adopted to solve nonlinear governing equations using a 10-node 

tetrahedral element via the robust open-source finite element FEniCS 

platform that exploits Python scripts. 

Findings: The effects of different power law and porosity indexes, length 

to thickness ratios, and magnitude of applied loads are investigated on the 

tip deflection of the functionally graded piezoelectric porous actuator. 

The sensitivity of different patterns of porosity distribution along the 

thickness direction is explored on the dimensionless tip deflection of the 

actuator.  

Conclusion: The uniform porosity distribution has the greatest effect on 

actuator deformation, whereas the central porosity distribution has the 

least effect. In addition, variation in the volume fraction index in the 

range 0–1 leads to the highest rate of change in actuator tip deflection. By 

comparing the results of the linear and nonlinear theories, It has been 

found that the linear theory overestimates the deformations in the case of 

strong electromechanical loading. The findings of this research can be 

used to design and manufacture porous piezoelectric actuators. 
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Extended Abstract 
Introduction 

Functionally graded piezoelectric materials
1
 

have received more attention recently. They 

were developed to control the level of stress 

concentrations and enhance the overall 

lifetime in sensing and actuating modes. In 

piezoelectric materials, macroscopic strains 

induce electric polarization (direct or sensor 

effects) or applied electric voltage generates 

macroscopic strains (inverse or actuator 

effects). This feature makes it an ideal 

candidate for a variety of applications ranging 

from sensors[1] and actuators[2] to energy 

harvesting[3] and mobile application[4]. 

Beam-like structures are more common among 

them; and bending mode actuators are the 

most widely used because of their relatively 

easier fabrication and design flexibility [5]. 

The application of cantilever beam-shaped 

structures as bending-mode actuators is very 

common in the field of piezoelectricity. 

Piezoelectric materials convert mechanical 

energy into electricity and vice versa. This 

unique feature makes them an ideal choice for 

various applications such as 

microelectromechanical systems
2
, energy 

harvesters, and acoustic and pressure sensors. 

At higher loading conditions, the 

displacements are usually much larger than the 

thickness and the accuracy of the linear 

theories are not acceptable. Consequently, its 

vital to include the geometric nonlinear terms 

in the formulation.  

Recent advances in engineering models have 

led to the generation of more complex 

mathematical models with partial differential 

equations
3
. Therefore, automated solution 

methods have gained more popularity than 

traditional analytical methods. Various 

automated platforms such as FreeFem [19], 

Firedrake [20], and FEniCS [21] have been 

developed recently. The open-source FEniCS 

platform automates the solution of principle of 
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variations problems based on partial 

differential equations through code 

development in Python or C++ platforms. 

Findings and Discussion 

In this study, the static nonlinear bending 

behavior of three-dimensional porous 

piezoelectric actuators is investigated. The 

governing equations are obtained using the 

variational principle method and are solved 

using finite element modeling in the FEniCS 

automated environment. The accuracy and 

convergency of the present formulation are 

compared with the existing results in the 

literatures. The effects of power exponents, 

porosity parameters, and length-to-thickness 

ratio under different loading values are 

investigated in this study. 

Conclusion 

The results show that the consideration of 

holes and porosity significantly affects the 

deformation of the porous actuator. The 

uniform porosity distribution has the greatest 

effect on actuator deformation, whereas the 

central porosity distribution has the least 

effect. In addition, variation in the volume 

fraction index in the range 0–1 leads to the 

highest rate of change in actuator tip 

deflection. By comparing the results of the 

linear and nonlinear theories, It has been found 

that the linear theory overestimates the 

deformations in the case of strong 

electromechanical loading.  The findings of 

this research can be used to design and 

manufacture porous piezoelectric actuators. 
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 مقاله پژوهشی

 هدفمند کیالکتر زویپ یها ینوک عملگرها یخط ریفرم غ رییاثر تخلخل بر تغ

  

 *2 منصور علیزاده،  1محمد غلامی

 رانیدانشگاه علم و صنعت، تهران، ا ک،یمکان یدانشکده مهندسدانشجوی دکتری رشته مهندسی مکانیک،  .1

  رانیدانشگاه علم و صنعت، تهران، ا ک،یمکان یدانشکده مهندساستادیار،  .2
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 چکیده

سهولت ساخت و انعطاف  لیبه دل یبا مود خمش یخصوصاً عملگرها ریبه شکل ت یسازه ها :مقدمه

 توجه محققین قرارگرفته است.ی داشته و بیشتر مورد تر  جیکاربردها را رینسبت به سا یدر طراح

 یبعد هدفمند سه کیزوالکتریمتخلخل پ یها عملگر یهندس یخط ریمطالعه، رفتار غ نیدر ا :روش

 یکارمن برا -فون  یخط ریغ یاست. ترم ها قرار گرفته یمورد بررس یکیالکترومکان یتحت بارها
اند..  کرنش لحاظ شده -ییدر رابطه جابجا یهندس یخط ریغ یها شکل رییدر نظر گرفتن تغ

اند.  به منظور  به دست آمده راتییمربوطه با استفاده از اصل حساب تغ یمرز طیمعادلات حاکم و شرا
ده گره  یالمان چهاروجه کیرافسون و  - وتنین یاز روش تکرار ،یخط ریحل معادلات حاکمه غ

استفاده  FEniCS کسیدر پلتفرم المان محدود منبع باز فن تونیپا یسیکد نو طیمح قیو از طر یا
 است. شده 

 یطول به ضخامت و اندازه بارها  تخلخل ، نسبت ،یمختلف توان یها اثرات شاخص :هایافته

است.  قرار گرفته یهدفمند مورد بررس کیزوالکتریفرم نوک عملگر متخلخل پ رییبر تغ یاعمال
فرم بدون بعد نوک عملگر  رییضخامت بر تغ یتخلخل در راستاع یمختلف توز یالگوها تیحساس
 است. شده یبررس

  :گیرینتیجه

علاوه،  . بهردیپذ یرا م ریتأث نیتر کم یتخلخل مرکز عیو توز ریتأث نیتر شیب کنواختیتخلخل  عیتوز
نوک عملگر را  ییدر جابجا ریینرخ تغ نیتر شیب 1تا  0در محدوده   یدر شاخص کسر حجم راتییتغ

ها را در  فرم رییتغدر مقایسه با تئوری غیر خطی،  یخط یمشخص شد که تئور جینتابا مقایسه دارد. 
 مطالعه نیا یها افتهی .کند یم ینیب شیپ یاز مقدار واقع شیب یقو یکیالکترومکان یبارگذار ریمقاد

 .ردیهدفمند مورداستفاده قرار گ کیزوالکتریپ لخلمتخ یها و ساخت عملگر یدر طراح تواند یم

 
 از دستگاه خود برای اسکن و خواندن

 مقاله به صورت آنلاین استفاده کنید
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 مقدمه
 لیشوند، به دل یچند ماده ساخته م ایدو  بیکه از ترک   4مواد هدفمند

 ،یمقاومت در برابر خوردگ ،یریپذ نسبت استحکام به وزن بالا، انعطاف
 ،یمختلف از جمله خودروساز عیرا در صنا یمهم گاهیبه سرعت جا

و تخلخل ها، غالباً  5یخال فضاهای. آوردند دست به …هوافضا و 
 یم جادیرا در ساخت مواد هدفمند ا یادیز یو چالش ها ها یگرانن

بر رفتار  یتوجه به طور قابل توانند یها م کنند. وجود منافذ و حفره
تخلخل  ییو شناسا یبررس ن،یبگذارد. بنابرا ریو عملکرد تاث یکیمکان
 ییو کارا یطراح یساز نهیبه یبرا یاتیمساله ح کینوع مواد  نیدر ا
بوده و  6تهیسیروالاستوپ لیدر تحل شگامانیاز پ (1) ویها است. با آن

توسعه  کیالاست یانتشار موج در ساختارها یرا برا یبعد مدل سه کی
در  تهیسیاثر پروالاست یبر رو یاست. متعاقبا، مطالعات مختلف داده

ه ینظر (5) میو ک نحیتر (.4-2)است  مختلف انجام شده یکاربردها
ارتعاش  لیو تحل هیتجز یبرا ییمرتبه بالا یشکل برش رییتغ

دوگانه متخلخل ساخته  یکم عمق منحن یها و آزاد پوسته یکیاستات
 شنهادی، پ ینوسیو س کنواختیشده از مواد هدفمند را تحت فشار 

متخلخل را با استفاده از  یرهایکروتیم (6)کردند. وانگ و همکاران 
و  هیتجز یبرا یکردند.  مطالعات متعدد یرسکرنش بر انیگراد هینظر
 کیالاست یگاه ها هیتخلخل مواد هدفمند با در نظر گرفتن تک لیتحل

، (10)شکست  سمی، مکان(9) کیالکتروالاست یسی، رفتار مغناط(8و7)
وانگ و  انجام شده است. (12) یهندس  یو نقص ها (11) یرینفوذپذ

همکاران رفتار غیر خطی عملگرهای سرامیکی پیزوالکتریک را تحت 
 .(13)اثر میدان های قوی الکتریکی بررسی کردند

مود  یبه عنوان عملگرها رداریکسرگی ریبه شکل ت  یها کاربرد سازه
 کیزوالکتریاست.  مواد پ جیرا اریبس کیزوالکتریدر حوزه پ یخمش
 نی. اکنند یم لیو بالعکس تبد تهیسیرا به الکتر یکیمکان یانرژ

مختلف مانند  یکاربردها یها را برا منحصر به فرد آن یژگیو
و  ،یانرژ ی، برداشت کننده ها  7یکیکروالکترومکانیم یها ستمیس

 یکیمکان لی. تحلسازد یم آل دهیو فشار ا کیآگوست یسنسورها
توسط  8یرمحلیغ یبراساس تئور کیزوالکتریپ یچیساندو یرهایت

حل  راه کی (15) یو روه ریانجام شد. نوز (14)رضازاده و همکاران 
با  یا استوانه یها پانل یبعد سه کیالاست لیتحل یبرا یلیتحل مهین

مدل  کی (16)توسعه دادند. ژانگ و همکاران  کیزوالکتریپ یها هیلا
ارائه دادند. در  یا هیلا کیزوالکتریپ ریت کرویم کی یبرا یکینامید

تر از  بزرگ اریمعمولاً بس ها ییبزرگتر، جابجا ریبا مقاد یبارگذار طیشرا
در  جه،ی. در نتستین قیدق یطخ یها یتئور جیضخامت هستند و نتا

موثر  تواند یم ونیدر فرمولاس یهندس یخط ریغ ینظر گرفتن ترم ها
 یمرز طیهمگن با شرا ریغ یرهایشکل بزرگ ت رییباشد. رفتار تغ

مورد مطالعه قرار گرفت.  (17)ردل و همکاران چندگانه توسط دا
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با  تارتعاشا لیرا تحل یخط ریاثر هندسه غ (18)فوترس و همکاران 
 کردند. یاز جنس مواد هدفمند بررس یرویدامنه بزرگ صفحات دا

 یها مدل دیمنجر به تول یمهندس یها در مدل ریاخ یها شرفتیپ
 ن،یاست. بنابرا شده   9ئیجز لیفرانسیبا معادلات د تر دهیچیپ یاضیر

 یو سنت یلیتحل یها نسبت به روش کیحل اتومات یروش ها
مانند  یمختلف کیاتومات یاند. پلتفرم ها کسب کرده یشتریب تیمحبوب

 راًیاخ (21) 12کسیو فن (20)11دراک ری، فا(19) 10 ام یاف ا یفر
حل مسائل اصل حساب  راه کسی. پلتفرم منبع باز فناند افتهیتوسعه 

 قیباشند را از طر یم یجزئ لیفرانسیبر معادلات د  یکه مبتن راتییتغ
. کند یم کیپلاس پلاس، اتومات یس ای تونیپا طیتوسعه کد در مح

ن محدود از این پلتفرم توانمندی خود را در حل بسیاری از مسایل الما
به کمک فرم ضعیف  ++Cپایتون و یا  ططریق کد نویسی در محی

میسر می سازد. امکان شده معادلات حاکمه و شرایط مرزی مربوطه 
استفاده از المان های متنوع و منبع باز یکی از قابلیت های بارزی 
است که این پلتفرم جهت مدلسازی های بهینه در اختیار کد نویسان 

 قرار داده است.
 یرا برا کسینبر ف یمبتن یدیجد جیپک (22)و همکاران  گزیرودر

 نهیبه ندیفرآ کیتوسعه دادند.  وستهیپ طیمح کیمکان یها یساز هیشب
ها بر بستر  الیپارامتر متامتر نییمعکوس و تع لیو تحل هیتجز یبرا
 زیارائه شد. فونپنگ و با (23) یزاده و برسان یتوسط شکرچ کسیفن
المان محدود  یبند فرمول کیتوسعه  یبرا کسیفن رماز پلتف (24)

کرنش استفاده  انیگراد تهیسیمسائل الاست لیبه منظور تحل یبیترک
  .کردند

متخلخل  یها عملگر کیاستات یخمش یخط ریمطالعه، رفتار غ نیا در
است. معادلات  قرار گرفته یهدفمند مورد بررس یبعد سه کیزوالکتریپ

است و با  به دست آمده  راتییحاکمه با استفاده از روش حساب تغ
حل  کسیفن کیاتومات طیالمان محدود در مح یساز استفاده از مدل

موجود در  جیحاضر با نتا ونیفرمولاس ییگرا است. دقت و هم شده 
نوآوری تحقیق حاضر، بررسی سه بعدی  شده است. سهیمراجع مقا

خمش غیر خطی هندسی عملگرهای پیزوالکتریک متخلخل از طریق 
-ودن ترم های غیر خطی فون کارمن در معادلات کرنش منلحاظ 

 ومدلسازی و تحلیل در پلتفرم منبع باز فنیکس می باشد جابجایی و 
تخلخل و نسبت طول  یپارامترها ،ییتوان نما یها شاخصتاثیرات 

 یمطالعه مورد بررس نیدر ا یمختلف بارگذار ریبه ضخامت تحت مقاد
 .است قرار گرفته

 بندی ریاضی عملگر متخلخل پیزوالکتریک  فرمول. ۲

 پیکربندی هندسی و خواص مواد  ۲.۱
عملگر متخلخل پیزوالکتریک هدفمند یکسرگیردار تحت مطالعه 

و  b، عرض Lسطح مقطع مستطیلی یکنواخت با طول دارای 
در نظر گرفته شده است.  zو  x ،yهای  به ترتیب در جهت hضخامت 
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عملگر تحت بارگذاری الکترومکانیکی در سطح بالایی قرار دارد 
 (. 1)شکل 

قانون توانی تغییرات خواص مواد در راستای ضخامت بر اساس 
 به صورت زیر در نظر گرفته شده است. 13کلاسیک

(1) ( ) ( ) [1- ( )]- ( )( / 2)eff t t b t t b pP z PV z P V z P P m V   

و  tPخواص موثر عملگر پیزوالکتریک هدفمند می باشد.  effPکه 

bP  .به ترتیب خواص سطح بالایی و پایینی عملگر می باشندm 

 الگوی توزیع تخلخل است. pVو  (m< 1>0)شاخص تخلخل 

 

هندسه، سیستم مختصات و پروفایل های -۱شکل 

 FGPMبارگذاری یک عملگر 

 زیع تخلخل به صورت زیر در راستایدر مطالعه حاضر، سه نوع تو

 (:2ضخامت در نظر گرفته شده است )شکل 
 نوع یک: توزیع تخلخل یکنواخت: 

1PV   (2)  

چگالی پایین تخلخل نوع دو: چگالی بالای تخلخل در سطح بالایی و 
 در سطح پایینی:

1-P

z
V

h
  

(3)  

 : توزیع تخلخل مرکزی:هنوع س

2 -
2

1-P

h
z

V
h

  

(4)  

کسر حجمی ماده پیزوالکتریک هدفمند است و می توان آن  tVکه 
 را به شکل زیر بیان کرد:
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 Classical rule of mixture 

( ) ( )n

t

z
V z

h
  

(5)  

است. سطوح بالایی و پایینی عملگرر   zدر جهت  توانیشاخص  nکه 
همگرن سراخته    PZT-5Hو  PZT-4 هدفمند بره ترتیرب از مرواد    

 اند.  شده

 

سه نوع توزیع تخلخل در امتداد ضخامت:  -۲شکل 

 :  (۱نوع  توزیع تخلخل یکنواخت ) الف(

 نییپا یو چگال ییتخلخل در سطح بالا یبالا یچگال  ب(

 : (۲نوع  ی )نییتخلخل در سطح پا

  (۳نوع  ) مرکزیتوزیع تخلخل  ج( 

 فرمولاسیون مسئله ۲.۲

بندی خمشی غیرر خطری عملگرر پیزوالکتریرک      در این بخش، فرمول
است. غیرر خطری برودن هندسری برا در نظرر        متخلخل استخراج شده

کرنش در  -گرفتن ترم های غیر خطی فون کارمن در روابط جابجایی
بعرردی عملگررر  رفترره شررده اسررت. معررادلات سرراختاری سرره نظررر گ

 پیزوالکتریک به شرح زیر خواهد بود: 

-ij ijkl kl ijk k

i ikl kl ik k

c e E

D e E

 

 



 
 

(6) 

iو  ij  ،kjکه  j k lc کیرشهف دوم، -به ترتیب تانسور تنش پیولا

 لاگرانژ و ثابت مواد الاستیک می باشد. -تانسور کرنش گرین

iD    ،بردار جابجایی الکتریکریkE  ،ikle وik     بره ترتیرب برردار
میرردان الکتریکرری، پیزوالکتریررک و تانسررور ثابررت هررای مررادی دی  

( برا اسرتفاده از بیران    6الکتریک می باشند. روابط سراختاری معادلره )  
مرررری توانررررد برررره شررررکل زیررررر بیرررران گررررردد:   14ویررررت
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 Voigt notation 
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11 12 1311 11 31

12 22 2322 22 32

13 23 3333 33 33

4423 23 24

5513 13 15

6612 12

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
-

0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0 0

c c c e

c c c e

c c c e

c e

c e

c

 

 

 

 

 

 

     
     
     
        

      
     
    
    
         

1

2

3

E

E

E



  
  
  
  
  

 
 

 

(7)  

 

11

22

1 15 11 12 1

33

2 24 12 22 2

23

3 31 32 33 33 3

13

12

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

2

D e E

D e E

D e e e E




 


 








 
 
        
         

         
                

 
  

 

(8)  

لاگرانژ و میدان الکتریکی می توانرد بره شرکل زیرر      -و کرنش گرین
 بیان گردد:

, , , ,

1
( )

2
ij i j j i k i k ju u u u     

(9)  

 

,-i iE   (10)  

i,پتانسیل الکتریکی اسرت. فررم فشررده     i,که  ju    بیرانگر مشرتق

 می باشد. jxنسبت به جهت  iuمکانی 

 اصل حساب تغییرات. ۳

انرژی کرنش در یک ماده الاستیک خطی و شامل ترم هرای  دانسیته 
 تواند به صورت زیر بیان شود:  پیزوالکتریک، می

1 1
( , ) - -

2 2
ijkl ij kl kji i kl ij i jU E c e E E E      

(11)  

  سطح  و  اصل کار مجازی را برای ماده پیزوالکتریک به حجم 
 می توانن به صورت زیر نوشته شود: 

- 0
ext

U W    (12)  

شرده در مراده    انرژی کرنش ذخیرهدانسیته  Uعملگر تغییرات، که 

کار انجام شده توسط نیروهای خرارجی اسرت.    extWپیزوالکتریک و 

در  extWو کرار نیروهرای خرارجی      δUتغییرات انررژی پتانسریل   
 ( به صورت زیر خواهد بود:12معادله )

( - )ij ij i iU D E d   


   (13)  

 

( ) ( ) ( )ext b i i i i eW f u d t u d q d   
  

       (14)  

به ترتیب بیانگر نیروی حجمی، بردار تنش سرطحی   eqو  bif  ،itکه 
( و 13و شارژ الکتریکی سطحی می باشرد. برا جایگرذاری معرادلات )    

(، استفاده از تکنیک انتگرال جزء به جزء و تئروری  12( در معادله )14)
 ، به صورت زیر بدست خواهد آمد: F،  15دیورژانس، فرم ضعیف شده

,

, , ,

,

-

-

- - ( )

- ( ) - ( )

j ij i ij j i

j mj i m i mj i m ij

i i i i b i i

i i e

F n u d u d

n u u d u u d

n D d D d f u d

t u d q d

   

   

  

 

 

 

 


 

  

    

   

 

 

 

  

 

 

(15)  

با جمع آوری ضرایب ترم هرای  
iδu  وδφ    معرادلات حاکمره بره ،

 شکل زیر نتیجه خواهد شد:

, , ,
0ij j mj i m bij

u f       (16)  
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 و شرایط مرزی مربوطه به صورت زیر خواهد بود:

,0 - 0

0 - 0

i j ij j mj i m i

i i e

u or n n u t

or n D q

  



  

 
 

(17)  

 روش حل . ۴

(، تکنیرک  15برای حل معادلات غیر خطی بدسرت آمرده در رابطره )   
رافسرون   -خطی سازی مورد نیاز است. بدین منظور الگروریتم نیروتن  

ایرن  مورد استفاده قرار گرفته است.  uiبرای تغییرات کوچک در مقدار 
 روش به شکل زیر سیستم معادلات را برای تغییرات جزئری در تکررار  

k+1  (25)ام خطی سازی می کند: 

1k k

i iu u u    (18)  

بنرابراین،  ام است.  k+1ام تا   kاز مرحله   uiتغییرات جزئی  uکه 
 تواند به صورت زیر بیان شود:  رابطه بین مرحله فعلی و قبلی می

1( , ) ( , )k k

i i i i i iF u u F u u J u      (19)  

نسربت بره مقرادیر     Fمشرتق   Ji( و 14فرم ضعیف شده رابطه ) Fکه 
در نتیجه معادلات خطری بره صرورت زیرر بدسرت      است.  uiمجهول 

 خواهند آمد:

( , ) 0k

i i i iF u u J u     (20)  

را تقریب می زند، می توان به  که اثر تغییر جزئی  16مشتق جهتی
 :(26)صورت زیر بیان کرد

0

( , )i i i i i

d
J u F u u u

d 

 
 

     
(21)  

و   پژوهش حاضر در محیط پایتون کرد نویسری شرده    17روش تکراری
برای حل معادلات غیر خطری اسرتفاده   ( 27)پلتفرم  منبع باز فنیکس 

جهرت حرل مسراله     (28)است. المان لاگرانژی ترکیبی استاندارد  شده
خطی است گره  چهارگره مرتبه دو و  دهانتخاب شده است، که شامل 

 
16

 Directional derivative 
17

 Iterative 

درجه آزادی برای تقریب میدان های جابجایی  42و در مجموع دارای 
 (. 3و الکتریکی است)شکل 

 

المان سه بعدی برای میدان های جابجایی و  -۳شکل 

(۲9)الکتریکی   

 نتایج و بحث عددی . ۵

در این بخش، تغییر شکل عملگر متخلخل هدفمنرد برا نسربت هرای     
و تخلخرل   n، شاخص قانون تروانی   L / hطول به ضخامت متفاوت 

m تغییررات  انرد.   تحت بارهای الکترومکانیکی مورد بررسی قرار گرفته
شراخص هرای تروانی و     در راستای ضخامت برای c11ثابت الاستیک 

ترسیم و با عملگر بدون تخلخل  5و  4های  مختلف در شکل  تخلخل
(n=1) ها برر اسراس الگوهرای مختلرف      وجود حفرهاند.  مقایسه شده

توجهی  منجر به کاهش قابل،  mیع تخلخل و پارامتر های تخلخل زتو
نشران   5این پدیده همانگونه که در شرکل  شود.  در سفتی عملگر می

  گرردد. داده شده است، با افزایش شاخص کسر حجمری تشردید مری    
است. عملگرر   میلی متر در نظر گرفته شده 1ضخامت و عرض عملگر 

در یک سمت به صورت گیردار و در سمت دیگرر آزاد در نظرر گرفتره    
لیسرت   1شده است. خواص مادی عملگر متخلخل هدفمند در جدول 

 است.  شده

 

در راستای ضخامت  c11تغییرات ثابت الاستیک  -۴شکل 

 (m=0.1)بدون بعد برای الگوهای مختلف تخلخل 
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در راستای ضخامت  c11تغییرات ثابت الاستیک  -۵ شکل

 (m=0.2)بدون بعد برای الگوهای مختلف تخلخل 

 

  PZT-5H  (۳0)و  PZT-4خواص مادی -۱جدول 

PZT-5H PZT-4 ثابت های مادی 

20/127  139 11c  (GPa) 

21/80  77/8  12c (GPa) 

20/127  139 22c (GPa) 

67/84  3/74  13c (GPa) 

67/74  3/74  23c (GPa) 

44/117  115 33c (GPa) 

99/22  6/25  44c (GPa) 

99/22  6/25  55c (GPa) 

47/23  6/30  66c (GPa) 

03/17  7/12  15e (cm
-2

) 

03/17  7/12  24e (cm
-2

) 

62/6-  2/5-  31e (cm
-2

) 

62/6-  2/5-  32e (cm
-2

) 

24/23  1/15  33e (cm
-2

) 

771/2  306/1  11  (10
-8

 Fm
-1

) 

771/2  306/1  22 (10
-8

 Fm
-1

) 

010/3  151/1  33 (10
-8

 Fm
-1

) 

 

 

تغییر فرم نوک عملگر متخلخل با استفاده از مقدار جابجرایی کرل در   
بره ترتیرب     u3و  u1  ،u2کره در آن   شرده اسرت،  سه بعرد محاسربه   

باشرند. مراکزیمم مقرادیر     مری  zو  x ،yجابجایی در امتداد محورهای 
اسرت. میردان    تغییر فرم در هر جهت در نتایج ادامه گزارش ارائه شرده 

پتانسیل الکتریکی به صورت خطی در راسرتای ضرخامت تقریرب زده    
، w/h ،Tip/h  ،u/Lهای بدون بعد به صرورت   شده است و جابجایی

v/L ،w/L  منظرور  به  این تحقیق مورد استفاده قرار گرفته است.و در
گرایی روش حل حاضر، نتایج خطری بدسرت آمرده     بررسی دقت و هم

مقایسه همخروانی   (31)برای عملگرهای غیر متخلخل با نتایج مرجع 
گرایی نتایج با ریز کردن مش بندی ارزیرابی و   خوبی مشاهده شد. هم

عملگرر تحرت بارگرذاری یکنواخرت     است.  داده شده نشان 2در جدول 
t=10 kN/mمکانیکی 

ولرت در سرطح   V=20 و ولتراژ الکتریکری    2
اثر تغییرات شاخص کسر حجمی بر تغییر فرم  بالایی قرار گرفته است.

با الگروی تخلخرل    هدفمند نوک عملگر  (Tip/Lماکزیمم بدون بعد )
 7و  6مقادیر برار مختلرف در شرکل هرای     برای  (m=0.1)نوع یک 
هرای الکترومکرانیکی    است. عملگر متخلخل در معرض برار  رسم شده

قرار گرفته است. با افزایش اندازه بار اعمالی، تاثیر ترم های غیر خطی 
توجه است و تفاوت بین تئوری های خطی و غیر  بر پاسخ خمشی قابل

با توجه به فیزیرک مسرئله و بارگرذاری    پوشی نیست.  چشم خطی قابل
یکی انجام شده بر سطح بالایی عملگر، با افرزایش پرارامتر   الکترومکان

بره   PZT-4شاخص توانی، مشخصات مواد تشکیل دهنده عملگر از 
PZT-5H      متمایل شده و با کراهش سرفتی، تغییررات بیشرتری در

جابجایی نوک عملگر مشاهده می شود که این روند با افزایش بیشرتر  
گر رفترار  کره بیران  میل مری کنرد   مقدار شاخص توانی به مقدار حدی 

 ی باشد.م PZT-5Hمتریال 

جابجایی عرضی غیر خطی بدون بعد  -۲جدول 

(w/t) ( عملگر هدفمند متخلخلn=0.2) 

(L/h)تعداد نسبت طول به ضخامت 

 4 6 15 25 المان ها

657 466/85  2610/2  50022/0  160 

659 616/85  2521/2  49507/0  432 

661 798/85  2505/2  49323/0  896 

663 950/85  2504/2  49243/0  1600 

664 070/86  2508/2  49204/0  2592 

668 456/86  2509/2  49211/0  5880 

692 883/89  3746/2  49894/0 (31) مرجع   
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بر ماکزیمم  nاثر تغییرات شاخص توانی  -6شکل 

t=10 kN/m)جابجایی بی بعد نوک عملگر متخلخل 
2
, 

V=2 kVolt) 

 

 

بر ماکزیمم  nاثر تغییرات شاخص توانی  -7شکل 

 جابجایی بی بعد نوک عملگر متخلخل
, V=3 kVolt) (t=30 kN/m

2 

 

 
را برای تئوری های خطی  mاثرات پارامتر تخلخل  9و  8شکل های 

و غیر خطی نشان می دهند. افزایش پارامتر تخلخل، منجر بره تغییرر   
می شود. تئوری  شکل های بیشتر در هر دو تئوری خطی و غیر خطی

نشان داده شرده اسرت، میرزان تغییرر      9خطی همانگونه که در شکل 
شکل های بزرگترری را در بارگرذاری الکترومکرانیکی هنگرامی کره      

 بارگذاری افزایش می یابد، پیش بینی می کند.
سرطح برالایی    با افزایش بارگرذاری الکترومکرانیکی برر   در این مورد، 

بیشرتری در عملگررر کره ماننرد تیررر    شررکل هندسری  عملگرر ، تغییرر   
ایرن  از مقایسه  یکسرگیردار در نظر گرفته شده است، ایجاد می گردد.

همانگونه که در نتایج  تغییر فرم ها برای حل های خطی و غیر خطی
درصرد مشراهده    2برای نوک عملگر اختلافی کمترر از  دیده می شود 

نیکی برا مقرادیر   کاالکتروم می گردد، در صورتی که در بارگذاری های
درصد می رسرد کره مویرد     13( این اختلاف به بالای 9شکل بالاتر )

تحت بارگذاری های با مقادیر عدم توانمندی مدل خطی در مدلسازی 
این پدیده  بندی مسئله، فرمولریاضی و از نقطه نظر  بزرگ می باشد.

مدلسرازی   ندر حری ( 9رابطره ) افزایش عرددی آخررین تررم    ناشی از 
آن رابطره    در مقایسه با سایر ترم های خطری عملگر تحت بار بزرگ 

 .می باشد

پاسخ غیر خطی عملگر متخلخل تحت بارهای مکانیکی، الکتریکری و  
تغییر شرکل غیرر   است.  گزارش شده 5تا  3الکترومکانیکی در جداول  

خطی بدون بعد نوک عملگرر متخلخرل و مولفره هرای جابجرایی در      
هرای کسرر    برای سه نوع الگوی تخلخرل و شراخص   zو  x ،yجهات 

هرای   اند و مشخص شد که تغییرر شرکل   حجمی مختلف مقایسه شده
بدون بعد در همه جهات با افرزایش شراخص کسرر حجمری افرزایش      

 یابد.  می
 

 

بر روی جابجایی بدون  mاثرات شاخص تخلخل -8شکل 

 نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند (w/L)بعد 
 (t=10 kN/m

2
, V=2 kVolt) 

 

 

بر روی جابجایی  mاثرات شاخص تخلخل  -9شکل 

 نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند (w/L)بدون بعد 
 (t=30 kN/m

2
, V=3 kVolt) 

، نقش اصلی w/Lدر حضور بارگذاری مکانیکی، خیز عرضی بدون بعد 
کنرد، در حرالی کره در     را در خیز کلی نوک عملگر متخلخل ایفرا مری  

، نقش اصرلی  u/Lای بدون بعد  بارگذاری الکتریکی، خیز درون صفحه
نظرر ریاضری بره تفراوت در مولفره هرای        را دارد. این پدیده از نقطره 

واد مرربرررای  کرره شررود مربرروم مرری ijkeکوپلینررگ پیزوالکتریررک 

قابرل  لیسرت شرده اسرت،     1که در جدول پیزوالکتریک این ضرایب ،
در عملگر مری   چشمگیریتوجه بوده و باعث تغییر فرم و اعمال ولتاژ 

 گردد.
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های کمتری در  ، تغییر شکل نوع سه( در مورد توزیع تخلخل مرکزی ) 
شود کره مربروم بره مولفره      مقایسه با انواع تخلخل دیگر مشاهده می

مرکرزی  تر، به ویرژه در اطرراف نقرام     سفتی نسبتاً کوچک  های ثابت
و  nتراثیر تغییررات شراخص هرای تروانی       .دباشر  عملگر متخلخل می

بر تغییر فرم غیر خطی بدون بعد نوک عملگرهرای   mپارامتر تخلخل 
است. عملگر تحت بار مکرانیکی   لیست شده 6پیزوالکتریک در جدول 

t=25000 kN/mیکنواخت 
ولرت   V=200و پتانسریل الکتریکری    2

توجره   ها بر پاسخ خمشی عملگر قابل ها و تخلخل قرار دارد. تاثیر حفره

بیشرتر عملگرر برا     است و برای همه الگوهای تخلخل، تغییرر شرکل  
شرود. ایرن    افزایش شاخص های کسر حجمی و  تخلخل مشاهده می

هرای سرفتی عملگرر و متراثر از وجرود       روند به دلیل تغییرات در ثابت
ها است. حساسیت تغییرات  شاخص کسرر حجمری در محاسربه     حفره

جابجایی بدون بعد نوک عملگر متخلخل که بر اثر تغییررات شراخص   
ترا   10برای سه نوع تخلخل در شکل هرای  گردد، ایجاد می  nتوانی 

 است.  ترسیم شده 12

 

. مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع یک( برای انواع شاخص های توانی مختلف ۳جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

08737/0  08698/0  00124/0  01014/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=30 kVolt 09076/0  09033/0  00133/0  01089/0  2/0  

09870/0  09815/0  00152/0  01101/0  1 

10772/0  10700/0  00175/0  01275/0  5 

08526/0  08511/0  00094/0  01328/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=0 09014/0  08999/0  00130/0  01411/0  2/0  

09823/0  09807/0  00122/0  01515/0  1 

10430/0  10415/0  00128/0  01698/0  5 

00335/0  00068/0  00030/0  00327/0  0 t=0 

V=30 kVolt 00494/0  00270/0  00037/0  00412/0  2/0  

00694/0  00409/0  00052/0  00558/0  1 

00803/0  00297/0  00067/0  00744/0  5 

 

مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع دو( برای انواع شاخص های توانی مختلف  -۴جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

08248/0  08201/0  00112/0  00911/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=30 kVolt 08562/0  08508/0  00120/0  00981/0  2/0  

09324/0  09257/0  00137/0  01136/0  1 

10163/0  10079/0  00155/0  01313/0  5 

07741/0  07631/0  00086/0  00542/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=0 08171/0  08153/0  00095/0  00712/0  2/0  

08871/0  08851/0  00112/0  01320/0  1 

09352/0  09333/0  00117/0  01424/0  5 

00532/0  00359/0  00036/0  00391/0  0 t=0 

V=30 kVolt 00479/0  00217/0  00041/0  00425/0  2/0  

00591/0  00210/0  00055/0  00551/0  1 

00913/0  00479/0  00075/0  00775/0  5 
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مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع سه( برای انواع شاخص های توانی مختلف -۵جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

07603/0  07559/0  01090/0  00838/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=30 kVolt 07863/0  07814/0  00116/0  00898/0  2/0  

08445/0  08383/0  00132/0  01038/0  1 

09110/0  09028/0  00152/0  01218/0  5 

07395/0  07379/0  00081/0  01103/0  0 t=20000 kN/m
2
 

V=0 07750/0  07734/0  00088/0  01158/0  2/0  

08332/0  08315/0  00101/0  01252/0  1 

08765/0  08749/0  00106/0  01348/0  5 

00347/0  00108/0  00033/0  00335/0  0 t=0 

V=30 kVolt 00460/0  00196/0  00038/0  00405/0  2/0  

00633/0  00228/0  00049/0  00548/0  1 

00760/0  00240/0  00069/0  00720/0  5 

 بار صورت به عملگر، بالایی سطح به اعمالی الکترومکانیکی بارگذاری
 ولرت  V=20 الکتریکری  بار و t=10 kN/m2 یکنواخت مکانیکی

شده است. با افزایش شاخص تروانی، خرواص مرادی از     گرفته نظر در
PZT-4  به PZT-5H     متمایل می گردد و مقرادیر بزرگترری بررای

. در همه موارد، نرخ تغییرات جابجایی های بدون بعد مشاهده می شود
که است.  شاخص کسر حجمی برجسته تر  1تا  0جابجایی در محدوده 

، ایرن تغییررات   مسرئله  ندسه، بارگذاری و شررایط مررزی  هبا توجه به 
روندی نمایی مشابه با تغییرات متریال مطابق با فرضریات مسرئله در   

 ( را دنبال می کند.5ابطه )ر

  یرک(،  نروع   تغییر شرکل بردون بعرد در توزیرع تخلخرل یکنواخرت )      
ترین تاثیر را از تغییرر شراخص تخلخرل متحمرل مری شرود، در        بیش

کرم تررین تراثیر را مری       نروع سره(   حالی که توزیع تخلخل مرکزی )
هررای برردون بعررد عملگررر در   پررذیرد. در همرره مرروارد، تغییررر شررکل 

  .برالاتر بره مقرادیر حردی میرل مری کنرد       های کسر حجمی  شاخص
الگرروی ملگررر در ایررن پدیررده نشررانگر تضررعیف    بیشررتر سررفتی ع 

نررروع یرررک نسررربت بررره نررروع سررره مررری باشرررد.     تخلخرررل

 (L/h=10) اثر تغییرات شاخص تخلخل بر روی جابجایی غیر خطی بدون بعد نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند -6جدول 

n 
m 0 2/0 5/0 1 2 3 5 10 توزیع تخلخل 

 غیر متخلخل 0 35817/0 37174/0 38368/0 39342/0 40104/0 40474/0 40950/0 41644/0

45477/0 44644/0 44076/0 43635/0 42726/0 41574/0 40176/0 38596/0 
1/0 

 نوع یک
 نوع دو 37198/0 38710/0 40048/0 41143/0 41987/0 42383/0 42882/0 43607/0
 نوع  سه 36498/0 37906/0 39147/0 40162/0 40957/0 41342/0 41838/0 42562/0

50101/0 49111/0 48426/0 47889/0 46768/0 45357/0 43676/0 41799/0 
2/0 

 نوع یک

 نوع دو 38744/0 40444/0 41963/0 43216/0 44172/0 44604/0 45133/0 45896/0

 نوع  سه 37206/0 38669/0 39961/0 41019/0 41850/0 42253/0 42770/0 43536/0

70708/0 68637/0 67263/0 66199/0 64024/0 61458/0 58555/0 55001/0 
5/0 

 نوع یک

 نوع دو 44820/0 47476/0 49976/0 52072/0 53550/0 54105/0 54681/0 55457/0

 نوع  سه 39520/0 41174/0 42643/0 43862/0 44826/0 45290/0 45885/0 46753/0
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اثر تغییر شاخص های کسر حجمی و تخلخل  -۱0شکل 

بر روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر متخلخل )نوع 

 یک( 

 

 

اثر تغییر شاخص های کسر حجمی و تخلخل  -۱۱کل ش

 بر روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر متخلخل )نوع دو(

 

اثر تغییر شاخص های کسر حجمی و تخلخل بر  -۱۲شکل 

 روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر متخلخل )نوع سه(

 گیری  نتیجه. 6

در این مطالعه، تحلیل جابجایی غیر خطی نوک عملگر پیزوالکتریرک  
بعردی سراخته شرده از مرواد هدفمنرد تحرت بارگرذاری         متخلخل سه

است. خرواص مرادی عملگرر      الکترومکانیکی مورد بررسی قرار گرفته
براساس قانون توانی در راستای ضخامت و بر حسرب کسرر حجمری    

-ترم های غیرخطی فرون  ست. ا مواد تشکیل دهنده، تقریب زده شده
کارمن در میدان کرنش در نظر گرفته شرده اسرت.  از اصرل حسراب     
تغییرات برای استخراج معادلات حاکمه غیر خطری و شررایط مررزی    

معادلات غیر خطی بدست آمده با استفاده مربوطه استفاده شده است. 
 و از پلتفرم جدید فنریکس   رافسون خطی سازی شده -از روش نیوتن 

 جهت حل عددی معادلات استفاده شده است. 

اثر پارامترهای شاخص توانی و تخلخل، نسبت طول به ضخامت و 
 قرارگرفتهی و مقایسه بررس موردالگوهای توزیع تخلخل مختلف 

ی حاضر به کمک نتایج موجود در بند فرمولگرایی  است. دقت و هم
ی با رخطیغی ها یتئورمراجع مقایسه شده است. نتایج فرمولاسیون 

 ها فرمو مشخص شد که تئوری خطی تغییر  شده استخطی مقایسه 
را در مقادیر بارگذاری الکترومکانیکی قوی بیش از مقدار واقعی 

دهد که در نظر  . خروجی مطالعه حاضر نشان میکند یمی نیب شیپ
 طور بههای موجود در فرمولاسیون مسئله،  ها و تخلخل گرفتن حفره

گذارد و توزیع  می ریتأثتغییر شکل عملگر متخلخل  توجهی بر قابل
ترین  و توزیع تخلخل مرکزی کم  ریتأثترین  تخلخل یکنواخت بیش

، تغییرات در شاخص کسر حجمی در علاوه به. ردیپذ یمرا  ریتأث
ترین نرخ تغییر در جابجایی نوک عملگر را دارد.  بیش 1تا  0محدوده  

یکی نشان داد که در مورد بارگذاری مجزای مکانیکی و الکتر
نقش اصلی را دارد،  ، wعرضی جابجایی  مؤلفهبارگذاری مکانیکی، 

ای جابجایی  درون صفحه مؤلفهبرای بارگذاری الکتریکی،  که یدرحال
u ،تواند در طراحی و  های این تحقیق می را دارد. یافته ریتأث نیتر شیب

قرار  مورداستفادههای متخلخل پیزوالکتریک هدفمند  ساخت عملگر
 گیرد. 
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