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 غیرخطی توزیع شامل توزیع نوع دو. است گرفته قرار بررسی مورد تابعی مدرج متخلخل ورق دینامیکی و استاتیکی پاسخ پژوهش، این در :چکیده

 شده استفاده برشی اول مرتبه تئوری از تحلیل، برای. است شدهگرفته نظر در ورق ضخامت راستای در تخلخل متقارن غیرخطی توزیع و نامتقارن

 سپس و شده استفاده نیومارک و محدود اجزا عددی روش از مسئله بر حاکم روابط حل برای و لاگرانژ معادله از حرکت معادلات بیان برای. است

 مختلف مرزی شرایط و ضخامت به طول نسبت تخلخل، مختلف توزیع نوع دو و اسکمپتون ضریب و تخلخل ضریب جمله، از مختلف پارامترهای تأثیر

 اسکمپتون ضریب افزایش که دهندمی نشان نتایج. است قرارگرفته بررسی مورد ورق طبیعی هایفرکانس همچنین و گذرا و استاتیکی خیز توزیع بر

 .شد خواهد جاییجابه افزایش باعث تخلخل ضریب افزایش  کهدرحالی شد، خواهد کاهش سبب همواره

 طبیعی فرکانس استاتیکی، تحلیل دینامیکی، تحلیل برشی، اول مرتبه تئوری محدود، اجزا روش تابعی، مدرج متخلخل، ورق: های کلیدیواژه

 مقدمه .  1

که محققین و مهندسین زیادی را به خود مشغول  مهندسی مکانیک استها یکی از مباحث کاربردی در تحلیل رفتار استاتیکی و دینامیکی سازه

های ها در زمینههای استاتیکی وعمدتآ دینامیکی قرار دارند. کاربرد  ورقباشند که تحت بارگذاریها میها ورقیکی از اجزا مهم سازه ساخته است.

ی بار از عوامل تأثیرگذار بر تحلیل استاتیکی و دینامیکی ورق تحت اثر بار هاعمران بسیار گسترده بوده است. مشخصه مختلف از جمله هوافضا و

توان به ها میهای مختلفی تقسیم شود. ازجمله این تئوریشود تحلیل رفتار ورق به گروهورق نیز عاملی است که باعث می باشند. تئوری حاکم برمی

ها نیز حائز اهمیت هست. لذا کاررفته در طراحی ورقبالا اشاره کرد. همچنین نوع مواد بهمرتبه  های مرتبه اول برشی وتئوری تئوری کلاسیک ورق و

رو امروزه مواد فومی)مواد متخلخل( کاربردهای بسیار وسیعی در موردتوجه مهندسین قرار گرفت. ازاین استحکام بالا وزن کم و استفاده از مواد با

 های مختلف دارند. زمینه

 حالدرعین و کم یچگال مانند دیجد یصوت و یکیالکتر ،یحرارت ،یکیمکان خواص با یفلز فوم نام به ،یسلول فلزات از یدیجد دسته ر،یاخ دهه در

 یفلز هایفوم عمده یکاربردها ازجمله. اندیافته یاریبس تیجذاب و اندشدهمطرح بالا، گاز نفوذپذیرین یع در ی بودنحرارت و یصوت قیعا و بالا یسفت

به دلیل کاربرد فراوان  .است مواد گروه نیا در یفشار هایتنش در بالا اریبس یانرژ جذب تیخاص آن یاصل علت که هست هوافضا و خودرو عیصنا در

ها در چند سال اخیر ذهن پژوهشگران را به گونه سازههوافضا، تحلیل استاتیکی و دینامیکی این سازی وخصوص در زمینه سبکها بهگونه سازهاین

های ساخته شده از مواد مدرج تابعی های کامپوزیتی و بطور خاص سازههای بسیاری در زمینه رفتار سازهجلب نموده است. تاکنون پژوهشخود 

ای ساخته شده از مواد متخلخل مدرج تابعی که تخلخل در راستای ضخامت سازه متغیر است، مورد هکه اخیراً رفتار سازهانجام شده است، بطوری

 با استفاده از تئوری کلاسیک، ورقهای مستطیلی نازک ساخته شده از مواد متخلخل را بر ]1[توجه محققین قرار گرفته است. بطور مثال،  بسکاس 
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به  ]2[گاه ساده با استفاده از حل ناویر ارائه دادند. لکلاری و همکاران هایی را برای یک ورق با تکیهلحها راهاساس تئوری بایوت بررسی نمودند. آن

ورق مستطیلی استفاده  دست آوردن معادلات حاکم بر اصل همیلتون برای به بررسی ارتعاش یک ورق متخلخل مستطیل شکل پرداختند. آنها از

به بررسی کمانش الاستیک تیر متخلخل پرداخت. معادلات دیفرانسیلی  ]3[کردند و از روش گلرکین برای حل معادلات حاکم بهره بردند. مگنوکی 

مسئله خیز متقارن  ]4[دست آورد و از روش گلرکین برای حل آن استفاده نمود. همچنین مگنوکی و بلندزی  حاکم را با توجه به اصل همیلتون به

یک تیر ساندویچی  متشکل از هسته فوم فلزی مدرج تابعی را مورد  ]5[ها همچنین کمانش صفحه گرد متخلخل را بررسی نمودند. آن محوری و

یر بررسی نمودند. منظور به حداکثر رساندن نیروی بحرانی کمانش و به حداقل رساندن جرم تبعد بهینه را بهبررسی قرار دادند و پارامترهای بی

به بررسی پایداری دینامیکی صفحه مستطیلی متخلخل که تحت نیروی محوری فشاری قرار دارند پرداختند و از اصل  ]6[مگنوکی و دبوسکی 

پایداری  ]7[دست آوردن معادلات حاکم استفاده کرده و از روش گلرکین برای حل معادلات حاکم استفاده کردند. بلیکا ومگنوکی همیلتون برای به

از اصل همیلتون و تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده نمودند. آنها نتایج را برای توزیع  دینامیکی پوسته متخلخل را مورد مطالعه قراردادند و

ه از تئوری تغییر تحلیل خمش و کمانش صفحه متخلخل دایروی با استفاد ]8[صورت غیرخطی نامتقارن بدست آوردند. نائینی و قاسمی تخلخل به

به بررسی ضریب تخلخل برخیز  دست آوردند و معادلات پایداری را با استفاده از اصل کارمجازی به را موردمطالعه قراردادند و شکل برشی مرتبه اول

شده از مواد ای ساختهبه بررسی پایداری حرارتی و مکانیکی صفحات دایره ]9[خمشی و بار بحرانی کمانش ورق پرداختند. مجاهدین و همکاران 

[ به تحلیل 10ها همچنین ]های پیزوالکتریک  با استفاده از روش انرژی و تئوری کلاسیک ورق پرداختند. آنلایه متخلخل مدرج تابعی اشباع همراه با

ها در مطالعه رضی پرداختند. آنشده از مواد فرومغناطیسی متخلخل اشباع در میدان مغناطیسی عای مدرج تابعی ساختهکمانش  صفحات نازک دایره

های پیزوالکتریک تحت بارگذاری دمایی یکنواخت نیز پرداختند. فرزاد ای همراه با لایههای دایرهبه بررسی کمانش حرارتی ورق ]11[بعدی خود 

تبه بالا پرداخت و با استفاده از اصل  اساس تئوری تغییر شکل برشی مر به بررسی خیز و ارتعاشات آزاد ورق مدرج تابعی متخلخل بر ]12[ابراهیمی 

به بررسی ضریب تخلخل  برای حل معادلات حاکم از روش اجزا محدود استفاده کرد و دست آورد و مینیمم سازی انرژی پتانسیل، معادلات حاکم را به

تعاشات آزاد و اجباری تیر متخلخل مدرج ار] 13[بعد شده پرداخت. چن و یانگ بعد شده و خیز بیهای طبیعی بیضریب اسکمپتون در فرکانس و

ها از تئوری تیر تیموشینکو استفاده کردند و برای حل معادلات حاکم از اصل همیلتون و روش ریلی ریتز استفاده تابعی را مورد بررسی قراردادند. آن

تابعی پرداختند و تأثیر پارامترهای مختلف از همچنین به بررسی خمش استاتیکی و کمانش الاستیک تیرهای متخلخل مدرج ] 14[ها نمودند. آن

ها در هر دو تحقیق خود، توزیع تخلخل را به دو صورت غیرخطی آن جمله شرایط مرزی، ضریب لاغری و ضرایب تخلخل را موردبررسی قراردادند.

ارتعاشات ترمومکانیکی تیر مدرج تابعی همراه با تخلخل را با بارگذاری دمایی ] 15[نامتقارن و غیرخطی متقارن درنظرگرفتند. ابراهیمی و جعفری 

ها همچنین تأثیر چندین پارامتر مختلف از جمله: توزیع تخلخل، شاخص جز حجمی، ضریب تخلخل و همچنین مختلف مورد مطالعه قراردادند. آن

ی ماده شده ازای مدرج تابعی ساختههای دایرهبه کمانش ورق] 16[جباری  های طبیعی را بررسی نمودند. مجاهدین وتأثیر دما بر روی فرکانس

اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالا پرداختند و تاثیر پارامترهای مختلف از جمله: ضریب تخلخل، ضریب اسکمپتون و انواع  متخلخل اشباع بر

شده از مواد متخلخل اشباع به بررسی ارتعاشات آزاد تیرهای نازک ساخته ] 17[بان روی بار کمانش بحرانی مطالعه نمودند. گله توزیع تخلخل را بر

آمده را دستکرنش از تئوری بایوت استفاده نمود و معادلات حاکم به -پرداخت. از تئوری تیر اولر برنولی استفاده نمود و برای مدلسازی رابطه تنش

روی فرکانس طبیعی بدون بعد بررسی  سه توزیع مختلف تخلخل را بر ضریب اسکمپتون و خل،اثر ضریب تخل برای شرایط مرزی مختلف حل نمود و

مواد مدرج تابعی متخلخل پرداخت. معادلات حرکت را با  شده از[ به بررسی ارتعاشات تیر دوار باریک شونده ساخته18کرد. ابراهیمی و هاشمی ]

دورانی، شاخص جز حجمی و ضریب باریک شوندگی را موردمطالعه قرارداد. چن و همکاران توجه به روش تبدیل دیفرانسیلی حل نمود و اثر سرعت 

توزیع  اساس تئوری تیر تیموشینکو پرداختند و تاثیر ضریب تخلخل و [ به بررسی ارتعاش آزاد غیرخطی تیر ساندویچی متخلخل مدرج تابعی بر19]

های لایه بررسی کمانش مکانیکی ورق مستطیلی متخلخل اشباع مدرج تابعی همراه بابه  [20ها  همچنین ]مختلف تخلخل را بررسی نمودند. آن

به بررسی کمانش مکانیکی ورق مستطیلی  [21این بار تاثیر ولتاژ بر بار کمانش بحرانی را مورد مطالعه قراردادند. مجاهدین ] پیزوالکتریک پرداختند و

سازی انرژی پتانسیل کلی معادلات تئوری کلاسیک ورق  استفاده نمود و با توجه به مینیمم متخلخل اشباع مدرج تابعی تحت حرارت پرداخت. از

[ به بررسی 22درجه حرارت بر بار کمانش بحرانی پرداخت. قربان پور ] ضریب تخلخل و به بررسی ضریب اسکمپتون و دست آورد و حرکت را به

اند، با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم پرداخت و از ستر وینکلر قرارگرفتهروی ب های متخلخل مدرج تابعی که برارتعاشات آزاد ورق
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[ به ارتعاشات 23] کرد. ازهر کرد و تأثیر ضریب تخلخل بر روی فرکانس طبیعی را بررسی روش مربعات دیفرانسیلی برای حل معادلات حاکم استفاده

تئوری تیر اولر برنولی و تیموشینکو پرداخت و از روش انتقال ماتریس استفاده کرده و تأثیر پارامترهای  اساس آزاد تیر مدرج تابعی همراه با تخلخل بر

ضرایب لاغری مختلف را مورد بررسی قراردادند و نشان دادند  که با افزایش جز حجمی تخلخل  حجمی تخلخل، شرایط مرزی و مختلف از جمله جز

خمش، کمانش و ارتعاشات تیر مدرج تابعی همراه با تخلخل را با استفاده از روش اجزای محدود   [24. فودا ]خواهد کرد فرکانس طبیعی افزایش پیدا

دست آورد و برای  مورد مطالعه و بررسی قرارداد. وی از تئوری اویلر برنولی استفاده کرد و معادلات حاکم بر مسئله  را با استفاده از اصل همیلتون به

تیر را تحت بارگذاری  [ به تجزیه وتحلیل حرارتی تیر متخلخل مدرج تابعی پرداخت و25جزای محدود استفاده کرد. مجاهدین ]حل معادلات از روش ا

درنهایت تأثیر پارامترهای مختلف ازجمله ضریب تخلخل، ضریب اسکمپتون و  حرارتی مختلف قرارداد و از تئوری تیر تیموشینکو استفاده کرد و

تئوری  [ به تحلیل کمانش تیر متخلخل مدرج تابعی دوجهته پرداختند و از26خیز تیر مورد مطالعه قرارداد. هایشان تانگ ] روی ضخامت تیر را بر

دست آورد و از روش مربعات دیفرانسیلی  با استفاده از اصل مینیمم سازی انرژی پتانسیل کلی، معادلات حرکت را به تیر اولر برنولی استفاده نمودند و

شده با کمانش الاستیک تیرهای متخلخل مدرج تابعی تقویت [ به بررسی ارتعاشات آزاد و27] فته برای حل آن استفاده نمود. چن ویانگ یاتعمیم

ای دست آورده و بر با استفاده از اصل همیلتون معادلات حاکم بر مسئله رو به تئوری تیر تیموشینکو استفاده کردند و های گرافن پرداختند. ازنانوورق

شده از مواد مدرج تابعی متخلخل  قاب ساخته [ به بررسی دینامیکی تیر و28] حل معادلات حاکم از روش ریلی ریتز استفاده نمودند. لی و هانگ 

تئوری  هردو برای حل معادلات حاکم از روش اجزا محدود استفاده کردند. از دست آورده و پرداختند. با استفاده از اصل همیلتون معادلات حاکم را به

های مختلف ازجمله بارگذاری نتایج را برای بارگذاری اولر برنولی و تیموشینکو برای تیرها استفاده و در انتها نتایج دو تئوری را با هم مقایسه کردند و

ان به بررسی ارتعاشات آزاد و مقایسه کردند. بابایی وهمکار دست آورده و های ثابت مختلف بههمچنین بارگذاری با سرعت ثابت متمرکز و با بار

پرداختند و از روش اجزا  شده از مواد متخلخل مدرج تابعی اشباع[ ساخته30[ و  تیر ضخیم ]29ای ]های استوانهپانل های حلقوی واجباری ورق

رسی رفتار استاتیکی وارتعاشات ازاد ورق [  به بر31محدود وریلی ریتز برای حل معادلات حاکم استفاده نمودند. در پژوهشی دیگر، بابایی وهمکاران ]

بعدی وروش اجزا محدود پرداختند. همچنین آنها به  3های حلقوی بیضی شکل ساخته شده از مواد متخلخل اشباع با استقاده از تئوری الاستیسیته 

ابعی اشباع براساس تئوری الاستیسیته [ مخروط های ناقص مدورساخته شده از  متخلخل مدرج ت33[ و دینامیکی  ]32بررسی رفتار استاتیکی ]

[ به بررسی تحلیلی استاتیکی، ارتعاشات آزاد و دینامیکی ورق های 34دوبعدی متقارن محوری وروش اجزا محدود پرداختند. عاصمی وهمکاران ]

کمانش تیر ضخیم ساخته شده از  حلقوی متخلخل تقویت شده با گرافن براساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روش اجزا محدود پرداختند.

[ به 36[ انجام شد. جمشیدی وارغوانی ]35مواد مدرج تابعی اشباع براساس تغییر شکل برشی مرتبه بالا وروش اجزا محدود توسط بابایی وهمکاران ]

هدف این روش غیر یکنواخت تند. بهینه سازی چند هدفه توزیع تخلخل در تیر فلزی گیردار برای بهبود رفتارهای کمانش و ارتعاش سازه پرداخ

اگر این توزیع تخلخل به صورتی بهینه و متناسب با نیاز ایجاد  کهبطوری باشدکردن توزیع تخلخل در سازه به منظور کاهش وزن و بهبود خواص می

ی بر اساس تئوری حلقو و یرویمتخلخل دا یورق ها یکینامیدبه بررسی  ]37[ ونگ وتنگ. شود می تواند باعث کاهش وزن و افزایش استحکام گردد

های تعمیم یافته برای حل معادلات تغییر شکل برشی مرتبه اول پرداختند. با استفاده از اصل همیلتون معادلات حاکم بدست آمده و از روش سری

 ]38[ زو ونگ وی مورد مطالعه قرار گرفت. لقوح و یا رهیدا یورق ها یتخلخل بر پاسخ اجبار عینوع توز تخلخل و بیضر ریتاث حاکم بهره برده شد و

پرداخت. از اصل مینیمم سازی انرژی  مختلف یمرز طیبا شرا یسه بعد تهیسیالاست یبا استفاده از تئور یلیارتعاشات ورق متخلخل مستط یبررسبه 

 تخلخل و بیضر ریتاث برای بدست آوردن معادلات حاکم استفاده شد و با استفاده از معادلات لاگرانژ و سری فوریه معادلات حاکم را حل کردند و به

 ی پرداخته شد. لیورق مستط یتخلخل بر پاسخ اجبار عینوع توز

دهد که تحلیل استاتیکی و دینامیکی ورق مستطیلی ساخته شده از مواد متخلخل مدرج تابعی اشباع می مروری بر پژوهش های انجام شده نشان

ها از قانون ساده هوک برای مدل سازی ورق متخلخل استفاده شده است. دراین تحقیق، تحلیل شده بررسی نشده است. همچنین در اکثر پژوهش

شود. در تئوری بایوت، افزایش فشار منافذ شباع شده براساس تئوری پروالاستیسیته بایوت انجام میاستاتیکی و دینامیکی ورق متلخل مدرج تابعی ا

شود. برای مدلسازی از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روش ها باعث افزایش فشار آنها میشود و همچنین فشردن حفرهها میباعث اتساع حفره

شود و با استفاده ازروش اجزا محدود معادلات حاکم حل خواهد شد. و در نهایت به بررسی اثر کم استفاده میلاگرانژ برای بدست اوردن معادلات حا

 های طبیعی و همچنین رفتار استاتیکی و دینامیکی ورق خواهیم پرداخت.ضریب تخلخل، ضریب اسکمپتون و توزیع مختلف تخلخل بر روی فرکانس
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 م:تعریف هندسه مساله و معادلات حاک -2

را در نظر بگیرید. خواص مکانیکی در راستای ضخامت ورق متغیر  hوضخامت  bپهنای  ،aورقی مستطیل شکل ساخته شده از مواد متخلخل به طول 

 ((.1تعریف شده است )شکل)

 

 یتابع مدرج متخلخل ورق1 شکل

( نشان 2کرد دو نوع مختلف توزیع در راستای ضخامت ورق متخلخل در شکل ) خواص مکانیکی مواد متخلخل در راستای ضخامت تغییر خواهند

 داده شده است.

 

 متخلخل نامتقارن یخط ریغ عیتوز(ب متقارن یخط ریغ عیتوز(الف  ورق ضخامت یراستا در تخلخل متفاوت عیتوز نوع دو2 شکل

آمده است  الف(توزیع غیر خطی متقارن تخلخل: روابط بین مدول الاستیسیته، مدول برشی و چگالی در راستای ضخامت برای توزیع غیر خطی متقارن در زیر

[31-33]: 

 

(1) 𝑬(𝒛) = 𝑬𝟏 [𝟏 − 𝒆𝟎 𝐜𝐨𝐬(
𝝅𝒛

𝒉
)] 

𝑮(𝒛) = 𝑮𝟏[𝟏 − 𝒆𝟎 𝐜𝐨𝐬(
𝝅𝒛

𝒉
)] 

 𝝆(𝒛) = 𝝆𝟏[𝟏 − 𝒆𝒎 𝐜𝐨𝐬(
𝝅𝒛

𝒉
)] 

ر ب(توزیع غیر خطی نامتقارن تخلخل: روابط بین مدول الاستیسیته، مدول برشی وچگالی در راستای ضخامت برای توزیع غیر خطی نامتقارن در زی

 :[34]آمده است

(2) 
𝑬(𝒛) = 𝑬𝟏 [𝟏 − 𝒆𝟎 𝐜𝐨𝐬((

𝝅

𝟐𝒉
)(𝒛 +

𝒉

𝟐
)] 

𝑮(𝒛) = 𝑮𝟏 [𝟏 − 𝒆𝟎 𝐜𝐨𝐬((
𝝅

𝟐𝒉
)(𝒛 +

𝒉

𝟐
)] 

𝝆(𝒛) = 𝝆𝟏 [𝟏 − 𝒆𝒎 𝐜𝐨𝐬((
𝝅

𝟐𝒉
)(𝒛 +

𝒉

𝟐
)] 
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(3) 
𝒆𝟎 = 𝟏 −

𝑮𝟎
𝑮𝟏

= 𝟏 −
𝑬𝟎
𝑬𝟏

 

𝒆𝒎=𝟏−√𝟏−𝒆𝟎  

𝟎باشد که مقداری بین صفر و یک دارد )ضریب تخلخل می  𝒆𝟎در روابط فوق  < 𝒆𝟎 < طور که در شکل قابل مشاهده است، برای ( وهمان𝟏

به ترتیب مدول  𝝆𝟎و  𝑮𝟎و 𝑬𝟎به ترتیب مدول یانگ، مدول برشی و چگالی برای سطح بالایی ورق و 𝝆𝟏و   𝑮𝟏و 𝑬𝟏توزیع غیر خطی نامتقارن 

 .یانگ، مدول برشی و چگالی برای سطح پایینی ورق هستند

 باشد:برای این مساله بر اساس تئوری برشی مرتبه اول به صورت زیر میمیدان جابه جایی در نظر گرفته شده 

(4)  

𝒖(𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) = 𝒖𝟎(𝒙,𝒚) + 𝒛𝜽𝒙(𝒙, 𝒚, 𝒕)  

𝒗(𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) = 𝒗𝟎(𝒙,𝒚) + 𝒛𝜽𝒚(𝒙, 𝒚, 𝒕) 

𝒘(𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) = 𝒘𝟎(𝒙, 𝒚, 𝒕)  
و  x ،yتوابع چرخش صفحه میانی در جهت  𝜽𝒚،𝜽𝒙بوده و x ،y ،zجایی ورق در راستاهای های جابه، به ترتیب مولفه u ،v ،wکه در روابط فوق، 

باشد. با فرض خطی بودن کرنش، روابط دهنده زمان مینشان tو همچنین  x ،y ،zهای صفحه میانی در راستاهایجاییجابه  𝒘𝟎 ،𝒗𝟎، 𝒖𝟎توابع

 عبارتست از:های ورق جاییها و جابهبین کرنش

(5) 𝜺𝒊𝒋 = (𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒋,𝒊)/𝟐 

 (6) 
𝜺𝒙 =

𝝏𝒖

𝝏𝒙
=
𝝏𝒖𝟎
𝝏𝒙

+ 𝒛
𝝏𝜽𝒙
𝝏𝒙

 

𝜺𝒚 =
𝝏𝒗

𝝏𝒚
=
𝝏𝒗𝟎
𝝏𝒚

+ 𝒛
𝝏𝜽𝒚

𝝏𝒚
 

𝜸𝒙𝒚 =
𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙
= (

𝝏𝒖𝟎
𝝏𝒚

+
𝝏𝒗𝟎
𝝏𝒙

) + 𝒛(
𝝏𝜽𝒙
𝝏𝒚

+
𝝏𝜽𝒚

𝝏𝒙
) 

𝜸𝒙𝒛 =
𝝏𝒖

𝝏𝒛
+
𝝏𝒘

𝝏𝒙
=
𝝏𝒘

𝝏𝒙
+ 𝜽𝒙 

𝜸𝒚𝒛 =
𝝏𝒘

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒛
=
𝝏𝒘

𝝏𝒚
+ 𝜽𝒚 

 

 کرنش برای سازه ساخته شده از مواد متخلخل طبق رابطه ساختاری پروالاستیک بایوت بصورت زیر است:-روابط تنش

(7) 𝝈𝒊 𝒋 = 𝟐𝑮𝜺𝒊 𝒋 + 𝝀𝜺𝒌 𝒌𝜹𝒊 𝒋 − 𝝆𝜶𝜹𝒊 𝒋 

   

 باشد .دلتای کرونکر می  𝜹𝒊 𝒋که در آن 

(8)  

𝝆 = 𝑴(𝜻 − 𝜶𝜺𝒌 𝒌)  

𝑴 =
𝟐𝑮(𝝂𝒖−𝝂)

𝜶𝟐(𝟏−𝟐𝝂𝒖)(𝟏−𝟐𝝂)
  

𝝂𝒖 =
𝝂 + 𝜶𝜷(𝟏 − 𝟐𝝂)/𝟑

𝟏 − 𝜶𝜷(𝟏 − 𝟐𝝂)/𝟑
 

 

شود )تخلیه ضریب پواسون در حالتی که از حفرات، سیال خارج نمی 𝝂𝒖مدول برشی و  G(z)مدول بایوت،  Mفشار سیال داخل حفرات ، 𝛒که 

.𝟎نشده( است. که 𝟓 < 𝝂𝒖 < 𝝂  است و𝛂  𝟎ضریب بایوت تنش موثر است که < 𝜶 < تغیرات در محتوای حجم  𝛏کرنش حجمی و  𝛆است. 𝟏

 سیال است.
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های تخلیه شود. بطور کلی، تغییر شکل در حالت)محوری(تعریف مینسبت پواسون در حالت کلی به صورت نسبت کرنش عرضی به کرنش طولی 

ی مواد متخلخل متفاوت است، پس برای معرفی این پارامتر در مواد متخلخل تفاوت قائل بوده و می توان آن را به صورت زیر شده و تخلیه نشده

 نوشت:

(9) 𝝂 =
𝜺𝒋𝒋

𝜺𝒊𝒊
|𝝈𝒊𝒊 = 𝟎, 𝝆 = 𝟎, 𝒊 ≠ 𝒋  

𝝂𝒖 =
𝜺𝒋𝒋

𝜺𝒊𝒊
|𝝈𝒊𝒊 = 𝟎, 𝜻 = 𝟎, 𝒊 ≠ 𝒋 

کند و بیانگر این است که دراثر ایجاد تخلخل، مقاومت بدنه چند ( تاثیر تخلخل بر رفتار ماده متخلخل بدون سیال را تعریف می𝛂ضریب بایوت )

 شود:کند و به صورت زیر تعریف میدرصد تغییر می

(10) 
𝜶 = 𝟏 −

𝒌

𝒌𝒔
 

𝒌𝒔  ی مدول بالک با مدول برشی به دهد. رابطهباشد . مدول بالک نیز تراکم پذیری یک ماده را نشان میمدول بالک ماده همسانگرد همگن می

 باشد :صورت زیر می

(11) 𝒌 =
𝟐(𝟏+𝝂)

𝟑(𝟏−𝟐𝝂)
  

𝒌𝒖 =
𝟐(𝟏 + 𝝂𝒖)

𝟑(𝟏 − 𝟐𝝂𝒖)
𝑮 

𝛇ی متخلخل در حالت تخلیه نشده بعد بسیار مهمی برای توصیف تاثیر سیال درون حفرات بر رفتار مادهاسکمپتون پارامتر بیضریب  = باشد می 𝟎

 باشد.و به صورت نسبت فشار حفره به تنش حجمی کل جسم می

(12) 
𝜷 =

𝒅𝝆

𝒅𝝈
|(𝝃 = 𝟎) =

𝟏

𝟏 + 𝒆𝟎(
𝒄𝒑
𝒄𝒔
)
=
𝒌𝒖 − 𝒌

𝜶𝒌𝒖
 

پذیری جامد هستند. تراکم 𝒄𝒔پذیری سیال درون حفره و تراکم 𝒄𝒑مدول بالک حالت تخلیه شده ،   kمدول بالک حالت تخلیه نشده،  𝒌𝒖که در آن 

 دهد.پذیری سیال بر روی مدول الاستیک و تراکم پذیری کل ماده متخلخل را نشان میاین ضریب همچنین تاثیر تراکم

 :باشدقانون هوک در این حالت فرم روابط کلی تنش و کرنش چنین میبا توجه به 

(13) 𝛔 = 𝑫𝜺 

 کرنش را می توان به شکل زیر نوشت: –و در نهایت با در نظر گرفتن حالت تنش صفحه ای برای ورق مورد نظر روابط تنش 

(14)  

𝝈𝒙𝒙 =
𝑬(𝒛)

(𝟏 − 𝒗𝟐)
(𝜺𝒙𝒙 + 𝒗𝜺𝒚𝒚) + 𝜶

𝟐𝑴(𝜺𝒙𝒙) 

𝝈𝒚𝒚 =
𝑬(𝒛)

(𝟏 − 𝒗𝟐)
(𝜺𝒚𝒚 + 𝒗𝜺𝒙𝒙) + 𝜶

𝟐𝑴(𝜺𝒚𝒚) 

𝝈𝒙𝒚 = 𝑮(𝒛)𝜸𝒙𝒚 

𝝈𝒙𝒛 = 𝑲𝑮(𝒛)𝜸𝒙𝒛 

𝝈𝒚𝒛 = 𝑲𝑮(𝒛)𝜸𝒚𝒛 

 فرم ماتریسی معادلات حاکم  -3

 تغییر مکان –فرم ماتریسی روابط کرنش  3-1

 از :بردار جابجایی بصورت ماتریسی عبارتست 

(15) 

𝑢 = [
𝑤
𝑢
𝑣
] = [

1 0 0 0 0 
0 1 0 𝑍 0
0 0 1 0 𝑍

]

[
 
 
 
 
𝑤0
𝑢0
𝑣0
𝜃𝑥
𝜃𝑦 ]
 
 
 
 

= [𝑧][�̅�] 
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 که در آن:

(16) 

      [𝑧] = [
1 0 0 0 0
0 1 0 𝑍 0
0 0 1 0 𝑍

],  [𝑈] =

[
 
 
 
 
𝑤0
𝑢0
𝑣0
𝜃𝑥
𝜃𝑦 ]
 
 
 
 

 

 

 𝑈   .بردار تغییر مکان گره ای است 

 به صورت ماتریسی منجر به روابط زیر خواهد شد: (6بازنویسی روابط )

(17) 

[𝜀] = [

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦

] =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥 }
  
 

  
 

+ 𝑧

{
  
 

  
 

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥 }
  
 

  
 

 

 که می توان رابطه فوق را به صورت زیر نیز نوشت:

(18) 

[𝜀] = {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦

} = {

𝜀𝑚𝑥𝑥
𝜀𝑚𝑦𝑦
𝛾𝑚𝑥𝑦

} + 𝑧 {

𝜀𝑓𝑥𝑥
𝜀𝑓𝑦𝑦

𝛾𝑓𝑥𝑦

} 

 که در آن :

(19) 

[ 

𝜀𝑓𝑥𝑥
𝜀𝑓𝑦𝑦

𝛾𝑓𝑥𝑦

] = [
𝑧 0 0
0 𝑧 0
0 0 𝑧

]

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 

= [𝑍𝑓][𝜀]̅ 

(20) 
[𝑧𝑓] = [

𝑧 0 0
0 𝑧 0
0 0 𝑧

] 

 را بصورت زیر  نیز بازنویسی نمود: [𝜀]توان ماتریس همچنین می

(21) 

[𝜀] =

[
 
 
 
 
 
 0 0 0 

𝜕

𝜕𝑥
 0

0 0 0 0 
𝜕

𝜕𝑦

0 0 0 
𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕

𝜕𝑥

 

]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑤0
𝑢0
𝑣0
𝜃𝑥
𝜃𝑦 ]
 
 
 
 

= [𝑑𝑓][�̅�] 

 که در آن:

(22) 

𝑑𝑓 =

[
 
 
 
 
 
 0 0 0 

𝜕

𝜕𝑥
 0

0 0 0 0 
𝜕

𝜕𝑦

0 0 0 
𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

 

 (، برای فرم ماتریسی کرنش داریم:19( در )21با جایگذاری معادله )

(23) [𝜀] = [𝑧𝑓][𝑑𝑓][𝑈] 
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 آید:تغییر مکان لایه میانی به صورت بدست می -به همین ترتیب فرم ماتریسی روابط کرنش

(24)  

[

𝜀𝑚𝑥𝑥
𝜀𝑚𝑦𝑦
𝛾𝑚𝑥𝑦

] = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 

= [𝑍𝑚][𝜀]̅ 

[𝑧𝑚] = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 بنابراین :

(25) [𝜀] = [𝑧𝑚][𝜀] 

 کنیم :را بازنویسی می [𝜀]حالا مجددا ماتریس 

(26) 

[𝜀] =

[
 
 
 
 
 
 0 

𝜕

𝜕𝑥
 0 0 0

0 0 
𝜕

𝜕𝑦
 0 0

0 
𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕

𝜕𝑥
 0 0

]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑤0
𝑢0
𝑣0
𝜃𝑥
𝜃𝑦 ]
 
 
 
 

= [𝑑𝑚][�̅�] 

 که در آن:

(27) 

𝑑𝑚 =

[
 
 
 
 
 
 0 

𝜕

𝜕𝑥
 0 0 0

0 0 
𝜕

𝜕𝑦
 0 0

0 
𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕

𝜕𝑥
 0 0

]
 
 
 
 
 
 

 

 ( برای فرم ماتریسی کرنش داریم :25( در )26با جایگذاری معادله )

(28) [𝜀] = [𝑧𝑚][𝑑𝑚][𝑈] 

 شود:تغییر مکان برشی بصورت زیر می –به همین ترتیب فرم ماتریسی روابط کرنش 

(29) 

[𝜀] = [
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧
] =

[
 
 
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜃𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜃𝑦]

 
 
 

= [
1 0
0 1

]

[
 
 
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜃𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜃𝑦]

 
 
 

 

(30) 

[𝑍𝑐] = [
1 0
0 1

]      [𝜀]̅ =

[
 
 
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜃𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜃𝑦]

 
 
 

 

(31) [𝜀] = [𝑧𝑐][𝜀]   

  

(32) 

𝑑𝑐 =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
 0 0 1 0

𝜕

𝜕𝑦
 0 0 0 1

]
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(33) 

[𝜀] =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
 0 0 1 0

𝜕

𝜕𝑦
 0 0 0 1

]
 
 
 

𝑐 [
 
 
 
 
𝑤0
𝑢0
𝑣0
𝜃𝑥
𝜃𝑦 ]
 
 
 
 

= [𝑑𝑐][𝑈] 

(34) [𝜀] = [𝑧𝑐][𝑑𝑐][�̅�] 

 کرنش–فرم ماتریسی روابط تنش  3-2

 کرنش به صورت ماتریسی داریم:–با بازنویسی روابط کلی تنش  (، قانون هوک و13)با توجه به رابطه 

(35) [𝜎] = [𝐷][𝜀] = [𝐷][𝑧][𝑑][𝑈] 

 عبارتند از :  [𝐷]و [𝜀]و  [𝜎]که در آن ماتریس های 

(36) [𝜎] = [𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧]
𝑇

  

[𝜀] = [𝜀𝑥𝑥 𝜀𝑦𝑦 𝛾𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑧 𝛾𝑦𝑧]
𝑇

 

 

(37)  

[𝐷]𝑓 =
𝐸(𝑧)

1−𝑣2
[

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
1−𝑣

2

] + 𝑀𝛼2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

]  

[𝐷]𝑐 = [
𝐾𝐺(𝑧) 0
0 𝐾𝐺(𝑧)

] 

 تقریب میدان جابجایی 3-3

ماتریس درجات آزادی المان ورق در نظر گرفته  𝑄(𝑒)باشد. در صورتی که درجه آزادی می 20 شود، هر المان از ورق دارای در این مسئله فرض می

,𝑁(𝜁شود و  𝜂) باشد ماتریس توابع شکل باشد .در این صورت تقریب جابه جایی در هر المان مربعی شکل چهار گرهی خطی از ورق به شکل زیر می

: 

(38) [𝑈]
(𝑒)
= [𝑁(𝜁, 𝜂)][𝑄](𝑒) 

 

 [𝑄𝑒] ای المان است که شامل گرههای جاییبردار جابه𝑢0, 𝑣0𝑤, 𝜃𝑥 , 𝜃𝑦 .است 

 شوند:میدان جابجایی توسط توابع شکل بصورت زیر تقریب زده می

(39)  

𝑤 = ∑ 𝑁𝑖𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1  

𝑢0 = ∑ 𝑁𝑖(𝜁, 𝜂)𝑢0𝑖
𝑛
𝑖=1  

𝑣0 =∑𝑁𝑖(𝜁, 𝜂)𝑣0𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝜃𝑥 =∑𝑁𝑖(𝜁, 𝜂)𝜃𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝜃𝑦 =∑𝑁𝑖(𝜁, 𝜂)𝜃𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

,𝜁)یک المان چهارگوش است. این المان توسط چهارگره در مختصات طبیعی  برای Niکه در روابط فوق توابع شکل 𝜂)  . می  تعریف شده است

 (، کرنش را بر حسب توابع شکل بازنویسی کرد :38توان با توجه به رابطه )

(40) [𝜀] = [𝑧][𝑑][𝑁][𝑄] 
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  باشد ،داریم : x,yمطابق با رابطه زیر بیانگر مشتق ماتریس توابع شکل بر حسب  Bدر صورتی که ماتریس 

(41) [𝐵] = [𝑑][𝑁]  

(42) [𝜀] = [𝐵][𝑄(𝑒)] 

(43) [𝜀] = [𝑧][𝐵][𝑄(𝑒)]  

 آید:شکل به فرم زیر به دست می ( بر حسب توابع35فرم دیگر رابطه )

(44) 
[

σxx
σyy
σxy

] = [Df][Z][Bf][Q
(e)] + [Df][I][Bm][Q

(e)] 

 

[
𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑦𝑧

] = [𝐷𝑐][𝐼][𝐵𝑐][𝑄
(𝑒)] 

. 

 بدست آوردن فرم المان محدود مساله   4

 فرم ماتریس انرژی جنبشی سیستم  4-1

 از رابطه انرژی جنبشی برای هر المان داریم:

(45) 
𝑇(𝑒) =

1

2
∭�̇�

𝑇
𝜌(𝑧)�̇�𝑑𝑣

=
1

2
∭�̇�

𝑇
𝜌(𝑧)�̇�𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
1

2
∭[�̇�]

𝑇
[𝑧]𝑇𝜌(𝑧)[𝑧] [�̇�] 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑧

=
1

2
∭[�̇�]

𝑇

(∫ [𝑧]𝑇𝜌(𝑧)[𝑧]𝑑𝑧)[𝑈]̇ 𝑑𝑥𝑑𝑦

ℎ
2

−
ℎ
2

=
1

2
∫ ∫ [�̇�𝑒]

𝑇
[𝑁]𝑇[𝑧][𝑁][�̇�𝑒]𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

  

 

 که در آن:

(46) 
[𝑧] = ∫ [𝑧]𝑇𝜌(𝑧)[𝑧]𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 شود:بصورت زیر تعریف می [𝑀(𝑒)]، ماتریس جرم برای هر المان ورق 45در رابطه 

(47) 
[𝑀(𝑒)] = ∫ ∫ [𝑁]𝑇[𝑧][𝑁]𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

 آید:، فرم ماتریسی انرژی جنبشی کل سیستم بصورت زیر بدیست می[𝑀(𝑒)]جرم هر المان  هایماتریس 1بعد از برهم نهی

(48) 
𝑇 =

1

2
[�̇�]

𝑇
[𝑀][�̇�] 

 فرم ماتریسی انرژی پتانسیل سیستم 4-2

 انرژی پتانسیل سیستم  برای هر المان ورق عبارتست از:

(49) 
𝑈(𝑒) =

1

2
∭𝜀𝑇𝜎𝑑𝑣 =

1

2
∭𝜀𝑇𝜎 + 𝛾𝑇𝜏 𝑑𝑣 

__________________________________________________________________________________ 
1 Assembling(The element Matrices) 



 96 86-108-( 2020-2021) 1399سال 4شماره 10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره 

 

108-86-(2021-2020) 1399 زمستان 4شماره  10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره   

 ( را به طور زیر ساده کرد:33در نتیجه می توان رابطه )

(50) ε = [𝑧𝑚][𝐵𝑚][𝑄] + [𝑧𝑓][𝐵𝑓][𝑄] 

 دهیم:را بسط می  𝑈(𝑒)حال انرژی های پتانسیل 

(51) 
𝑈 =

1

2
∫ 𝑄𝑇∫[𝐵𝑚

𝑇𝑍𝑇𝑚𝐷𝑍𝑚𝐵𝑚 + 𝐵𝑚
𝑇𝑍𝑇𝑚𝐷𝑍𝑓𝐵𝑓 + 𝐵𝑓

𝑇𝑍𝑓
𝑇𝐷𝑍𝑚𝐵𝑚

.

𝑧

.

𝐴

+ 𝐵𝑓
𝑇𝑍𝑓

𝑇𝐷𝑍𝑓𝐵𝑓]𝑑𝑧𝑄𝑑𝐴 +
1

2
∫𝑄𝑇
.

𝐴

∫[𝐵𝑐
𝑇𝑍𝑐

𝑇𝐷𝑐𝑍𝑐𝐵𝑐]𝑑𝑧𝑄𝑑𝐴
.

𝑧

 

  

(52) 

𝐷 = 𝐷1 + 𝐷2 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝑣2
[

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
1 − 𝑣

2

] + 𝑀𝛼2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

 شود:حال ماتریس سفتی هر المان به اجزای زیر تجزیه می

(53) 𝐾(𝑒) = 𝐾𝑚𝑚
(𝑒) + 𝐾𝑚𝑓

(𝑒) + 𝐾𝑓𝑚
(𝑒) + 𝐾𝑓𝑓

(𝑒) + 𝐾𝑐𝑐
(𝑒) 

𝐾𝑚𝑚که در آن 
(𝑒) ، جز غشایی از ماتریس سفتی𝐾𝑚𝑓

(𝑒)و𝐾𝑓𝑚
(𝑒)  خمشی و  –اجزای تزویج غشایی𝐾𝑓𝑓

(𝑒)  جز خمشی و𝐾𝑐𝑐
(𝑒)  جز برشی

 به صورت زیر هستند :

(54) 
𝑘𝑚𝑚

(𝑒) = ∫𝐵𝑚
𝑇𝑍𝑚

𝑇𝐷1𝑍𝑚𝐵𝑚 + 𝐵𝑚
𝑇𝑍𝑚

𝑇𝐷2𝑍𝑚𝐵𝑚 𝑑𝐴
.

𝐴

 

𝑘𝑚𝑓
(𝑒) = ∫𝐵𝑚

𝑇𝑍𝑚
𝑇𝐷1𝑍𝑓𝐵𝑓 + 𝐵𝑚

𝑇𝑍𝑚
𝑇𝐷2𝑍𝑓𝐵𝑓  𝑑𝐴

.

𝐴

 

𝑘𝑓𝑚
(𝑒) = ∫𝐵𝑓

𝑇𝑍𝑓
𝑇𝐷1𝑍𝑚𝐵𝑚 + 𝐵𝑓

𝑇𝑍𝑓
𝑇𝐷2𝑍𝑚𝐵𝑚 𝑑𝐴

.

𝐴

 

 𝑘𝑓𝑓
(𝑒) = ∫ 𝐵𝑓

𝑇𝑍𝑓
𝑇𝐷1𝑍𝑓𝐵𝑓 + 𝐵𝑓

𝑇𝑍𝑓
𝑇𝐷2𝑍𝑓𝐵𝑓  𝑑𝐴

.

𝐴
 

𝑘𝑐𝑐
(𝑒) = ∫𝐵𝑐

𝑇𝑍𝑐
𝑇𝐷𝑐𝑍𝑐𝐵𝑐 𝑑𝐴

.

𝐴

 

 باشد.می   h/2تا  h/2-از zکه دامنه تغیرات 

 شود:فرم ماتریسی انرژی پتانسیل سیستم بصورت زیر می[𝑘𝑒] سفتی برای هر المان ورق  هایبعد از برهم نهی ماتریس

(55) 
𝑈 =

1

2
[𝑄]𝑇[𝑘][𝑄] 

 فرم ماتریسی کار مجازی نیرو های غیر پایستار سیستم  4-3

باشد. در این صورت کار انجام شده ،به شکل  zجایی در راستای مقدار جابه wنیروی عرضی گسترده خارجی وارده بر ورق و   𝑃(𝑡)در صورتی که 

 شود :زیر تعریف می

(56) {𝑓} = 𝑝(𝑡)[1 0 0 0 0]  

(57) 
𝑤𝑓

(𝑒) =
1

2
∬𝑓 𝑤 𝑑𝐴 =

1

2
∬𝑓 𝑤 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

2
[𝑄𝑒]𝑇(∫ ∫ [𝑁]

𝑇
{𝑓}𝑑𝑥𝑑𝑦)

𝑎

0

𝑏

0

 

 به صورت زیر در نظر گرفته خواهد شد.  [𝑁]کند . بنابراین ماتریس توابع شکل با توجه به اینکه نیرو در راستای عرضی به ورق اثر می

(58) 

[𝑁] =

[
 
 
 
 
𝑁1 0 0 0 0 𝑁2 0 0 0 0 𝑁3 0 0 0 0 𝑁4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 

 

 نامیم:در معادله فوق عبارت داخل پرانتز را ماتریس نیروی خارجی برای هر المان می
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(59) 
{𝐹(𝑒)} = ∫ ∫ [𝑁]

𝑇
{𝑓}𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

 آید:فرم ماتریسی کار مجازی کل بصورت زیر بدست می {𝐹(𝑒)}نیروی خارجی برای هر المان ورق  هایبعد از برهم نهی ماتریس

(60) 
[𝑤𝑓] =

1

2
[𝑄𝑒]𝑇{𝐹} 

 فرم ماتریسی معادلات لاگرانژ 5-4

( باشند، طبق معادلات لاگرانژ خواهیم 51( و )45انرژی جنبشی و کرنش سیستم به ترتیب در معادلات )  𝑈و𝑇در صورتی که مطابق با معادله لاگرانژ 

 داشت:

(61)  

{
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
)} = [𝑀][�̈�] 

{
𝜕𝑈

𝜕𝑄
} = [𝑘][𝑄] 

 باشد:میبنابراین معادلات حرکت به فرم ماتریسی زیر 

(62) [𝑀][�̈�] + [𝑘][𝑄] = {𝐹} 

شود و برای تحلیل استاتیکی، معادله به صورت زیر بیان سرانجام برای تحلیل دینامیکی از روش نیومارک برای حل معادله حاکم در زمان استفاده می

 شود:می

(63) [𝑘][𝑄] = {𝐹} 
 

 شود:آزاد ورق، مساله مقدار ویژه به صورت زیر بیان میبرای محاسبه ارتعاشات 

(64) [𝑘] − 𝜔2[𝑀] = 0 
 

 ارائه نتایج:-5

ر ابتدا در این بخش به ارائه و تحلیل نتایج مربوط به تحلیل استاتیکی، دینامیکی و ارتعاشات آزاد ورق های مستطیلی متخلخل پرداخته شده است. د

صحت روش حل انجام شده، نتایج و داده های حاصله از این تحقیق با نتایج بدست آمده از نرم افزار انسیس مقایسه شده است. این برای بررسی 

ی اعتبار سنجی در قالب جداولی برای داده های مربوط به فرکانس طبیعی و خیز استاتیکی ورق انجام شده است. سپس به بررسی تاثیر پارامترها

رکانس طبیعی و رفتار استاتیکی و دینامیکی ورق که عبارتند از: ضریب تخلخل، ضریب اسکمپتون، ضخامت ورق، ابعاد ورق، توزیع موثر بر روی ف

 شود.تخلخل و شرایط مرزی مختلف پرداخته می

 اعتبار سنجی نتایج ارائه شده: 5-1

ر انسیس  استفاده شده است. بدین منظور ضریب تخلخل و اسکمپتون در : برای اعتبار سنجی نتایج حاصل از تحقیق حاضر، از نتایج نرم افزا1مثال 

 1های طبیعی اول تا چهارم سازه برای شرایط مرزی مختلف بدست آمده و در جدول تحقیق حاضر برابر با صفر درنظر گرفته شده است و فرکانس

مقایسه شده است. همانطور  2های مختلف در جدول برای ضخامت های گیردارگاهمقایسه شده است. همچنین بیشینه خیز استاتیکی ورق با تکیه

 شود، تطابق بسیار خوبی بین نتایج حاضر و نتایج حاصله از نرم افزار وجود دارد.مشاهده می 2و1که در جداول 

 

 (a=b=1وh=0.01وβ=0وe0=0طبیعی به ازای شرایط مرزی مختلف ) های( مقایسه فرکانس1جدول )

 

𝑤4 𝑤3 𝑤2 𝑤1 شرایط مرزی فرکانس 

260.8121 175.7961 175.700 87.65 ANSYS c-c-c-c 
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 c-c-c-c تحقیق حاضر 87.9536 181.1123 181.1123 266.9701

194.5350 120.2861 120.2527 49.3443 ANSYS s-s-s-s 

 s-s-s-s تحقیق حاضر 48.1060 121.0715 121.0715 193.8068

228.7374 166.3169 131.8248 70.5390 ANSYS s-c-s-c 

 s-c-s-c تحقیق حاضر 70.7187 134.2126 171.2830 232.9489

145.8623 114.4849 65.067 52.6802 ANSYS c-f-c-f 

 c-f-c-f تحقیق حاضر 54.2690 64.4462 106.1344 151.6304

 

 

𝑒0)( مقایسه خیز استاتیکی 2جدول) = 𝛽 = 0, 𝑎 = 𝑏 = 1, 𝑐 − 𝑐 − 𝑐 − 𝑐) 

maxw maxw  

0.1 0.01 h(m) 
8.1784e-5 0.0689 تحقیق حاضر 

7.9913e-5 0.066716 نرم افزار 

 

خواهیم پرداخت. برای این منظور  ]39[: در این مثال به مقایسه نتایح فرکانس طبیعی ورق ضخیم متخلخل حاصل از این تحقیق با مرجع 2مثال 

های طبیعی اساسی  برای شرایط مرزی و ضرایب تخلخل مختلف محاسبه و با نتایج مرجع ابعاد و خواص مشابه مرجع استفاده شده است. فرکانس

 مقایسه شده است. همانطور که از جدول مشخص هست نتایج حاضر تطابق خوبی با مرجع دارد. 3در جدول 

 به ازای شرایط مرزی مختلف [39]طبیعی با  هایایسه فرکانس( مق3جدول )

Boundary 

condition 

𝑒0 REFRENCE[39] PRESENT 

 0.2 1545 1572 

SSSS 0.4 1520 1528 

 0.6 1500 1508 

 0.2 2200 2236 

SCSC 0.4 2125 2131 

 0.6 2050 2075 

 0.2 1520 1532 

SCSS 0.4 1500 1509 

 0.6 1486 1497 

 0.2 998 1013 

SFSS 0.4 978 991 

 0.6 950 982 

 0.2 760 766 

SFSF 0.4 755 764 

 0.6 745 755 

 

 ارائه نتایج تحقیق حاضر: 5-2

 شود.در این بخش به ارائه نتایج تحقیق حاضر در مورد تحلیل استاتیکی، دینامیکی و ارتعاش آزاد ورق متخلخل مدرج تابعی پرداخته می

 ارتعاش آزاد:نتایج  5-2-1

های متفاوت و برای توزیع های گیردار در هر چهار طرف و به ازای ضرایب تخلخل و ضخامتگاهطبیعی اول ورق مربعی دارای تکیه شش فرکانس

ایش ضریب ( نشان داده شده است. همانطور که در این جداول مشخص است با افز5( و )4غیرخطی متقارن و نامتقارن تخلخل به ترتیب در جداول )
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کند. این در حالی است که افزایش ضریب تخلخل برای توزیع غیر خطی تخلخل فرکانس طبیعی برای توزیع غیر خطی متقارن افزایش پیدا می

نامتقارن سبب کاهش فرکانس طبیعی خواهد شد. علت این امر به خاطر این است که اگر چه با افزایش ضریب تخلخل ماتریس سفتی و جرم کاهش 

یابد، اما سرعت کاهش ماتریس سفتی در مقایسه با ماتریس جرم برای توزیع غیر خطی متقارن کمتر است. در حالی که برای توزیع غیرخطی می 

های نامتقارن بر عکس این حالت است. همچنین همانطور که در این جداول مشخص است با افزایش ضخامت ورق، سفتی خمشی و بالطبع فرکانس

 اند.افتهطبیعی افزایش ی

𝑒0شش فرکانس طبیعی اول ورق با ضریب تخلخل) = ( و 6( و شرایط مرزی گیردار به ازای ضرایب اسکمپتون و ضخامت مختلف در جداول )0.5

به ترتیب برای دو توزیع غیرخطی متقارن و غیرخطی نامتقارن نشان داده شده است. همانطور که مشخص است با افزایش ضریب اسکمپتون  (7)

 ر فرکانس طبیعی افزایش پیدا خواهد کرد و علت آن افزایش ماتریس سفتی بدلیل افزایش فشار منافذ خواهد بود.مقدا

نشان داده شده است. همانطور که در این  8های طبیعی ورق مربعی با توزیع تخلخل غیر خطی متقارن برای شرایط مرزی مختلف در جدول فرکانس

( چهار طرف گیردار وکمترین فرکانس طبیعی مربوط به شرط c-c-c-cطبیعی مربوط به شرط مرزی )جدول مشخص است، بیشترین فرکانس 

های گیردار پرداخته گاهبه بررسی اثر توزیع تخلخل بر فرکانس طبیعی ورق با تکیه 9( چهار طرف ساده بدست آمده است. در جدول s-s-s-sمرزی)

باشد. های طبیعی برای توزیع غیرخطی متقارن تخلخل بیشتر از توزیع غیرخطی نامتقارن میکانسشود، مقدار فرشده است. همانطور که مشاهده می

 همچنین توزیع یکنواخت تخلخل کمترین فرکانس را دارد.

 β=0.5 ,a=b=1(بررسی اثرضریب تخلخل بر روی فرکانس طبیعی ورق برای توزیع غیر خطی متقارن تخلخل 4جدول )

 

 β=0.5 , a=b=1(بررسی اثر ضریب تخلخل بر روی فرکانس طبیعی ورق برای توزیع غیرخطی نامتقارن تخلخل  5جدول )

c-c-c-

c- 

h/b 𝑒0 𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 

 0.01 0 87.9406 181.0846 181.0846 266.9367 330.4802 332.0608 

  0.2 88.6393 182.5810 182.5810 268.5883 333.4955 335.0791 

  0.5 90.6023 186.6949 186.6949 273.8184 341.4099 343.0146 

  0.8 95.8576 197.5705 197.5705 288.9749 361.5716 363.2584 

 0.1 0 794.8736 1.5276e+3 1.5276e+3 2.1385e+3 2.5523e+3 2.5771e+3 

  0.2 795.7292 1.5233e+3 1.5233e+3 2.1246e+3 2.5355e+3 2.5605e+3 

  0.5 801.9319 1.5230e+3 1.5230e+3 2.1109e+3 2.5158e+3 2.5411e+3 

  0.8 829.1880 1.5554e+3 1.5554e+3 2.1390e+3 2.5392e+3 2.5658e+3 

c-c-c-

c- 

h/b 𝒆𝟎 𝒘𝟏 𝒘𝟐 𝒘𝟑 𝒘𝟒 

 

 

𝒘𝟓 𝒘𝟔 

 0.01 0 87.9406 181.0846 181.0846 266.9367 330.4802 332.0608 

  0.2 86.9854 179.2273 179.2273 263.3026 327.6030 329.1484 

  0.5 84.4811 174.2438 174.2438 254.5007 319.3382 320.8054 

  0.8 77.7934 160.6552 160.6552 233.0218 295.4124 296.7166 

 0.1 0 794.8736 1.05276e+3 1.5276e+3 2.1385e+3 2.5523e+3 2.5771e+3 

  0.2 783.6672 1.5032e+3 1.5032e+3 2.0969e+3 2.5082e+3 2.5324e+3 
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a=b   𝑒0 ,های طبیعی ورق برای توزیع غیر خطی متقارن تخلخل (بررسی اثر ضریب اسکمپتون بر روی فرکانس6جدول) = 0.5 

 

c-c-c-c h/b 𝛽 𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 

 0.01 0 88.2391 181.6674 181.6674 267.7419 331.4591 333.0489 

  0.3 89.5836 184.5310 184.5310 271.1967 337.1245 338.7234 

  0.5 90.6023 186.6994 186.6994 273.8184 341.4099 343.0146 

  0.7 91.7462 189.1333 189.1333 276.7665 346.2156 347.8261 

 0.1 0 784.4089 1.4935e+3 1.4935e+3 2.0796e+3 2.4708e+3 2.4961e+3 

  0.3 794.4091 1.5104e+3 1.5104e+3 2.0975e+3 2.4966e+3 2.5220e+3 

  0.5 801.9319 1.5230e+3 1.5230e+3 2.1109e+3 2.5158e+3 2.5411e+3 

  0.7 810.3240 1.5371e+3 1.5371e+3 2.1259e+3 2.5369e+3 2.5623e+3 

 

a=b=1  𝑒0 , های طبیعی ورق برای توزیع غیرخطی نامتقارن ( بررسی اثر ضریب اسکمپتون بر روی فرکانس7جدول) = 0.5 

 

c-c-c-c h/b 𝛽 𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 

 0.01 0 80.1896 165.1253 165.1253 243.4052 301.3598 302.8008 

  0.3 82.5615 170.1724 170.1724 249.5213 311.3322 312.7884 

  0.5 84.4811 174.2438 174.2438 254.5007 319.3382 320.8054 

  0.7 86.7720 179.0889 179.0889 260.4777 328.8231 330.3017 

 0.1 0 725.1591 1.3938e+3 1.3938e+3 1.9514e+3 2.3294e+3 2.3521e+3 

  0.3 743.5898 1.4260e+3 1.4260e+3 1.9861e+3 3.3796e+3 2.4024e+3 

  0.5 758.3079 1.4513e+3 1.4513e+3 2.0137e+3 2.4186e+3 2.4415e+3 

  0.7 775.6388 1.4807e+3 1.4807e+3 2.0460e+3 2.4632e+3 2.4861e+3 

 

 

a=b=1 𝑒0های طبیعی ورق برای توزیع غیرخطی متقارن تخلخل، ( بررسی اثر شرایط مرزی مختلف بر روی فرکانس8جدول) = 𝛽 = ℎو0.5 = 0.01 

 

  0.5 758.3079 1.4513e+3 1.4513e+3 2.0137e+3 2.4186e+3 2.4415e+3 

  0.8 702.7301 1.3494e+3 1.3494e+3 1.8660e+3 2.2602e+3 2.2803e+3 
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(9 ) جدول 

a=b=1 ،𝑒0های طبیعی ورق، بررسی اثر نوع توزیع مختلف تخلخل بر روی فرکانس = 𝛽 = ℎو0.5 = 0.01 

 

 نتایج تحلیل استاتیکی: 5-2-2

شود. مگاپاسکال پرداخته می 1در این قسمت به ارائه نتایج تحلیل استاتیکی ورق مربعی متخلخل مدرج تابعی تحت بار عرضی گسترده به مقدار 

𝛽طرف گیردار با توزیع غیرخطی متقارن تخلخل و برای مقادیر مختلف تخلخل ) جایی عرضی خط میانی ورق چهار( بیانگر جابه3شکل) = 0.5 )

جایی با افزایش ضریب تخلخل افزایش پیدا خواهد کرد. علت این امر به خاطر این است که با افزایش دهد که مقدار جابهباشد. نتایج نشان میمی

( بیانگر جابه جایی عرضی ورق برای ضرایب اسکمپتون های مختلف 4نین شکل )کند. همچضریب تخلخل ماتریس سفتی سازه کاهش پیدا می

(𝑒0 = جایی کاهش می یابد، چرا که با افزایش ضریب اسکمپتون دهد که با افزایش ضریب اسکمپتون، مقدار جابهباشد. نتایج نشان می( می0.5

یی برای توزیع تخلخل یکنواخت و کمترین آن برای توزیع تخلخل غیرخطی جا( بیشترین جابه6کند.طبق شکل)ماتریس سفتی سازه افزایش پیدا می

( چهار طرف s-s-s-sجایی عرضی مربوط به شرط مرزی )به(،  بیشترین جا7نامتقارن است. با بررسی اثر شرایط مرزی بر روی خیز ورق طبق شکل )

 اشد. ب( چهار طرف گیردار میc-c-c-cساده وکمترین آن مربوط به تکیه گاه )

 

 ب تخلخل های مختلف(جابه جایی های عرضی به ازای ضری3شکل)

 

 𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 

c-c-c-c 90.6023 186.6994 186.6994 273.8184 341.4099 343.0146 

s-s-s-s 49.1044 124.3242 124.3242 197.7891 253.2763 253.2763 

c-f-c-f 56.3667 66.2795 108.4597 157.4250 171.3321 200.9353 

c-s-c-s 72.7027 137.8726 176.6158 238.5258 261.8943 335.4650 

c-c-c-c Di 𝑤1 𝑤2 𝑤3 𝑤4 𝑤5 𝑤6 

 PNND 84.4811 174.2438 174.2438 254.5007 319.3382 320.8054 

 PSND 90.6023 186.6994 186.6994 273.8184 341.4099 343.0146 

 PUD 80.8966 167.0563 167.0563 242.4139 307.0835 308.4463 
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 (جابه جایی عرضی به ازای ضرایب اسکمپتون های مختلف4شکل) .

 

 های مختلفجایی عرضی به ازای توزیع تخلخل( جابه5شکل )

 

 (جابه جایی عرضی ورق برای شرایط مرزی مختلف6شکل)
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 نتایج تحلیل دینامیکی: 5-2-3

پردازیم. برای این منظور فرض می کنیم که نیروی دینامیکی دراین بخش به بررسی رفتار دینامیکی ورق )جابه جایی عرضی نقطه میانی ورق( می

(بیانگر 7کند. شکل)ثانیه به ورق مربعی متخلخل مدرج تابعی که بر روی تکیه گاه گیردار قرار گرفته اثر می 0.005در بازه زمانی  p=1e6 Nگسترده 

دهد که دامنه ارتعاشات ورق با افزایش باشد. نتایج به دست آمده نشان میهای مختلف میجابه جایی عرضی نقطه میانی ورق برای ضریب تخلخل

تعاشات آن کاهش پیدا خواهد کرد. همچنین با افزایش ضریب اسکمپتون مقدار دامنه ارتعاشی ورق کاهش و ضریب تخلخل افزایش و فرکانس ار

((. همچنین اثر نوع 8یابد  به این علت که با افزایش ضریب اسکمپتون ماتریس سفتی سازه افزایش می یابد )شکل)فرکانس ارتعاشات آن افزایش می

داده شده است بطوریکه بیشترین دامنه ارتعاشات مربوط به توزیع تخلخل یکنواخت و کمترین آن مربوط  ( نشان9توزیع تخلخل مختلف در شکل )

 باشد.به توزیع تخلخل متقارن می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 جایی عرضی نقطه میانی ورق به ازای ضرایب تخلخل های مختلف(  تاریخچه زمانی جابه7شکل)

 
 نقطه میانی برای ضرایب اسکمپتون ها مختلفجایی عرضی ( تاریخچه زمانی جابه8شکل)
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 های مختلفجایی عرضی نقطه میانی به ازای توزیع تخلخل( تاریخچه زمانی جابه9شکل)

 

 گیری نتیجه. 7

غیر خطی در این پژوهش پاسخ استاتیکی و دینامیکی و ارتعاشات آزاد ورق متخلخل مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفت. دو نوع توزیع تخلخل 

رای متقارن و غیر خطی نامتقارن در راستای ضخامت در نظر گرفته شده است. برای تحلیل از تئوری ورق مرتبه اول برشی ورق استفاده شده است. ب

ارامتر های بیان معادلات حرکت از معادلات لاگرانژ و برای حل روابط حاکم بر مسئله از روش اجزا محدود و نیومارک استفاده شد و سپس تاثیر پ

های مختلف از جمله ضریب تخلخل، ضریب اسکمپتون، ضخامت ورق، شرایط مرزی و توزیع تخلخل بر توزیع خیز استاتیکی و دینامیکی و فرکانس

 طبیعی مورد بررسی قرار گرفت.

باشد و با افزایش ضریب اسکمپتون فرکانس طبیعی دهد که در شرایط تخلیه شده ورق دارای فرکانس طبیعی کمتری مینتایج بدست آمده نشان می

یابد و این روند برای هردو نوع توزیع غیرخطی متقارن تخلخل و توزیع غیرخطی نامتقارن تخلخل صادق است. این در حالی است که ورق افزایش می

فزایش ضریب تخلخل برای توزیع غیرخطی متقارن سبب افزایش فرکانس طبیعی خواهد شد، اما برای توزیع غیرخطی نامتقارن سبب کاهش فرکانس ا

طبیعی خواهد شد. همچنین نتایج نشان دادند که بیشترین فرکانس طبیعی مربوط به ورق چهار طرف گیردار و کمترین فرکانس طبیعی مربوط به 

باشد. نتایج نشان داد که بیشترین فرکانس طبیعی برای توزیع تخلخل غیرخطی متقارن و کمترین فرکانس مربوط به توزیع طرف ساده میورق چهار 

 باشد.تخلخل یکنواخت می

 ضمیمه 

 ضمیمه:

𝑵𝟏 =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝜻)(𝟏 − 𝜼)  

𝑵𝟐 =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝜻)(𝟏 − 𝜼)  

𝑵𝟑 =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝜻)(𝟏 + 𝜼)  

𝑵𝟒 =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝜻)(𝟏 + 𝜼) ( 
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[𝑵] =

[
 
 
 
 
𝑵𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝑵𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 
𝟎 𝟎 𝑵𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 ]

 
 
 
 

 

[𝑸(𝒆)] = [
𝒘𝟎𝟏 𝒖𝟎𝟏 𝒗𝟎𝟏 𝜽𝒙𝟏 𝜽𝒚𝟏 𝒘𝟎𝟐  𝒖𝟎𝟐 𝒗𝟎𝟐 𝜽𝒙𝟐 𝜽𝒚𝟐 𝒘𝟎𝟑 𝒖𝟎𝟑 𝒗𝟎𝟑 𝜽𝒙𝟑 𝜽𝒚𝟑 𝒘𝟎𝟒 𝒖𝟎𝟒 𝒗𝟎𝟒 

𝜽𝒙𝟒 𝜽𝒚𝟒                                                                                                                                       
] 

 

𝑩𝒇 = [𝒅𝒇][𝑵] =

[
 
 
 
 
 
 𝟎 𝟎 𝟎 

𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒙

 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒚

𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒙 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

𝑩𝒎 = [𝒅𝒎][𝑵] =

[
 
 
 
 
 
 𝟎 

𝝏𝑵𝟏
𝝏

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 

𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎

𝟎 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒚

 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎
]
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑩𝒄 = [𝒅𝒄][𝑵] =

[
 
 
 
𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝑵𝟏 𝟎 
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝑵𝟐 𝟎 
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝑵𝟑 𝟎 
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒙

 𝟎 𝟎 𝑵𝟒 𝟎

𝝏𝑵𝟏
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟏  
𝝏𝑵𝟐
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟐  
𝝏𝑵𝟑
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟑  
𝝏𝑵𝟒
𝝏𝒚

 𝟎 𝟎 𝟎 𝑵𝟒

  

]
 
 
 

 

 

 

 مراجع -8

[1] Theodorakopoulos, D. D., & Beskos, D. E. (1994). Flexural vibrations of poroelastic plates. Acta 

Mechanica, 103(1), 191-203.  

[2] Leclaire, P., Horoshenkov, K. V., Swift, M. J., & Hothersall, D. C. (2001). The vibrational response of a 

clamped rectangular porous plate. Journal of Sound and Vibration, 247(1), 19-31.  

[3] Magnucki, K., & Stasiewicz, P. (2004). Elastic buckling of a porous beam. Journal of Theoretical and 

Applied Mechanics, 42(4), 859-868.  

[4] Debowski, D., & Magnucki, K. (2006, December). Dynamic stability of a porous rectangular plate. 

In PAMM: Proceedings in Applied Mathematics and Mechanics (Vol. 6, No. 1, pp. 215-216). Berlin: WILEY‐
VCH Verlag. 

[5] Belica, T., & Magnucki, K. (2006, December). Dynamic stability of a porous cylindrical shell. In PAMM: 

Proceedings in Applied Mathematics and Mechanics (Vol. 6, No. 1, pp. 207-208). Berlin: WILEY‐VCH 

Verlag. 



 106 86-108-( 2020-2021) 1399سال 4شماره 10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره 

 

108-86-(2021-2020) 1399 زمستان 4شماره  10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره   

[6] Mojahedin, A., Jabbari, M., Khorshidvand, A. R., & Eslami, M. R. (2016). Buckling analysis of 

functionally graded circular plates made of saturated porous materials based on higher order shear deformation 

theory. Thin-Walled Structures, 99, 83-90. 

[7] Magnucka-Blandzi, E. (2008). Axi-symmetrical deflection and buckling of circular porous-cellular 

plate. Thin-walled structures, 46(3), 333-337. 

[8] فصلنامه " تحلیل خمش و کمانش صفحه متخلخل دایروی با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول "عظم قاسمی علیرضا اعظمی وا 

1392پاییز -پژوهشی مهندسی مکانیک جامدات سال ششم شماره ویژه دوم–علمی   

[9] Mojahedin, A., Joubaneh, E. F., & Jabbari, M. (2014). Thermal and mechanical stability of a circular porous 

plate with piezoelectric actuators. Acta Mechanica, 225(12), 3437-3452. 

[10] Jabbari, M., Mojahedin, A., & Haghi, M. (2014). Buckling analysis of thin circular FG plates made of 

saturated porous-soft ferromagnetic materials in transverse magnetic field. Thin-Walled Structures, 85, 50-56. 

[11] Jabbari, M., Mojahedin, A., & Joubaneh, E. F. (2015). Thermal buckling analysis of circular plates made 

of piezoelectric and saturated porous functionally graded material layers. Journal of Engineering 

Mechanics, 141(4), 04014148. 

[12] Ebrahimi, F., & Habibi, S. (2016). Deflection and vibration analysis of higher-order shear deformable 

compositionally graded porous plate. Steel and Composite Structures, 20(1), 205-225. 

[13] Chen, D., Yang, J., & Kitipornchai, S. (2015). Elastic buckling and static bending of shear deformable 

functionally graded porous beam. Composite Structures, 133, 54-61. 

[14] Chen, D., Yang, J., & Kitipornchai, S. (2016). Free and forced vibrations of shear deformable functionally 

graded porous beams. International journal of mechanical sciences, 108, 14-22. 

[15] Ebrahimi, F., & Jafari, A. (2018). A four-variable refined shear-deformation beam theory for thermo-

mechanical vibration analysis of temperature-dependent FGM beams with porosities. Mechanics of Advanced 

Materials and Structures, 25(3), 212-224. 

[16] Mojahedin, A., Jabbari, M., Khorshidvand, A. R., & Eslami, M. R. (2016). Buckling analysis of 

functionally graded circular plates made of saturated porous materials based on higher order shear deformation 

theory. Thin-Walled Structures, 99, 83-90. 

[17] Galeban, M. R., Mojahedin, A., Taghavi, Y., & Jabbari, M. (2016). Free vibration of functionally graded 

thin beams made of saturated porous materials. Steel and Composite Structures, 21(5), 999-1016. 

[18] Ebrahimi, F., & Hashemi, M. (2016). On vibration behavior of rotating functionally graded double-tapered 

beam with the effect of porosities. Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part G: Journal of 

Aerospace Engineering, 230(10), 1903-1916. 

[19] Chen, D., Kitipornchai, S., & Yang, J. (2016). Nonlinear free vibration of shear deformable sandwich 

beam with a functionally graded porous core. Thin-Walled Structures, 107, 39-48. 

[20] Jabbari, M., Rezaei, M., & Mojahedin, A. (2016). Mechanical buckling of FG saturated porous rectangular 

plate with piezoelectric actuators. Iran. J. Mech. Eng., 17(2), 46. 



 107 کامران عاصمی .......استفاده با تابعی مدرج متخلخل ورق آزاد ارتعاش و دینامیکی  استاتیکی، تحلیل

 

108-86-(2021-2020) 1399 زمستان 4شماره 10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره   

[21] Rezaei, M., Mojahedin, A., & Eslami, M. R. (2016). Mechanical Buckling of FG Saturated Porous 

Rectangular Plate under Temperature Field. Iranian Journal of Mechanical Engineering Transactions of the 

ISME, 17(1), 61-78. 

[22] Arani, A. G., Khoddami Maraghi, Z., Khani, M., & Alinaghian, I. (2017). Free vibration of embedded 

porous plate using third-order shear deformation and poroelasticity theories. Journal of Engineering, 2017. 

[23] Al Rjoub, Y. S., & Hamad, A. G. (2017). Free vibration of functionally Euler-Bernoulli and Timoshenko 

graded porous beams using the transfer matrix method. KSCE Journal of Civil Engineering, 21(3), 792-806. 

[24] Fouda, N., El-Midany, T., & Sadoun, A. M. (2017). Bending, buckling and vibration of a functionally 

graded porous beam using finite elements. Journal of applied and computational mechanics, 3(4), 274-282. 

[25] Mojahedin, A., Jabbari, M., & Rabczuk, T. (2018). Thermoelastic analysis of functionally graded porous 

beam. Journal of Thermal Stresses, 41(8), 937-950. 

[26] Tang, H., Li, L., & Hu, Y. (2018). Buckling analysis of two-directionally porous beam. Aerospace Science 

and Technology, 78, 471-479. 

[27] Yang, J., Chen, D., & Kitipornchai, S. (2018). Buckling and free vibration analyses of functionally graded 

graphene reinforced porous nanocomposite plates based on Chebyshev-Ritz method. Composite 

Structures, 193, 281-294.. 

 

[28] Wu, D., Liu, A., Huang, Y., Huang, Y., Pi, Y., & Gao, W. (2018). Dynamic analysis of functionally 

graded porous structures through finite element analysis. Engineering Structures, 165, 287-301. 

[29] Babaei, M., Hajmohammad, M. H., & Asemi, K. (2020). Natural frequency and dynamic analyses of 

functionally graded saturated porous annular sector plate and cylindrical panel based on 3D 

elasticity. Aerospace Science and Technology, 96, 105524. 

[30] Babaei, M., Asemi, K., & Safarpour, P. (2019). Natural frequency and dynamic analyses of functionally 

graded saturated porous beam resting on viscoelastic foundation based on higher order beam theory. Journal 

of Solid Mechanics, 11(3), 615-634. 

[31] Babaei, M., Asemi, K., & Kiarasi, F. (2020). Static response and free-vibration analysis of a functionally 

graded annular elliptical sector plate made of saturated porous material based on 3D finite element 

method. Mechanics Based Design of Structures and Machines, 1-25. 

[32] Babaei, M., & Asemi, K. (2020). Stress analysis of functionally graded saturated porous rotating thick 

truncated cone. Mechanics Based Design of Structures and Machines, 1-28. 

[33] Babaei, M., Asemi, K., & Kiarasi, F. (2021). Dynamic analysis of functionally graded rotating thick 

truncated cone made of saturated porous materials. Thin-Walled Structures, 164, 107852. 

[34] Asemi, K., Babaei, M., & Kiarasi, F. (2020). Static, natural frequency and dynamic analyses of 

functionally graded porous annular sector plates reinforced by graphene platelets. Mechanics Based Design of 

Structures and Machines, 1-29. 

[35] Babaei, M., Asemi, K., & Safarpour, P. (2019). Buckling and static analyses of functionally graded 

saturated porous thick beam resting on elastic foundation based on higher order beam theory. Iranian Journal 

of Mechanical Engineering Transactions of the ISME, 20(1), 94-112. 



 108 86-108-( 2020-2021) 1399سال 4شماره 10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره 

 

108-86-(2021-2020) 1399 زمستان 4شماره  10مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره   

[36] Jamshidi, M., & Arghavani, J. (2018). Optimal material tailoring of functionally graded porous beams for 

buckling and free vibration behaviors. Mechanics Research Communications, 88, 19-24. 

[37] Zhao, J., Xie, F., Wang, A., Shuai, C., Tang, J., & Wang, Q. (2019). Dynamics analysis of functionally 

graded porous (FGP) circular, annular and sector plates with general elastic restraints. Composites Part B: 

Engineering, 159, 20-43.  

[38] Zhao, J., Xie, F., Wang, A., Shuai, C., Tang, J., & Wang, Q. (2019). A unified solution for the vibration 

analysis of functionally graded porous (FGP) shallow shells with general boundary conditions. Composites 

Part B: Engineering, 156, 406-424. 

 

[39] Rezaei, A. S., & Saidi, A. R. (2015). Exact solution for free vibration of thick rectangular plates made of 

porous materials. Composite Structures, 134, 1051-1060. 

 

 

 

 


