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2}مجموعه پیمانه جهت تشخیص سرریز در ارائه روشی کارآمد و سریع − 1 , 2 , 2 + 1}
چکیده

سیستم اعداد . امروزه با توجه به پیشرفت تکنولوژي و فناوري اطلاعات نیاز به محاسبات سریع داده امري ضروري می باشد
هاي تقسیم عدد بر چندین پیمانه، اي، سیستمی نامتعارف و غیروزنی است که محاسبات به صورت موازي روي باقیماندهمانده

اینیکی از مشکلات.گرددمیمصرفیمحاسبات باعث بالا رفتن سرعت محاسبات و کاهش تواناینگونه انجام . شودانجام می
رفع این مشکل در براي. اي و طبیعت بی وزن بودن اعداد استسیستم انتشار سرریز است که به دلیل انجام عملیات پیمانه

در . ار جهت مقایسه و شناسایی سرریز ضروري استدبسیاري از موارد استفاده از مبدل برعکس و تبدیل اعداد به سیستم وزن
}روي مجموعه پیمانهبر جدیدي به منظور بهبود شناسایی سرریز الگوریتماین مقاله − , , + ارائه می دهیم که {

علاوه برهمچنین روش پیشنهادي در مقایسه با روش هاي قبلی، . نیازي به انجام مقایسه کامل و فرآیند تبدیل معکوس ندارد
.تاخیر در آن بسیار پایین است، هاي سخت افزاري کمترمولفه

}سیستم اعداد مانده اي، شناسایی سرریز، مجموعه پیمانه :واژگان کلیدي − , , + .، مضرب مشترك{

Provide Efficient and Speed Method for Detecting Overflow in Module Set { − , , + }
Abstract

Nowadays, due to advances in technology and information technology fast processing of data is a
growing need. Residue Number System is an unconventional and non-Weighted System that parallel
computing on remainders of dividing number on several modules is performed. The computations are
performed cause to increase the speed of computing and reduce the power consumption.

One of the problems in this system is published overflow that due to the modular operations and nature
of non-weighting numbers. In order to solve this problem in many cases using to binary number system
converter and convert the number to the weighted numbers to comparison and overflow detection is
necessary.

In this article, the novel methods to improve the detection of overflow in moduli set {2n-1, 2n, 2n+1}
without doing a full comparison and need the reverse convert process. Also The proposed method is
compared with previous approaches, in addition to fewer hardware components, the delay is very low.

Key words: Residue Number System(RNS), Overflow Detection, moduli set {2n-1, 2n, 2n+1},Common Multiple.



مقدمه- 1

به عنوان . تواند اشکال مختلفی داشته باشداعداد مینمایش 
سیستم . اشاره کرد1ايتوان به سیستم اعداد ماندهمثال می

اي یکی از مباحث مطرح در حساب کامپیوتري اعداد مانده
هاي قرن بیستم مورد تحقیق و باشد که از نیمهسریع می

وزنیغیرسیستماین سیستم، یک]. 1[بررسی بوده است 
در .شودمیمشخصهاپیمانهازايمجموعهباکهاست

باشنداولدوبهدوهمبهنسبتهاپیمانهتمامیکهصورتی
بارامحاسباتسرعتتوانمیهمچنین. استبهینهسیستم

بدین نیزرامصرفیتوانودادافزایشتاخیرکردنکم
]. 2[دادکاهشصورت

خواص جمع و ضرب بدون اي چون داراي سیستم اعداد مانده
اي است در رقم نقلی و تفریق بدون رقم قرضی بین پیمانه

محاسبات سرعت بالا و در کاربردهاي پردازش سیگنال 
، ]4[4، پردازش تصویر3، فیلترهاي دیجیتال]3[2دیجیتال

و ]RSA5]5رمزنگاري از جمله در الگوریتم رمزنگاري
تباطات دیجیتال، بطور کلی در کاربردهایی که در یک را

محدوده از اعداد، اعمال جمع و تفریق و ضرب تکرار 
علاوه براین، در این سیستم بدلیل . شوند بسیار کاربرد داردمی

. شودها بطور جداگانه انجام میاینکه محاسبات روي باقیمانده
بیفتد تاثیر آن ها اتفاقاگر خطایی روي یکی از این باقیمانده

گردد در حالیکه در سیستم هاي ها منتقل نمیبر دیگر پیمانه
متداول همانند مبناي دودویی یا مبناي دهدهی، عملیات 

به عبارت دیگر . ریاضی نیازمند انتشار رقم نقلی هستند
پذیر هستند به ذاتاً در مقابل خطا تحملRNSهاي معماري

یط هاي نویزدار مانند شبکه همین دلیل می توان آن را در مح
به منظور کدینگ ارتباطات استفاده کرد که 6هاي حسگر بیسیم

به سیستم، می توان تشخیص و 7با افزودن پیمانه هاي اضافی
]. 6[را به آسانی فراهم نمود8تصحیح خطا

1Residue Number System
2 Digital Signal Processing
3 Digital Filtering
4 Image Processing
5 Cryptography
6 Wireless Sensor Network
7 Redundant Module
8 Error Detection and Correction

سرعت،ازعبارتندحسابیعملیاتانجامدرپارامترهامهمترین
. حسابواحدهايمصرفیتوانوافزاريسربار سخت

شناسایی سرریز یکی از موارد اصلی در طراحی مؤثر و کارآمد 
کاربرد شناسایی سرریز در .اي استهاي اعداد ماندهسیستم

مطالعات نشان می . نتایج حاصل از عملیات حسابی است
دهد که یکی از ساده ترین راهها براي تشخیص سرریز در 

زمانی[M-1 ,0]در بازه YوXجمع دو عدد دهدهی
X+Y>=Mبنابراین مسئله تشخیص سرریز در . است که باشد

سیستم اعداد وزن دار می تواند با یک مقایسه ساده نیز 
روش عمومی براي شناسایی سرریز ]. 9[تشخیص داده شود

در فرآیند جمع دو عدد در سیستم اعداد مانده اي، نیاز به 
کمتر از X+Y mod mمقایسه اعداد دارد بطوریکه اگر حاصل 

Xوزن بودن از طرفی به دلیل بی. شود سرریز اتفاق می افتد
هاي این سیستم، انجام عمل مقایسه در آن نسبت به سیستم

به منظور رفع این مشکل در . یار پیچیده استدار بسوزن
بسیاري از موارد استفاده از مبدل برعکس و تبدیل اعداد به 

دار جهت مقایسه و شناسایی سرریز ضروري سیستم وزن
قبلی نیز، نیاز به تبدیل ROM-baseدر الگوریتم هاي . است

اي به دودویی است که این امر فرآیندي اعداد از سیستم مانده
].7[باشدانبر میزم

در این مقاله روشی جهت تشخیص سرریز در سیستم اعداد 
سخت مانده اي ارائه می شود که داراي سرعت بیشتر و هزینه 

افزاري کمتري نسبت به روش هاي پیشین است تا از این
اي جهت استفاده در طریق کارایی سیستم اعداد مانده

ظور مجموعه بدین من. هاي محاسباتی افزایش یابدسیستم
2{پیمانه – 1 , 2 , 2 + را براي رنج اعداد داینامیک }1

بدین دلیل مورد توجه است این پیمانه. زوج در نظر می گیریم
، پیچیدگی )EAC(9که با توجه به خاصیت بازگشت رقم نقلی
پیمانه هاي دیگرکم عملیات حسابی آن نیز نسبت به مجموعه 

.باشدتر می

9 End-around-carry



پیش زمینه- 2

اعداد مانده اي به وسیله یک مجموعه پیمانه سیستم
,{همانند , , ، که همه پیمانه ها اعداد },

بزرگترین ناحیه . صحیح و مثبت می باشند مشخص می شود
a−]ممکن در محدوده نمایش  , a + M) می باشد کهa یک

برابر است با حاصلضرب همه پیمانه ها در Mعدد صحیح و 
.همدیگر

= ∏ )1       (

براي داشتن ماکزیمم دامنه نمایش اعداد در این سیستم ، این 
پیمانه ها باید بصورتی انتخاب شوند که  دو به دو نسبت به 

بزرگترین مقسوم علیه مشترك هم اول باشند به عبارت دیگر
. آن ها یک باشد که معمولا به صورت زیر نوشته می شود

و = 1 , ≠ )2 (

≥که Xعدد صحیح  < ، نمایش یکتایی، در +
سیستم اعداد مانده اي دارد که به وسیله مجموعه باقیمانده 

)هاي  , , , , نمایش داده می شود ، (
]: 7[بطوریکه

RNS , ,… ., , = , =1,2,3, … , )3 (

اي به اعداد باینري اي تبدیل اعداد ماندهدر سیستم اعداد مانده
هاي قضیه باقیمانده چینی یا سیستم معمولا بر اساس روش
ها بصورت هر دوي این روش. باشداعداد مبناي درهم می

کننده شوند و به دلیل اینکه تعداد زیادي جمعترتیبی اجرا می
باید بصورت سریال پشت سر هم اجرا شوند در نتیجه تاخیر 

یاد اي آن بسیار زمحاسبه عدد وزنی از معادل مانده
].   8[باشدمی

اصول طرح پیشنهادي در سیستم اعداد مانده اي براي کلیه 
مجموعه پیمانه هایی است که فقط یکی از پیمانه هاي آن 
زوج باشد که در مجموعه پیمانه در نظر گرفته شده نیز این 

محدوده نمایش پویا براي یک سیستم . شرط برقرار است
2{اي با مجموعه پیمانه مانده – 1 , 2 , 2 + به } 1

صورت زیر می باشد که این محدوده نمایش تعداد بیت هاي 
:را نیز نشان می دهدROMمورد استفاده براي 

= (2 – 1). (2 ). (2 + 1) = 2 −2 )4(

xسه بیت که بیت هاي :1تعریف , y , P ،نامیده می شوند
نشانگر زوج یا فرد بودن مضرب ها هستند و طبق فرمول زیر 

اگر مضرب عدد فرد باشد آن ها را متناظر با . بدست می آیند
را براي آن ها در نظر می 0اشد بیت و اگر زوج ب1بیت 
. گیریم

x = X mod m ↔ X = k.m + x )5                (

شناسایی سرریز در مجموعه پیمانه - 3
}– , , +{

در مرحله اول با در نظر گرفتن مجموعه پیمانه مورد نظر 
با در نظر گرفتن . را محاسبه می کنیم2مضرب هاي پیمانه 

0]که در بازه و Xدو عدد  , − هستند بررسی می [1
=.کنیم که این اعداد در کدام مجموعه از مضرب ها هستند 2 += 2 + )6(

=براي  1 , : داریم 2
0 ← 1زوج ← فرد

در yبا و براي با Xبیت حاصل در این مرحله را براي 
.   نظر می گیریم

)را به پیمانه هاي و Xحاصل جمع  m1, 2 , m3) بدست
. می آوریم

)7   (= + ≡ ( z , , z )
xبراي آنکه بررسی کنیم : 2تعریف  + y ≥ هست یا نه2
استفاده می کنیم Aمتغیري به نام از 

=که ( + به عبارت دیگر اگر . است(
Carryداراي و Xمجموع دو عدد  − out باشد بدین معنی

Aهست و 2بزرگتر یا مساوي پیمانه +است که 



برابر یک را براي آن در نظر می گیریم در غیر اینصورت بیت 
. براي آن در نظر گرفته می شود0

xبر اساس مقادیر  , y , A اگر سرریزي رخ ندهد انتظار داریم
این مقادیر براساس جدول . برابر مقدار زیر باشدzکه 

.بررسی شده است) 1(درستی 

بیت هاي مورد انتظار در صورت عدم وجود سرریزي: )1(جدول 

رابطه ایی به zبر اساس این جدول براي بدست آمدن نتیجه
z:صورت زیر خواهیم داشت = x ⨁ y ⨁ ( + ) = ⨁ ⨁A

)8(

دول می جبر این اساس به بررسی چند حالت از این : اثبات
. پردازیم

0اگر حالتی را در نظر بگیریم که : حالت اول = x0 = y یعنی در
زوج 2نسبت به پیمانهو رابطه هاي زیر مضرب هاي 

هستند که جمع این دو عدد به صورت زیر نشان داده می 
=:شود 2 2 += 2 2 ++ = 2( + ) ∗ 2 + + = 2 2 +

)9 (

Carry(و اگر در جمع این دو عدد رقم نقلی  − out ( نداشته
Aباشیم پس بیت  = است بنابراین اگر سرریزي رخ نداده 0

zباشد = =می باشد و اگر بیت 0 باشد در صورتی که 1
zسرریزي وجود نداشته باشد = .می باشد1

در اینجا حالتی را در نظر می گیریم که یکی از :حالت دوم 
پیمانه ها عددي فرد و پیمانه دیگر عددي زوج باشد پس 

0حاصل نتیجه این دو بیت به صورت   = x1 = y 1یا = x0 = y
در 1یا 0بدین معنی است که بر اساس بیت هاي . خواهد بود

. زوج یا فرد هستندو رابطه زیر به ترتیب مضرب هاي 
را فرد را زوج و مضرب عدد پس اگر مضرب عدد 

=:فرض کنیم، جمع این دو عدد را به صورت زیر داریم 2 2 += 2( +1)2 ++ = (2( + ) + 1) ∗ 2 + + = 2( +1)2 +
)10(

Aاگر مقدار بیت  = باشد در صورتی که سرریزي رخ نداده 0
zباشد  = Aاست و اگر بیت 1 = باشد به معناي وجود 1

zرقم نقلی است بنابراین اگر بیت  = باشد یعنی سرریزي 0
.رخ نداده است

به همین صورت براي بقیه ي حالات نیز این روابط برقرار 
.است

را 2، مضرب zپس از بدست آوردن حاصل نتیجه 
بدست می آوریم که اگر مضرب بدست آمده زوج یا فرد Zدر

را براي آن در نظر می گیریم و با 1و 0بود بیت هاي متناظر  Pبراي ذخیره نتیجه حاصل جمع از یک . نمایش می دهیم ROMاستفاده می کنیم .

در آخر براي اطمینان از وجود یا عدم وجود سرریز در جمع 
مقایسه XORرا با گیت Pوzنتایج بیتهاي Yو Xدو عدد 
نتیجه نهایی با سیگنال خروجی سرریز مشخص می . می کنیم

اگر نتیجه این مقایسه یک بود سرریز نداریم در غیر .شود
به . با سرریز همراه استYو Xاینصورت جمع دو عدد 

به معناي وجود سرریز و 1عبارت دیگر خروجی معادل بیت 

x4 y4 A Z4

مورد انتظار در صورت 
عدم وجود سرریزي

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1



لذا . دم وجود سرریز استبه معناي ع0خروجی معادل بیت 
:می توان تمام این موارد را به صورت الگوریتم زیر بیان کرد

}2 – 1 , 2 , 2 + مجموعه پیمانه: } 1

2 – 1). (2 ). (2 + 1)(=0 ≤ ≤ − 10 ≤ ≤ − 1( 1, 2, 3, 4)( 1 , 2, 3, 4)= ∗ += ∗ += +0 ≤ ≤ − 1( 1, 2, 3)= ( + ) , = 1,2,3,4= ⊕ ⊕ 2
)11( ( ⊕ == 1 )<< " ";<< " ";

و Xطشود، در فرآیند جمـع دو عـدد   همانطور که مشاهده می
Y تابع شناسایی سرریز در محدوده نمایشMعبارتست از : =⊕ ⊕ ⊕ _ 2 )12(

. منطقی استXORبیانگر علامت ⊕در رابطه بالا علامت 

لازم است ابتدا مضرب هاي دو عدد 8-4با توجه به رابطه 
تعیین شده، سپس بر 2حاصل از پیمانه مورد نظر و

اساس مقایسه اي که بین آن ها با بیت در نظر گرفته شده 
براي مضرب حاصل جمع انجام می شود، و با استفاده از مدار 

شود که آیا سرریز اتفاق افتاده یا پیشنهادي تشخیص داده می
بنابراین مسئله مهم تعیین زوج و فرد بودن مضرب اعداد . خیر

.است2نسبت به پیمانه _مانده اي و حاصل 

به دلیل انجام مقایسه اي بهتر با دیگر مقالات فرض براین شده 
به ما Yو Xاست که براي تشخیص سرریز مجموع دو عدد 

داده شده است و از تاخیر و مساحت جمع کننده هاي پیمانه 
.اي صرفه نظر می شود

1سرریز در شکل پیاده سازي مدار پیشنهادي جهت شناسایی
اساس واحد تشخیص سرریز اینبر. نشان داده شده است

. استو XORشامل گیت هاي 

مدار شناسایی سرریز در سیستم اعداد مانده اي: )1(شکل

مدار پیشنهادي، جهت (AT)2زمانو1پارامترهاي مساحت
2{شناسایی سرریز در مجموعه پیمانه  – 1 , 2 , 2 + 1{

اي با استفاده از مدل استاندارد گیت یکتا از سیستم اعداد مانده
در این مدل، هر گیت پایه دو ورودي . ]10[برآورد شده است

و A=1مساحتی برابرNANDوAND ،OR،NORهمچون 
همچنین در مورد هر گیت دو . دارندT=1تأخیري برابر با 

=A=T.توان گفت میXOR / XNORورودي  بنابراین 2
مدار پیشنهادي با استفاده از (AT)پارامترهاي مساحت و زمان 

=:مدل استاندار گیت پایه عبارتند از 3 + = 6 +T = τ + τ = 2 + T )13      (

بررسی مثال-3-1

در این بخش براي روشن تر شدن مطالب ارائه شده در 
با فرض .هاي پیشین به ارائه یک مثال می پردازیمقسمت 

=اینکه مجموعه پیمانه  را YوXدو عدد . را داریم(3,4,5)
0در بازه ي  − . در نظر می گیریم59

1 Area
2 Time



RNS}5,4,3{محاسبه گروهی از اعداد براي :)2(جدول

Xمی خواهیم وجود یا عدم وجود سرریز را در جمع دو عدد  = Yو 15 = .بر اساس الگوریتم پیشنهادي بررسی کنیم55

را 0و اگر زوج باشد بیت 1اگر مضرب عدد فرد باشد بیت 
و معادل 1و0این بیت هاي . براي آن در نظر می گیریم

. در سیستم اعداد مانده اي هستند

= 15 = 3 ∗ 4 + 3 → 3 عدد مضرب فرد = 1 ≡
= 55 = 13 ∗ 4 + 3 → 3 عدد مضرب فرد = 1 ≡

در اینجا با توجه به فرد بودن هر دو مضرب پس براي دو بیت 
.در نظر گرفته می شود1بیت و 

را نیز محاسبه می Yو Xدر مرحله بعد حاصل جمع دو عدد 
کنیم و بعد از محاسبه مضرب آن در صورت زوج یا فرد بودن 

Pرا معادل آن در می گذاریم که آن را با 1یا 0بیت هاي 
.نشان می دهیم

= + = 70 ≡ 10 = 2 ∗ 4 + 2 →
2 عدد مضرب زوج = 0 ≡
مضرب بدست آمده از حاصل جمع عددي زوج است که 

. است0معادل بیت 

= 15 = 0,3,0
+ = 55 = 1,3,0

= 10 = 1,2,0

در −بر اساس حاصل جمع بدست آمده بیت 
قرار می 1داریم پس این بیت را معادل بیت را 2=4پیمانه 

_و ، حاصل سه بیت . دهیم را به =
.بدست می آیدمی کنیم و نتیجه XORصورت زیر باهم 

= ⊕ ⊕ ( _ 4) = 1 ⊕ 1 ⊕1 = 1
انتظار داریم که مجموع دو عدد در با یک شدن حاصل 

این پس براي اطمینان از. نظر گرفته شده همراه با سرریز باشد
مقایسه می کنیم، این عمل مقایسه Pرا با بیت مطلب بیت 
0بیت XORاگر نتیجه این . انجام می دهیمXORرا با گیت 

شد به معنی این است که دو بیت یکسان هستند و سرریز رخ 
=. نمی دهد در غیر اینصورت سرریز خواهیم داشت ⊕ = 1 ⊕ 0 = 1

می بینیم Pو بین حاصل XORدر این مثال بعد از انجام 
است پس در جمع دو 1که نتیجه بدست آمده معادل بیت 

.اتفاق می افتدسرریز YوXعدد 

مقایسه - 4

شناسایی سرریز علاوه بر روش هایی که مبتنی بر مبدل 
برعکس می باشد با استفاده از مقایسه مانده اي نیز می تواند 

از آنجائیکه طرح پیشنهادي نیازي به . تشخیص داده شود
افزار و عملیات مذکور ندارد، از  اینرو در این بخش سخت

و با استفاده 3در جدول] 11[با مقالهتأخیر روش پیشنهادي را
همانطور که . مقایسه می کنیم4از مدل واحد گیت در جدول 

ملاحظه می شود تاخیر مقایسه در الگوریتم پیشنهادي 
XOR+ ROM است و تنها سخت افزار لازم جهت پیاده سازي

براي دو ورودي و حافظه XORاین الگوریتم سه گیت 
. ذخیره حاصل جمع می باشد

از نظر است کههاي صورت گرفته بهبودهایینتایج مقایسه
شدهنشان داده3افزار موردنیاز در جدول سرعت و سخت

براي شناسایی سرریز ارائه شده ] 11[روشی که در .است
بیت هاي علامت سه بار مراجعه به است براي بدست آوردن 

نیاز دارد اما طرح پیشنهادي فقط یک مراجعه حافظه 
روش ارائه شده در این بخش از . را داردبه حافظه 

X XRNS Y YRNS Z ZRNS P Result

15 )1,0,3,0( 55 )1,0,3,1( 10 )1,0,2,1( 0 1
19 )0,4,3,1( 44 )1,4,0,2( 3 )1,3,3,0( 0 1

4 )1,4,0,1( 23 )1,3,3,2( 27 )0,2,3,0( 0 0

12 )1,2,0,0( 27 )0,2,3,0( 39 )1,4,3,0( 1 0



افزاري مقرون به صرفه است چون در مقایسه با لحاظ سخت
پارامترهاي اگر .قبلی به مساحت کمتري نیاز داردروش

با ] 11[مدار پیشنهادي را با مرجع (AT)مساحت و زمان 

استفاده ازمدل استاندارد گیت پایه مقایسه کنیم، نتیجه این 
.می باشد4جدولمقایسه به صورت 

]11[مقایسه سخت افزار و تاخیر الگوریتم پیشنهادي با مرجع: )3(جدول 

استفاده از مدل واحد گیتبا ] 11[مقایسه سخت افزار و تاخیر الگوریتم پیشنهادي با مرجع: )4(جدول

Unit gate AreaUnit gate Delayطراحی

]11[5 + A2:1MUX = 83 + T2:1MUX = 5

3AXORطرح پیشنهادي = 6TXOR = 2

نتیجه گیري- 5

تشخیص سرریز از موضوعات اصلی در طراحی کارآمد 
در این مقاله الگوریتمی کارا و مبتنی . استRNSسیستم هاي 

بر روي بر محاسبات ریاضی به منظور شناسایی سرریز 
2{مجموعه سه پیمانه اي  – 1 , 2 , 2 + در سیستم } 1

روش پیشنهادي که الگوریتم.اي ارائه شده استاعداد مانده
است، بجاي انجام مقایسه و شدهبراي شناسایی سرریز ارائه 

اي به اعداد دودویی از یک نیاز به تبدیل اعداد ماندهبدون
تشکیل شده ROMو XORمدار بسیار ساده که از گیت هاي 

بعلاوه روش پیشنهادي کلی است و . کنداستفاده میاست، 
براي همه ي مجموعه پیمانه هایی که یک پیمانه زوج دارند 

این روش با تعداد محدودي مؤلفه . هم استفاده می شود
هاي سازي بوده و سریعتر از الگوریتمافزاري قابل پیادهسخت

.قبلی است

تعداد بیت استفاده تاخیرطراحی
تعداد مراجعات ROMشده در 

ROMHA/FAMUXXOR/XNORAND/ORبه حافظه 

]11[tmux+ 2tXOR+ tAND+ 3tROM23n-2n3−121

طرح
پیشنهادي

tXOR + tROM23n-2n1−−3−
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