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Abstract 
Introduction: We consider the differential equations of the fractional pantograph as follows:  

(1) 
 

{
𝑫𝝁𝒚(𝒕) = 𝒇(𝒕,𝒚(𝒕),𝒚(𝒒𝒕)),    𝒕 ∈ 𝑱 = [0,𝑻],

𝒚(0) = 0,    𝒚(𝑻) = 0,
 

 

where  ،𝟏 < 𝝁 < 2 ، 0 < 𝒒 < 1 and 𝑓 is a continuous function. Also,  ،𝑫𝝁 denotes the derivative of the Caputo fraction. To 

solve problem (1), we transform it into the following Volterra-Fredholm integral equation: 

(2) 

𝒚(𝒕) =
𝟏

𝚪(𝝁)
∫ (𝒕 − 𝒔)𝝁−𝟏

𝒕

𝟎

𝒇(𝒔,𝒚(𝒔),𝒚(𝒒𝒔))𝒅𝒔 

−
𝒕

𝑻𝚪(𝝁)
∫ (𝑻 − 𝝉)𝝁−𝟏

𝑻

𝟎

𝒇(𝝉,𝒚(𝝉),𝒚(𝒒𝝉))𝒅𝝉. 

 
Since the problem (1) and Volterra-Fredholm integral equation (2) are equivalent, they have the same solutions. If equation 

(1) is given along with inhomogeneous boundary conditions, it is possible to use the 𝒖 = 𝒚 − 𝒚1  transformation to obtain 

homogeneous boundary conditions. It yields 𝒚1 =
(𝒚(𝑻)−𝒚(𝟎))

𝑻
𝒕 + 𝒚(0) . 

Method: Suppose  𝐽𝑖
(𝛼,𝛽)

(𝑡) is a Jacobian polynomial of degree i. Considering the  

(3) 𝒚𝑵(𝒕) = ∑

𝑵

𝒊=0

𝒂𝒊𝑱𝒊
(𝜶,𝜷)

(𝒕), 

As an approximation of the solution of the integral equation (2), first, we transfer the integrals on the right side of the 

equation to the range [-1, 1] by changing the variables. Then, by placing the approximation (3) in the equation, we 

approximate the integrals in it using the Gauss-Jacobi integration method. Next, considering N+1 collocation point as 𝒕𝒊 =

𝒊
𝑻

𝑵+2
،𝒊 = 1,2,⋯ ,𝑵 + 1. Let 𝒕 = 𝒕𝒊 in the (3) we have 

𝒚𝑵(𝒕𝒊)) =
1

𝚪(𝝁)
(
𝒕𝒊

2
)𝝁                                   × ∑

𝑴

𝒌=0

𝒇 (
𝒕𝒊(𝒙𝒌 + 1)

2
,𝒚𝑵 (

𝒕𝒊(𝒙𝒌 + 1)

2
) ,𝒚𝑵 (

𝒒𝒕𝒊(𝒙𝒌 + 1)

2
)) 𝝎𝒌 

   −
𝒕𝒊

𝑻𝚪(𝝁)
(
𝑻

2
)𝝁 ∑

𝑴

𝒌=0

𝒇 (
𝑻(𝒙𝒌 + 1)

2
,𝒚𝑵 (

𝑻(𝒙𝒌 + 1)

2
) ,𝒚𝑵 (

𝒒𝑻(𝒙𝒌 + 1)

2
)) 𝝎𝒌, 

 

where 𝒙𝒌 ،𝒌 = 0,1,⋯ ,𝑴 ، are roots of 𝑱𝑴+1
(𝝁−1,0)

(𝒙)  and  𝝎𝒌 are associated weights. The resulting system consists of N+1 

nonlinear algebraic equation in terms of unknown coefficients a_i, by solving which the values of a_i are determined. Then, 

by placing a_i in equation (3), an approximation of the solution of toe problem is given. 

Findings: The results of the implementation of the method on three examples show that the error decreases with the increase 

in the number of basic functions and the higher the order of smoothness of the solution of the problem, the better 

approximation will be obtained. 
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Discussion: In this research, we have numerically solved a set of nonlinear fractional pantograph differential equations with 

boundary conditions using Jacobi polynomials. The present method turns the problem into a system of nonlinear algebraic 

equations, which simplifies the problem. It is suggested to use Jacobi wavelets to solve such problems, because in problems 

where the solution is not smooth enough, using wavelets by keeping the polynomial degree constant and increasing the 

number of wavelets will lead to an improvement in the approximation. 

Keywords: Fractional pantograph differential equation, Boundary conditions, Volterra-Fredholm integral equation, Jacobi 

polynomials. 
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خطی با رحل عددی معادلات دیفرانسیل پانتوگراف کسری غی

 های ژاکوبیایشرایط مرزی با استفاده از چندجمله
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سری غیرایچندجملهی در این پژوهش، یک روش عددی بر پایه چکیده: سیل پانتوگراف ک ی خطهای ژاکوبی برای حل معادلات دیفران

شررود. سرر  ، می ردهلم معادل بیان-انتگرال و ترا صررورت یک معاد هدیفرانسرریل به شررود. ابتدا، معاد همیبا شرررایم مرزی معر ی

ص کات  برای تبدیل معاد ه-محلی نیوتنهم همراه نقاطژاکوبی به-گیری گاوسانتگرال  رمول های ژاکوبی وایچندجمله ل به انتگرال حا

ستگاهی از معادلات جبری غیر ستفادهد سبهمثال و  چنددر آخر، با درنظرگر تن  شود.میخطی ا ، کارایی و دقت ∞𝐿و  𝐿2 خطاهای محا

 شود.میدادهروش پیشنهادی نشان
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 مقدمه. 1

نام پانتوگراف در ساخت  وکوموتیو ای به، وسیله1581او ین بار در سال 

. ]12[شد صورت ریاضی مد سازی، به1791شد و در سال برقی استفاده

 یدایز سندگانیپانتوگراف توسم نو لیفرانسید تمعادلا ،بعد از آن

-معادلات ارائه نیحل ا یبرا یروش عدد نیو چند هقرارگر تمطا عهردمو

 کرد: اشاره ریز مواردبه  توانیم هااین روش نیتراست. از مهمشده

 یریتأخ لیفرانسیمعادلات د یبرا وستهیناپ نیروش گا رک ،]4[ در     

  است.شدهیاز نوع پانتوگراف معر 

 لیفرانسیمعادلات د یبرا کوتا-رانگ یضمن یهاشاز رو ،]13[در      

 . استمتناسب مختلف استفاده شده یرهایبا تأخ

 لیفرانسیحل معادلات د ی ژاندر برا یفیط یهاروش، ]19، 18[در      

 اند. شدهکار بردهپانتوگراف به ریتأخ کیبا 

 تمعادلاحل  یبرا ]11، 3[در  شفیچب یاجملهچند بیتقر     

        .استهداده شدنوع پانتوگراف توسعه  لیفرانسید-و انتگرال لیفرانسید

معادلات پانتوگراف حل  یبرا ]1[ی در ژاکوب یایتوابع گوروش      

  است.شده لیو تحل هیتجز ا تهیمیتعم

 مینظقابل ت یبا مبنا یفیطشبه یریگانتگرال یها یماترهمچنین،      

 .نداشدهیمعر  ]11[در  یکسر یریتأخ لیفرانسیحل معادلات د یبرا

 ریغ یپانتوگراف از مرتبه لیفرانسید مشتق در معاد ه مرتبه اگر

 لی. به د شودیمگفته یپانتوگراف کسر باشد به آن معاد ه حیصح

از محققان آن را  یاریدسته از معادلات، بس نیا یو کاربردها تیاهم

 یهاجواب یکسر لیفرانسیند. اکثر معادلات داهمورد مطا عه قرارداد

ها ل آنبرای ح یعدد یهاکیاز تکن دیبا ن،یندارند، بنابرا یقیقد یلیتحل

 لیفرانسیحل معادلات د یکه برا ییهاکرد. از جمله روشاستفاده

کرد: اشاره ریز یهابه پژوهش توانیاند مشدهارائه یپانتوگراف کسر

 یمرتبه کسر ا تهیمیتعم لوریروش موجک ت کی، ]16[ در سندگانینو

 یریو تأخ یرخطیغ یپانتوگراف کسر لیفرانسیحل معادلات د یرا برا

پانتوگراف  لیفرانسیمعادلات د ی، به حل عدد]9[ اند. درکاربردهبه

-اختهپرد یاقطعه یمرتبه کسر لوریتابع ت یهابیبر اساس تقر یکسر

 لیفرانسید حل معاد ه یبرا یاتیروش عمل کی، ]2[است. در شده

-بهها از موجک سندگانی، نو]7، 5[در است. شدهارائه یپانتوگراف کسر

حل معادلات  یبرا یعدد یهاروش یمعر  یبرا یاهیعنوان توابع پا

 کی، ]8[در همچنین، اند. کردهاستفاده یپانتوگراف کسر لیفرانسید

عادلات حل م یبرا یتوابع کلاه یاتیعمل  یبر ماتر یمبتن یعدد کردیرو

 . تاسشدهمعر ی یپانتوگراف کسر لیفرانسید

ا کسری به شکل زیر ر پانتوگراف مقا ه، معادلات دیفرانسیلدر این 

  م:گیریدرنظرمی

(1) {
𝐷𝜇𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦(𝑞𝑡)),    𝑡 ∈ 𝐽 = [0,𝑇],

𝑦(0) = 0,    𝑦(𝑇) = 0,
 

 

1 ،که در آن < 𝜇 < 2، 0 < 𝑞 < پیوسته است. یک تابع  𝑓 و 1

با استفاده از ، [14]در دارد. به مشتق کسری کاپوتو اشاره 𝐷𝜇 ،همچنین

- باتو-)گاوس یژاکوب-بر نقاط گاوس یلاگرانژ مبتن هایایچندجمله

( به 1له )ئشد. بدین منظور، مسهپرداخت مسئلهاین ( به حل یژاکوب

 شد: ردهلم زیر تبدیل-انتگرال و ترا معاد ه

(2) 
𝑦(𝑡) =

1

Γ(𝜇)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜇−1

𝑡

0

𝑓(𝑠,𝑦(𝑠),𝑦(𝑞𝑠))𝑑𝑠 

−
𝑡

𝑇Γ(𝜇)
∫ (𝑇 − 𝜏)𝜇−1

𝑇

0

𝑓(𝜏,𝑦(𝜏),𝑦(𝑞𝜏))𝑑𝜏. 

 

( هم ارز 2 ردهلم )-( و معاد ه انتگرال و ترا1له )ئکه مسجاییاز آن

( همراه با 1) باشند. اگر معاد ههای یکسان میهستند، دارای جواب

آوردن شرایم دستبهبرای توان شود، میشرایم مرزی ناهمگن داده

𝑢 تبدیل از مرزی همگن  = 𝑦 − 𝑦1طوری که، بهکرداستفاده 

𝑦1 =
(𝑦(𝑇)−𝑦(0))

𝑇
𝑡 + 𝑦(0) . 

، به معر ی 2روند کار در این پژوهش به شرح زیر است: در بخش 

به معر ی تکنیک  3پردازیم. بخش مفاهیم مورد نیاز در این کار می

مثال، دقت  سه، با در نظر گر تن 4یابد. در بخش میعددی اختصاص

 .شودمیگیری ارائهدر آخر، نتیجه و وکارایی روش پیشنهادی بررسی

 مفاهیم مقدماتی. 2

 پردازیم.  در این بخش، به معر ی مفاهیم مورد نیاز می

𝜇  یوویل از مرتبه-عملگر انتگرال کسری ریمان :1تعریف  ≥ صورت به 0

 :]14[ شودمیزیر تعریف

𝐼𝜇𝑦(𝑡) = {

1

Γ(𝜇)
∫

𝑡

0

(𝑡 − 𝑠)𝜇−1𝑦(𝑠)𝑑𝑠,    𝜇 > 0,

𝑦(𝑡),                                        𝜇 = 0,

 

  که در آن

Γ(𝜇) = ∫
∞

0

𝑒−𝑡𝑡𝜇−1𝑑𝑡, 

𝑡برایتابع گاما  >  است.  0

𝑛 رض کنید  :2تعریف  − 1 < 𝜇 ≤ 𝑛 ،𝑛 ∈ ℕ0 ،ℕ0 = {0,1,2, ⋯ و  {

𝑦(𝑡) ∈ 𝐶𝑛ملگر مشتق کسری کاپوتو. ع 𝐷𝜇 صورت زیر تعریفبه 

 :]14[ شودمی

𝐷𝜇𝑦(𝑡) =
1

Γ(𝑛−𝜇)
∫

𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝜇−1𝑦(𝑛)(𝜏)𝑑(𝜏).  

 یوویل -کاپوتو و انتگرال ریمان مشتقهای عملگررخی خواص ب

  ت:صورت زیر اسبه

𝐷𝜇𝐼𝜇𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡), 

  

𝐼𝜇𝐷𝜇𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) − ∑

𝑛−1

𝑖=0

𝑦(𝑖)(0)
𝑡𝑖

𝑖!
, 

 

𝐷𝜇𝑡𝑘 = {

0,                                    𝑘 ∈ ℕ0  &  𝑘 < ⌈𝜇⌉,
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝜇 + 1)
𝑡𝑘−𝜇,    𝑘 ∈ ℕ0 &  𝑘 ≥ ⌈𝜇⌉,

 

 تابع سقف است ⌈⋅⌉ ،که در آن

𝜔(𝛼,𝛽)(𝑡) تابع :3تعریف  = (1 − 𝑡)𝛼(1 + 𝑡)𝛽 ازایبه 𝛼,𝛽 > −1، 

های متعامدی که با ایجملهاست، چند [1,1−] یک تابع وزن روی بازه

های ژاکوبی ایجملهشوند به چندمیساخته [1,1−]این تابع وزن روی 

𝐽𝑛 را با نماد 𝑛 ژاکوبی درجهای جمله. چند]14[ معروف هستند
(𝛼,𝛽)

(𝑡)  

غی
ی 

سر
 ک

ف
گرا

تو
پان

ل 
سی

ران
دیف

ت 
دلا

عا
ی م

دد
 ع

ل
ح

ر
له

جم
ند

 چ
 از

ده
تفا

اس
با 

ی 
رز

م م
رای

 ش
 با

ی
خط

ی
ا

ی
کوب

 ژا
ی

ها
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 :صورت زیر استای دارای  رم تحلیلی بهجملهدهیم. این چندمیاننش

𝐽𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑡) =
Γ(𝑛 + 𝛼 + 1)

𝑛! Γ(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)
 

                     × ∑

𝑛

𝑘=0

(
𝑛
𝑘

)
Γ(𝑛 + 𝑘 + 𝛼 + 𝛽 + 1)

Γ(𝑘 + 𝛼 + 1)
(

𝑡 − 1

2
)

𝑘

. 

 :صورت زیر استهای ژاکوبی بهایبازگشتی چندجمله رابطه

𝐽𝑛+1
(𝛼,𝛽)

(𝑡) = (𝑎𝑛
(𝛼,𝛽)

𝑡 − 𝑏𝑛
(𝛼,𝛽)

) 𝐽𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑡) − 𝑐𝑛
(𝛼,𝛽)

𝐽𝑛−1
(𝛼,𝛽)

(𝑡),     

𝑛 ≥ 1, 

𝐽0
(𝛼,𝛽)

(𝑡) = 1,    𝐽1
(𝛼,𝛽)

(𝑡) =
1

2
(𝛼 + 𝛽 + 2)𝑡 +

1

2
(𝛼 − 𝛽), 

 که در آن

𝑎𝑛
(𝛼,𝛽)

=
(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 2)

2(𝑛 + 1)(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)
, 

𝑏𝑛
(𝛼,𝛽)

=
(𝛽2 − 𝛼2)(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)

2(𝑛 + 1)(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽)
, 

𝑐𝑛
(𝛼,𝛽)

=
(𝑛 + 𝛼)(𝑛 + 𝛽)(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 2)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)(2𝑛 + 𝛼 + 𝛽)
 

صورت زیر ها بهایمچنین، خاصیت تعامد برای این چندجملهه

 :برقراراست

∫
1

−1

𝜔(𝛼,𝛽)(𝑡)𝐽𝑖
(𝛼,𝛽)

(𝑡)𝐽𝑗
(𝛼,𝛽)

(𝑡)𝑑𝑡 = ℎ𝑖
(𝛼,𝛽)

𝛿𝑖𝑗 , 

 :صورت زیر استبه د تای کرونکر 𝛿𝑖𝑗 ،که در آن

𝛿𝑖,𝑗 = {
1;     𝑖 = 𝑗,
0;     𝑖 ≠ 𝑗,

 

 

 و

ℎ𝑖
(𝛼,𝛽)

=
2𝛼+𝛽+1Γ(𝛼 + 𝑖 + 1)Γ(𝛽 + 𝑖 + 1)

𝑖! (𝛼 + 𝛽 + 2𝑖 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 𝑖 + 1)
. 

ف قبول مختلمقادیر قابلهای ژاکوبی با در نظر گر تن ایچندجمله

 های متعامدایشامل انواع چندجمله 𝛽 و 𝛼 برای پارامترهای ژاکوبی

𝛼به های  ژاندر مربوط ایترین موارد، چندجمله. خاصهستند = 𝛽 =

𝛼 به های چبیشف نوع اول، مربوط ایچندجمله ،0 = 𝛽 = و 0.5−

𝛼 های چبیشف نوع دوم، مربوط بهایچندجمله = 𝛽 =  .هستند  0.5

 

-گیری گاوس،  رمول انتگرال𝑦 شدهبرای یک تابع داده :4تعریف 

 :]6[ دآیمیدستزیر به ژاکوبی از رابطه

∫
1

−1

(1 − 𝑡)𝛼(1 + 𝑡)𝛽𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = ∑

𝑀

𝑙=1

𝜔𝑙𝑦(𝑡𝑙) + 𝑅𝑀(𝑦), 

𝑡𝑙 ،𝑙آن که در  = 1, ⋯ ,𝑀های، ریشه 𝐽𝑀
(𝛼,𝛽) همچنین، هستند .𝜔𝑙 ،

𝑙 = 1, ⋯ ,𝑀د:صورت زیر هستنشده بهداده متناظرهای ، وزن  

𝜔𝑙 =
2𝛼+𝛽+1Γ(𝛼 + 𝑀 + 1)Γ(𝛽 + 𝑀 + 1)

𝑀! Γ(𝛼 + 𝛽 + 𝑀 + 1)(
𝑑
𝑑𝑡

𝐽𝑀
(𝛼,𝛽)

(𝑡𝑙))2(1 − 𝑡𝑙)2
, 

 :باقیمانده به شرح زیر است جمله 𝑅𝑀 و

(3) 

𝑅𝑀(𝑦) =
2𝛼+𝛽+2𝑀+1𝑀! Γ(𝛼 + 𝑀 + 1)

(𝛼 + 𝛽 + 2𝑀 + 1)
 

          ×
Γ(𝛽 + 𝑀 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 𝑀 + 1)

(Γ(𝛼 + 𝛽 + 2𝑀 + 1))2

𝑦(2𝑀)(𝜂)

(2𝑀)!
,  

                                                                               𝜂 ∈ (−1,1) 
 

ژاکوبی برای تمام -گیری گاوس، قاعده انتگرال(3)باقیمانده  طبق جمله

2𝑀کمتر یا مساوی  های از درجهایجملهچند − قیق است. این د 1

دارای هیچ  (1,1−) بازه در 𝑦تابع قاعده در صورتی معتبر است که 

های ی تکینی نباشد. لازم به ذکر است که با استفاده از ا گوریتمنقطه

ژاکوبی را -گیری گاوسهای قاعده انتگرالها و وزنتوان ریشهعددی می

 .دست آوردبه

 . روش عددی3
 پردازیم. بدین منظور معاد ه( می1) مسئلهدر این بخش، به حل عددی 

گیریم. شد را در نظرمی( داده2 ردهلم هم ارز با آن که در )-انتگرال و ترا

 کنیم می رض
 

(4) 𝑦𝑁(𝑡) = ∑

𝑁

𝑖=0

𝑎𝑖𝐽𝑖
(𝛼,𝛽)

(𝑡), 

های سمت باشد. ابتدا، انتگرال (2) انتگرال تقریبی از جواب معاد ه

 [1,1−] را با استفاده از تغییر متغیرهای زیر به بازه (2) راست معاد ه

  م.دهیمیانتقال

 

𝑠 =
𝑡(𝑡′ + 1)

2
,        𝜏 =

𝑇(𝑡′ + 1)

2
. 

 

 :شودمیصورت زیر تبدیلبه (2) با این تغییر متغیرها، معاد ه

 

𝑦(𝑡) =
1

Γ(𝜇)
(

𝑡

2
)𝜇 ∫

1

−1

(1 − 𝑡′)𝜇−1 

× 𝑓 (
𝑡(𝑡′ + 1)

2
,𝑦(

𝑡(𝑡′ + 1)

2
),y(

𝑞𝑡(𝑡′ + 1)

2
)) 𝑑𝑡′ 

−
𝑡

𝑇Γ(𝜇)
(
𝑇

2
)𝜇 ∫

1

−1

(1 − 𝑡′)𝜇−1                

    × 𝑓 (
𝑇(𝑡′ + 1)

2
,𝑦(

𝑇(𝑡′ + 1)

2
),y(

𝑞𝑇(𝑡′ + 1)

2
)) 𝑑𝑡′.  

(8) 
های نتگرالا(، 8در معاد ه ) 𝑦(𝑡)جای به 𝑦𝑁(𝑡)س  ، با جایگذاری 

ع ژاکوبی با تاب-گیری گاوسرا با استفاده از  رمول انتگرال آنموجود در 

 :شودزیر منجر می که به معاد ه ،کنیممیمحاسبه 𝜔(𝜇−1,0) وزن

(6) 

𝑦𝑁(𝑡) =
1

Γ(𝜇)
(

𝑡

2
)𝜇  

     × [∑𝑀
𝑘=0 𝑓 (

𝑡(𝑥𝑘+1)

2
,𝑦𝑁(

𝑡(𝑥𝑘+1)

2
),𝑦𝑁(

𝑞𝑡(𝑥𝑘+1)

2
)) 𝜔𝑘]  

       −
𝑡

𝑇Γ(𝜇)
(

𝑇

2
)𝜇  

   ×

[∑𝑀
𝑘=0 𝑓 (

𝑇(𝑥𝑘+1)

2
,𝑦𝑁(

𝑇(𝑥𝑘+1)

2
),𝑦𝑁(

𝑞𝑇(𝑥𝑘+1)

2
)) 𝜔𝑘] ,   

 

 

𝑥𝑘 ،𝑘، که در آن = 0,1, ⋯ ,𝑀ایجملههای چند، ریشه 𝐽𝑀+1
(𝜇−1,0)

(𝑥) و 

𝜔𝑘 های متناظر هستند. با در نظر گر تنها وزن 𝑁 + محلی هم نقطه 1

𝑡𝑖 به صورت = 𝑖
𝑇

𝑁+2
،𝑖 = 1,2, ⋯ ,𝑁 + 𝑡 و قرار دادن  1 = 𝑡𝑖 در معاد ه 

  ت:داش، خواهیم(6)
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𝑦𝑁(𝑡𝑖) =
1

Γ(𝜇)
(
𝑡𝑖

2
)𝜇                                                                                 

         × ∑

𝑀

𝑘=0

𝑓 (
𝑡𝑖(𝑥𝑘 + 1)

2
,𝑦𝑁(

𝑡𝑖(𝑥𝑘 + 1)

2
),𝑦𝑁(

𝑞𝑡𝑖(𝑥𝑘 + 1)

2
)) 𝜔𝑘 

−
𝑡𝑖

𝑇Γ(𝜇)
(
𝑇

2
)𝜇                                                     

         × ∑

𝑀

𝑘=0

𝑓 (
𝑇(𝑥𝑘 + 1)

2
,𝑦𝑁(

𝑇(𝑥𝑘 + 1)

2
),𝑦𝑁(

𝑞𝑇(𝑥𝑘 + 1)

2
)) 𝜔𝑘 . 

(9)  

𝑁 شامل (9)دستگاه  + خطی بر حسب ضرایب جبری غیر معاد ه1

شود. س   با میمشخص 𝑎𝑖 با حل آن مقادیرباشد که می 𝑎𝑖 مجهول

-مورد نظر داده مسئلهتقریبی از جواب  (4) ها در معاد ه 𝑎𝑖 جایگذاری

 د.شومی

 های عددی. مثال4
خطی کسری زیر را در نظر دیفرانسیل پانتوگراف غیر معاد ه :1مثال 

 :]14[م گیریمی
𝐷1.5𝑦(𝑡) = 𝑦(0.5t) + 𝑦2(𝑡) + 𝑔(𝑡), 

 

𝑦(0) = 0,        𝑦(1) = 0,       

𝑔(𝑡)، که در آن = −𝛤(3.5(t − (𝑡 − 𝑡2.5)2 −
𝑡

2
+

𝑡2.5

4√2
ین ا .

𝑦(𝑡) دارای جواب تحلیلی مسئله = 𝑡 − 𝑡2.5 گر تناست. با در نظر   

𝑀 = شکل کنیم. در میرا حل مسئله 𝑁 و  𝛼 ،𝛽 مقادیر مختلفو  10

𝑁 های تقریبی با، نمودار جواب دقیق و جواب1 = 𝛼 و 3 ,2 = 𝛽 = 0 

ازای  را به ∞𝐿 و 𝐿2 مقادیر خطای 1جدول شود. همچنین، میمشاهده

شود که با ا زایش میدهد. ملاحظهمینشان 𝛽 و 𝑁 ،𝛼 مقادیر مختلف

 د.یابمیقت تقریب بهبودد  𝑁 مقدار

 

 
𝜶 مودار جواب دقیق به همراه جواب تقریبی با:  ن1شکل  = 𝜷 = 𝑵و   0 = 𝑵)چپ( و   2 =  1 برای مثال)راست(   3

 

 1ل های مختلف برای مثا 𝑁ا ب ∞𝐿 و 𝐿2 خطاهای: 1جدول 
𝑁 4 6 8 10 12 

𝛼 = 𝛽 = −0.5 
𝐿∞ 2.44𝑒 − 3 5.94𝑒 − 4 2.27𝑒 − 4 1.09𝑒 − 4 6.05𝑒 − 5 

𝐿2 9.99𝑒 − 4 2.09𝑒 − 4 7.30𝑒 − 5 3.26𝑒 − 5 1.71𝑒 − 5 

𝛼 = 𝛽 = 0 
𝐿∞ 2.44𝑒 − 3 5.94𝑒 − 4 2.27𝑒 − 4 1.09𝑒 − 4 6.05𝑒 − 5 

𝐿2 4.30𝑒 − 4 8.08𝑒 − 5 2.59𝑒 − 5 1.09𝑒 − 5 5.43𝑒 − 6 

𝛼 = 𝛽 = 0.5 
𝐿∞ 2.44𝑒 − 3 5.93𝑒 − 4 2.27𝑒 − 4 1.09𝑒 − 4 6.05𝑒 − 5 

𝐿2 2.29𝑒 − 4 3.89𝑒 − 5 1.15𝑒 − 5 4.59𝑒 − 6 2.16𝑒 − 6 

 

خطی کسری زیر را درنظر دیفرانسیل پانتوگراف  معاد ه:2مثال

 :گیریممی

𝐷𝜇𝑦(𝑡) =
3

4
𝑦(𝑡) + 𝑦(0.5t) − 𝑡2 + 2, 

𝑦(0) = 0,        𝑦(2) = 4, 

𝜇 با مسئلهجواب دقیق این  = 2 ،𝑦(𝑡) = 𝑡2  ،است. برای حل این مثال

𝑦(2) نبا توجه به شرط ناهمگ =  :کنیممی، تعریف4

𝑦1(𝑡) = 2𝑡. 

𝑢(𝑡)تن حال، با در نظرگر  = 𝑦(𝑡) − 2𝑡 ،با شرایم  مسئلهرا به  مسئله

 :کنیممیمرزی همگن زیر تبدیل

𝐷𝜇𝑢(𝑡) =
3

4
𝑢(𝑡) + 𝑢(0.5t) +

5

2
𝑡 − 𝑡2 + 2, 

𝑢(0) = 0,        𝑢(2) = 0, 

𝑁 با  رض = 𝛼 و 2 = 𝛽 =   :دهیممیقرا ، 0

𝑢2(𝑡) = ∑

2

𝑖=0

𝑎𝑖𝐽𝑖
(0,0)

(𝑡). 

 :رسیمشده، به دستگاه معادلات زیر میسازی روش ارائه با پیاده
212𝑎0 − 98𝑎1 − 19𝑎2 = −154

45𝑎0 − 6𝑎1 − 15𝑎2 = −40
212𝑎0 + 50𝑎1 − 31𝑎2 = −162

 

 :با حل دستگاه بالا داریم

𝑎0 = −
2

3
,    𝑎1 = 0,    𝑎2 =

2

3
, 

 :دهدکه نتیجه می

𝑢2(𝑡) = 𝑡2 − 2𝑡. 

 :آوریمدست میبنابراین، به

ی 
سر

 ک
ف

گرا
تو

پان
ل 
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سمیه نعمت
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𝑦2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) + 2𝑡 = 𝑡2, 

 ت.که همان جواب دقیق اس

𝑀 مقادیر .مکنیمیرا حل مسئلههای مختلف  𝜇با حال   = 10 ،

𝛼 = 𝛽 = 𝑁 و  0 = ، نمودار جواب 2گیریم. در شکل را درنظرمی  4

𝜇  های تقریبی بادقیق و جواب =  شود.میمشاهده1.9 ,1.8 ,1.6 ,1.5

به مقدار صحیح خود  𝜇 که، زمانی 𝜇شود که با ا زایش مقدارمیملاحظه

 د.یابمیدشود دقت تقریب بهبومینزدیک

 
 های مختلف برای 𝜇جواب تقریبی با و : نمودار جواب دقیق 2شکل 

 2مثال 

 

غیرخطی کسری زیر را در نظر دیفرانسیل پانتوگراف  معاد ه  :3مثال 

 :گیریممی

𝐷𝜇𝑦(𝑡) = 1 − 2𝑦2(0.5t), 
𝑦(0) = 1,        𝑦(1) = cos(1). 

𝜇با  مسئلهجواب دقیق این  = 2 ،𝑦(𝑡) = cos(𝑡)   است. با در نظر

𝑀 گر تن = کنیم. در میرا حل مسئله 𝑁 و𝛼 ، 𝛽 مقادیر مختلف و 10

𝑁  باهای تقریبی ، نمودار جواب دقیق و جواب3شکل  =  و 4 ,2

𝛼 = 𝛽 =  و 𝐿2 مقادیر خطای 2شود. همچنین، جدول میشاهدهم 0

𝐿∞  ازای مقادیر مختلفا بهر 𝑁 ،𝛼 و 𝛽 شود میدهد. ملاحظهمینشان

با توجه به نتایج  .یابدمیخطای تقریب کاهش 𝑁 مقدار که با ا زایش

 𝛽 و 𝛼 گر ت که دقت روش با استفاده از مقادیر مختلفتوان نتیجهمی

در  .ای تقریباً مشابه استبا در نظر گر تن مقدار یکسان از توابع پایه

𝑀  مقادیر کنیم.میرا حل مسئلههای مختلف  𝜇 با ادامه، = 10 ،

𝛼 = 𝛽 = 𝑁 و  0 = ، نمودار جواب 4در شکل .مگیریمیرا در نظر  10

𝜇 با های تقریبیدقیق و جواب = شود. میمشاهده 1.9 ,1.8 ,1.6 ,1.5

به مقدار صحیح  𝜇 که، زمانی𝜇 که با ا زایش مقداردهند مینتایج نشان

 .یابدمیدقت تقریب بهبود د،شوخود نزدیک می

 

 

       
𝜶 جواب دقیق همراه جواب تقریبی با نمودار: 3شکل  = 𝜷 = 𝑵و  0 = 𝑵  و( چپ)  2 =  3 برای مثال( راست) 4

 

 

 3 مختلف برای مثالهای  𝑵با   ∞𝑳 و 𝑳2 خطاهای: 2 جدول
𝑁 4 6 8 10 12 

𝛼 = 𝛽 = −0.5 
𝐿∞ 7 .08𝑒 − 5 2.53𝑒 − 7 5.21𝑒 − 10 6.91𝑒 − 13 5.37𝑒 − 14 

𝐿2 3.56𝑒 − 5 1.18𝑒 − 7 2.31𝑒 − 10 3.35𝑒 − 11 3.53𝑒 − 11 

𝛼 = 𝛽 = 0 
𝐿∞ 7 .08𝑒 − 5 2.53𝑒 − 7 5.21𝑒 − 10 6.79𝑒 − 13 1.34𝑒 − 13 

𝐿2 1.58𝑒 − 5 4.77𝑒 − 8 9.28𝑒 − 11 3.91𝑒 − 11 3.19𝑒 − 11 

𝛼 = 𝛽 = 0.5 
𝐿∞ 7 .08𝑒 − 5 2.53𝑒 − 7 5.21𝑒 − 10 6.87𝑒 − 13 4.65𝑒 − 14 

𝐿2 8.72𝑒 − 6 2.38𝑒 − 8 5.22𝑒 − 11 3.06𝑒 − 11 3.06𝑒 − 11 
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های  𝜇 جواب تقریبی بابا همراه مودار جواب دقیق : ن4شکل 

 3 مختلف برای مثال

 

 نتیجه. 5

ای از معادلات دیفرانسیل پانتوگراف در این پژوهش، به حل عددی دسته

های ژاکوبی ایجملهخطی با شرایم مرزی با استفاده از چندکسری غیر

مورد نظر را به دستگاهی از معادلات  مسئلهروش حاضر ایم. پرداخته

 مسئلهسازی کند که این کار باعث سادهمیجبری غیرخطی تبدیل

دهند میسازی روش روی سه مثال نشانشود. نتایج حاصل از پیادهمی

یابد و هرچه مرتبه میای کاهشکه خطا با ا زایش تعداد توابع پایه

خواهدشد. در باشد، تقریب بهتری حاصلبالاتر  مسئلهجواب  همواری

های ژاکوبی برای حل این گونه مسائل شود تا موجکادامه، پیشنهادمی

شود، زیرا در مسائلی که جواب به اندازه کا ی هموار نباشد، کاربردهبه

ای و ا زایش داشتن درجه چندجملهها با ثابت نگهکارگیری موجکبه

 تقریب خواهدشد.ها منجر به بهبود تعداد موجک
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