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ا ب برای اختیار مانع دوگانه اروپایی کسری-شولز زمان-عددی معادله بلک جواب

 CEV پارامترهای وابسته به زمان تحت مدل 
 مریم رضایی8

 احمد رضا یزدانیان2

  چکیده

تر آن که با توجه به قیمت ارزان آیداختیارهای مانع از پرکاربردترین مشتقات مالی به حساب می

 شوند.، به طور گسترده در بازارهای مالی داد و ستد می1دی استانداردر مقایسه با سایر اختیارها

ها به مسیر ، چرا که ارزش آنهستند 2روابسته به مسیاز خانواده اختیارهای  هااین اختیارهمچنین 

معادله  از آنجا که حرکتی ارزش دارایی پایه در طول مدت قرارداد اختیار بستگی مستقیمی دارد.

دیفرانسیل مرتبه صحیح برای توصیف اثر حافظه طولانی مدت در بازار مالی ناتوان است، در این مقاله 

گیریم. همچنین برای اینکه مسأله ما به مدل واقعی را در نظر میمعادله دیفرانسیل مرتبه کسری 

به  5پذیریو نوسان 4، سود تقسیمی3بدون ریسک کنیم که نرخ بهرهتر شود، فرض میبازار نزدیک

 6یارزش اروپایرهای مانع دوگانه بیارزش اختیا تعیینمقاله  هدف اصلی این .باشندصورت تابع می

، تحت مدل کندتبعیت می (𝐶𝐸𝑉) 7یه از مدل الاستیسیته ثابت واریانسدر حالتی که دارایی پا

0 با مرتبه کسری کسری-زمانز شول-بلک < 𝛼 < . این قبیل مسائل جواب دقیق به فرم باشدمی 1

، یک به کمک روش تفاضلات متناهی با معرفی یک طرح تفاضلی غیرصریح ، بنابراینبسته ندارند

کنیم. در ادامه پایداری بدون شرط و همگرایی طرح پیشنهادی آن پیدا میجواب عددی مناسب برای 

بررسی نموده و با ذکر چند مثال عددی کارایی طرح تفاضلی پیشنهادی  را با استفاده از آنالیز فوریه

علاوه بر این، تأثیر هر یک از پارامترهای مهم مدل  .دهیمو مرتبه همگرایی عددی آن را نشان می

(𝛼 ،𝛽  و𝛿 را ) کنیم.در قالب جدول و شکل بررسی میروی حافظه طولانی مدت 
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 مقدمه -8

، های اخیرترین مشتقات در بازار مالی است و در طول دههاختیار یکی از مهمترین و معروف

گذاری های ریاضی برای ارزشتیار یک موضوع مهم بوده است. انواع مدلتعیین ارزش قرارداد اخ

گذاری در نظریه ارزش شولز یکی از مهمترین مدل ریاضی-معادله بلک معاملات اختیار وجود دارد.

 Black and) یرون شولزامو  بلک توسط فیشر 1773مدل در سال اختیار معامله هست. این 

Scholes, 1973) مندان زیادی را در زمینه مالی به خود جذب کرده است، زیرا معرفی شد و علاقه

شولز تحت -کند. اما معادله کلاسیک بلکمعامله را تعیین میبه سادگی و به وضوح ارزش اختیار 

های واقعی بازار تا حدودی هایی قرار گرفت که باعث محدودیت آن شد که از مدلبرخی پیش فرض

ره ها، از جمله مدل بهرضیههای توسعه یافته برای تضعیف این فبنابراین، برخی از مدلفاصله دارد. 

 ,Hull) 10مدل نوسانات تصادفی، (Merton, 1976) 7ذنفو-مدل پرش، (Merton, 1974) 8یتصادف

et al, 1987) 11های معاملاتو مدل با هزینه (Davis, et al, 1993) با کشف پیشنهاد شده است .

های دینامیک به مدل 12فراکتال در بازار مالی، مدل دینامیک حرکت براونی هندسی کلاسیک ساختار

 ,Bj�̈�rk, et al, 2005, & Liang) شولز کسری-های بلککسری توسعه یافت و به دنبال آن مدل

et al, 2010) این تعمیم معادله دیفرانسیل مرتبه صحیح  وجه بسیاری از محققین قرار گرفت.مورد ت

های مختلفی از قبیل جریان سیالات، پدیده سازیله دیفرانسیل کسری برای مدلمعادبه 

، که یکی از شناسی مورد استفاده قرار گرفته استکیهان ومغناطیس، آکوستیک، الکتروشیمی والکتر

ها به تازگی، بر اساس این واقعیت که مشتق مهمترین کاربردهای آن در نظریه مالی مطرح شده است.

یشتر مورد توجه ب، دهندی کسری یک ابزار قدرتمند برای توصیف حافظه ارائه میهای مرتبهانتگرالو 

 ,Wyss)س وی. (Zhou, et al, 2016, & Farhadi, et al, 2017) استمحققین مالی قرار گرفته 

ازارهای در برا برای تعیین ارزش اختیار خرید اروپایی  کسری-شولز با مشتق زمان-معادله بلک (2000

تر ارائه نمود و جواب تحلیلی آن را به فرم بسته بدست آورد در حالی با ویژگی حافظه طولانی مدت

شولز زمان و مکان کسری برای -ضمن بدست آوردن معادلات بلک (Jumarie, 2010) که جوماری

اختیار مانع  (Cartea, 2007) کارته. ودسبد بهینه مرتون را نیز ارائه نم، گذاری اختیار معاملهارزش

را در بازارهای با جهش قیمتی به کمک معادلات دیفرانسیل جزئی کسری مدل سازی نموده و به 

 حل آن پرداختند.

 3بخش در  ایم.داده اختصاص نظری مبانی تشریح پژوهش و به پیشینه 2 امه در بخشاد در

با ارائه یک طرح تفاضلی به دنبال تعیین  4. در بخش ایمکرده مطرح ای پژوهش را ضاتسوالات و فر
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مورد  پایداری و همگرایی طرح تفاضلی معرفی شده را ارزش اختیار مانع دوگانه هستیم همچنین

در  نهایتاً نماییم.های عددی کارایی روش را بررسی میبا ارائه مثال 5در بخش  یم.دهقرار میبررسی 

 پرداخت. خواهیم آتی پیشنهادهایارائه  و تحقیق گیرینتیجه به 6بخش 

 پژوهش پیشینه بر مروری و نظری مبانی -2

دی عد ه منظور محاسبه جواب تحلیلی و یاشولز این است که نه تنها ب-های مدل بلکاز ویژگی

گیرد بلکه برای طیف وسیعی از اختیارهای نامتعارف مورد استفاده قرار می 13ارزش اختیارهای وانیلی

قیمت اولیه  شود. ارزش یک اختیار مانع به پارامترهای همچون:نع نیز استفاده میاز جمله اختیار ما

و  سود تقسیمی ،15دتاریخ سررسی ،پذیرینوسان ک،، نرخ بهره بدون ریس14ی، قیمت توافقدارایی

 همچنین به سطح مانع قیمتی بستگی دارد.

بستگی به این دارد که آیا قیمت دارایی آن  16بازده ، یک نوع از مشتقات مالی است کهاختیار مانع

سد یا فراتر از آن است. این نوع رپایه در طول یک دوره خاص به یک قیمت از پیش تعیین شده می

تقسیم کرد. در  18"اختیار ارزشمند"و  17"ارزشاختیار بی"توان به دو دسته اختیار معامله را می

 ارزش، قرارداد اختیار معامله بییمت مشخص رسید، هنگامی که دارایی پایه به قارزشاختیار بی

کند. همچنین محدود می 20رو زیان را برای ناش 17خواهد شد که در این صورت سود را برای دارنده

در اختیار ارزشمند تا زمانی که دارایی پایه به یک قیمت مشخص نرسد اختیار ارزشی ندارد و به 

معین رسید قرارداد اختیار معامله را از آن زمان به بعد محض این که قیمت دارایی پایه به سطح 

 نمود. توان اعمالمی

تر از اختیاهای شوند زیرا پیچیدهدر نظر گرفته می 21ف، اختیارهای نامتعارمانع اختیارهای

 23رخانواده اختیارهای وابسته به مسیهستند. از طرف دیگر اختیارهای مانع از  22یا اروپاییآمریکایی 

، چرا که ارزش آنها به مسیر حرکتی ارزش دارایی پایه در طول مدت قرارداد اختیار بستگی است

 مستقیمی دارد. به عبارت دیگر، بازده اختیار مانع بر مبنای مسیر ارزش دارایی پایه است.

تر از اختیارهای بدون های اضافی در ساختار، ارزاناختیارهای مانع به دلیل داشتن محدودیت

باشند. بنابراین، اگر یک معامله گر معتقد باشد که قیمت یک دارایی پایه بعید است به سطح می مانع

ارزش را انتخاب کند که مبلغ پرداختی بابت آن به مانع برسد، ممکن است برای خرید اختیار بی

ند ی کبینگر پیشعنوان صرف اختیار از اختیار بدون مانع کمتر است. در نقطه مقابل اگر معامله

، کند بهتر است به جای خرید اختیار اروپایی بدون مانعقیمت دارایی پایه از سطح مانع عبور می

 اختیار ارزشمند با مانع را خریداری نماید که مبلغ پرداختی آن نیز از اختیار بدون مانع کمتر است.
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رهای هستند یکی اختیا به هم ارزش و وابستهاختیار دوگانه مانعی ترکیبی از دو اختیار مانعی بی

اگر قیمت دارایی در اختیار  .24ou-and-Upع مانو دیگری اختیارهای  out-and-Downع مان

اندازه هنگامی که مانع بالایی بی شود.می ارزشداد بی ، قرارها برسدارزش دوگانه به یکی از مانعبی

بدیل به این ترتیب ت به مانع بالایی برسد وتواند در یک دوره زمانی محدود شود، اختیار نمیبزرگ می

به صفر میل  شود. به طور مشابه، هنگامی که مانع پایینیاده میس Down-and-outر به یک اختیا

نهایت و مانع پایینی خواهد شد. اگر هم زمان مانع بالایی به سمت بی Up-and-outر کند، اختیامی

تبدیل  25ییار مستقل از مسیر متداول اروپایه به یک اختبه سمت صفر میل کنند، اختیار مانع دوگان

 شود.می

های زیادی برای حل معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری ظاهر شده در های اخیر تلاشدر سال

ز: اند اهای تحلیلی و نیمه تحلیلی مورد استفاده عبارتاز جمله روش های مالی انجام شده است.مدل

های تجزیه و های اختلال هموتوپی و روشروش، (Liang, et al, 2010) های تبدیل انتگرالروش

 ,Hariharan) های ترکیبی مبتنی بر موجکروش، (Elbeleze, et al, 2013) تحلیل هموتوپی

های بسته جواب با توجه به پیچیدگی فرم .(Chen, et al, 2015) روش جداسازی متغیرها، (2013

های عددی دارد و ها نیاز به اتخاذ روششده یافتن جواب نهایی مدلها و توابع خاص ظاهر این روش

های واقعی بازار( تر )نزدیک به مدلهای پیچیدههای مورد مطالعه به مدلاز طرفی تعمیم این مدل

های عددی مورد استفاده در نماید. از جمله روشها را دشوار میها به کمک این روشیافتن جواب

ضمن یافتن  (Zhang, et al, 2016) زانگ. است ش معروف تفاضلات متناهیها روحل این مدل

کسری در تعیین ارزش اختیار معامله اروپایی به کمک روش -شولز زمان-جواب عددی معادله بلک

2 )با مرتبه دقت زمانی 26حی غیرصریتفاضل متناه − α پایداری و همگرایی  2 و مرتبه دقت مکانی

جواب  (De Staelen, et al, 2017) استالین-د اند.مورد بررسی قرار دادهده را روش بکار گرفته ش

کسری در تعیین ارزش اختیار معامله مانع دوگانه با استفاده از تفاضل -شولز زمان-عددی مدل بلک

ارتقاء پیدا نمود ثابت کرد که  4 بدست آورد و در حالی که مرتبه دقت مکانی به 27متناهی فشرده

 ایدار و همگراست. روش بدون شرط پ

، نرخ بهره، گیریم که پارامترهای آننظر می کسری را در-شولز زمان-، معادله بلکدر این مقاله

در نظر  های کلاسیک ثابتپذیری به صورت تابع هستند در حالی که در مدلسود تقسیمی و نوسان

، نماید. در بسیاری از بازارهامیتر ها مسأله را به مدل واقعی بازار نزدیکشود و این فرضگرفته می

سازی این پدیده از مدل کلاسیک یابد. برای مدلنوسانات قیمت سهام با کاهش قیمت افزایش می
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های تعمیم یافته خواهیم بود از جمله توان استفاده کرد و ناگزیر به استفاده از مدلشولز نمی-بلک

 پذیری تصادفیو مدل نوسان t al, 2012)(Gatheral, e 28یپذیری محلها: مدل نوساناین مدل

(Shi, et al, 2014) مدلهاترین این مدلبرد. یکی از معروف توان ناممی ، CEV  است که برای

معرفی شد تا رابطه معکوس بین  (Cox, 1975) کسوتوسط ک CEV مدل 1775اولین بار در سال 

در مدل حرکت براونی  CEV بدین ترتیب با جایگزینی مدل قیمت سهام و نوسانات آن را ثبت کند.

 & ,Cox, et al, 1976) دته شبازده سهام در نظر گرف 30هرمیاو اثر  27، پدیده عدم تقارنهندسی

Cox, 1996) .تابعی از ارزش سهامپذیری این مدل بدون معرفی هیچ فرایند تصادفی اضافینوسان ، 

است که رابطه بین  31پذیریالاستیسیته نوسان (𝛽) مهم این مدلارامتر است. پارامتر و شامل دو پ

β با در نظر گرفتن کند.پذیری و ارزش دارایی را کنترل مینوسان = 0 ،β = −
1

2
βو   = مدل  1

CEV کاهش می یابد.  33رباچلیو مدل ،  32کس و روسوک ایریشه-مدل مربع ،شولز-بلک مدل به

: تعیین ارزش اختیارهای شده است ازجملهها استفاده این مدل به طور گسترده در بسیاری از زمینه

 اختیارهای مانع، (Lee, 2016) 34یختیارهای آسیای، ا(Wong, et al, 2008) یآمریکای

(Thakoor, et al, 2014) 35رنگگذشته و اختیارهای (Boyle, 1999).  میک ارزش مقاله دینادر این

 را ببینید( (Cox, 1996)د )شوبه صورت زیر در نظر گرفته می CEV دارایی پایه به کمک مدل

 
 

 حرکت براونی استاندارد است. 𝜔(𝑡) و سود تقسیمی D ،نرخ بهره بدون ریسک r جایی که

σ(𝑆) = 𝛿𝑆𝛽 36یپذیری محلبع نوسانتا، 𝛽 و پذیریالاستیسیته نوسان 𝛿 ثابت  پارامتر مقیاس

𝑡 در زمان 37اینوسان اولیه لحظه = 𝜎0) دهدنشان میرا  0 = 𝜎(𝑆0) = 𝛿𝑆0
𝛽
در معادله  𝛽 اگر .(

 حرکت براونی هندسی آنگاه مدل فوق همان مدلصفر باشد برابر  فوق (SDE) 38دیفرانسیل تصادفی

)GBM( د در غیر این صورتشوشولز استاندارد می-که منتج به معادله دیفرانسیل بلک خواهد بود 

 :آیددیفرانسیل جزئی زیر بدست می معادله 37وبه کمک لم ایت

 

 

است.  t در لحظه S داراییبا قیمت  40بیانگر ارزش اختیار فروش مانع دوگانه اروپایی  ,t)P(S که

 اند از:شرایط نهایی و مرزی مسأله عبارت

 
 

𝑑𝑆𝑡 = (𝑟 − 𝐷)𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝛿𝑆𝑡
𝛽+1

𝑑𝜔(𝑡), 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+

1

2
𝛿2𝑆2𝛽+2

𝜕2𝑃

𝜕𝑆2
+ (𝑟 − 𝐷)𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑆
− 𝑟𝑃 = 0, 
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هایی پرداختی هستند زمانی که قیمت تخفیف Z(t) و Y(t) هایتابع قیمت توافقی و E جایی که

 قرار 𝐵𝑢 و مانع مرزی بالایی 𝐵𝑑 . مانع مرزی پایینیه برخورد کندسهام به سطوح مانع مربوط

پیروی  41دهیم. تحت این فرض که تغییر در ارزش اختیار معامله از یک دستگاه انتقال فرکتالمی

𝑃�� ، مشتق زمانکندمی

𝜕𝑡
𝛼𝑃�� با مشتق کسری 

𝜕𝑡𝛼
(0 < 𝛼 <  ,Liang, et al)) کنیمجایگزین می (1

 ، به این معنا است کهرا ببینید( (2010

 

 

، پارامترهای ، از این روبسته به زمان هستند، پارامترهای دینامیک ارزش دارایی واچون در بازار

 ،گیریمنرخ بهره و سود تقسیمی را وابسته به زمان در نظر می

 

 

 

است که به صورت زیر  42لیوویل اصلاح شده-یک مشتق راست ریمان (1) مشتق کسری در

 شودتعریف می

 

 

 

 

τ متغیر با تغییر = 𝑇 − 𝑡 کنیم و بنابرایناولیه تبدیل می را به مسأله مقدار (1) معادله  

 

 

 

𝑥 های، با تبدیلراینعلاوه ب = ln 𝑆 و 𝑈(𝑥, 𝜏) = 𝑃(𝑒𝑥 , 𝑇 − 𝜏) = 𝑃(𝑆, 𝑡) به (1) معادله 

 

{
𝑃(𝑆, 𝑇) = max

 
(𝐸 − 𝑆, 0) ≔ (𝐸 − 𝑆)+, 𝐵𝑑 < 𝑆 < 𝐵𝑢,

𝑃(𝐵𝑑 , 𝑡) = 𝑌(𝑡), 𝑃(𝐵𝑢, 𝑡) = 𝑍(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇,      
 

𝜕𝛼𝑃

𝜕𝑡𝛼
+

1

2
𝛿2𝑆2𝛽+2

𝜕2𝑃

𝜕𝑆2
+ (𝑟 − 𝐷)𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑆
− 𝑟𝑃 = 0. 

𝜕𝛼𝑃

𝜕𝑡𝛼
+

1

2
𝛿2𝑆2𝛽+2

𝜕2𝑃

𝜕𝑆2
+  𝑟(𝑡) − 𝐷(𝑡) 𝑆

𝜕𝑃

𝜕𝑆
− 𝑟(𝑡)𝑃 = 0, 

(𝑆, 𝑡) ∈ (𝐵𝑑 , 𝐵𝑢) × (0, 𝑇). (1) 

𝜕𝛼𝑃

𝜕𝑡𝛼
=

{
 
 

 
 1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡
∫

𝑃(𝑆, 𝜉) − 𝑃(𝑆, 𝑇)

(𝜉 − 𝑡)𝛼
𝑑𝜉

𝑇

𝑡

, 0 < 𝛼 < 1,

𝜕𝑃(𝑆, 𝑡)

𝜕𝑡
,                                                                     𝛼 = 1.

 

−
𝜕𝛼𝑃(𝑆, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
=

1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝜏
∫

𝑃(𝑆, 𝑇 − 𝜍) − 𝑃(𝑆, 𝑇)

(𝜏 − 𝜍)𝛼
𝑑𝜍

𝜏

0

≔ 𝐷𝜏
𝛼𝑃(𝑆, 𝑇 − 𝜏)0

 . 
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 مرزی-با شرایط اولیه

 

 

𝑏𝑑 کند کهتغییر می = ln 𝐵𝑑 ،𝑏𝑢 = ln𝐵𝑢 و مشتق کسری 𝐷𝜏
𝛼𝑈0

 (𝑥, 𝜏)  با مشتق کسری

0 برای 43کاپوتوئی < 𝛼 ≤  به این معنا که، منطبق است 1

 

 

 

 

معادله فوق را در حالت کلی به معادله زیر پذیر پیوسته است. نسبت به زمان مشتق U جایی که

 تعمیم دادتوان می

 

 

 

 

 

 پژوهش فرضیات و سوالات -9

 دهش تدوین زیر هایفرضیه سوالات و های انجام شده در قسمت قبل،بررسی و مطالعات براساس

 :است

بهره و سود تقسیمی به صورت تابعی وابسته به زمان باشند مدل، با فرض اینکه نرخ ؛ 1فرضیه 

 پوشاند.شولز کلاسیک را می-تر بوده و ضعف مسأله بلکبه مدل واقعی بازار نزدیک

𝐷𝜏
𝛼𝑈0

 (𝑥, 𝜏) =
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥

𝜕2𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2
 

+  𝑟(𝑇 − 𝜏) − 𝐷(𝑇 − 𝜏) −
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥 

𝜕𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝑟(𝑇 − 𝜏)𝑈(𝑥, 𝜏), 

𝐷𝜏
𝛼𝑈0

 (𝑥, 𝜏) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝜏
∫

𝑈(𝑥, 𝜍) − 𝑈(𝑥, 0)

(𝜏 − 𝜍)𝛼
𝑑𝜍

𝜏

0

 

=
1

Γ(1 − 𝛼)
∫

𝜕𝑈(𝑥, 𝜍)

𝜕𝜍

1

(𝜏 − 𝜍)𝛼
𝑑𝜍

𝜏

0

= 𝐷𝜏
𝛼𝑈(𝑥, 𝜏)0

𝐶  

(2) 

(3) 

{
𝑈(𝑥, 0) = (𝐸 − 𝑒𝑥)+, 𝑏𝑑 < 𝑥 < 𝑏𝑢,                                          

𝑈(𝑏𝑑 , 𝜏) = 𝑦(𝑇 − 𝜏), 𝑈(𝑏𝑢, 𝜏) = 𝑧(𝑇 − 𝜏), 0 < 𝜏 < 𝑇,
 

+𝑓(𝑥, 𝜏), (𝑥, 𝜏) ∈ (𝑏𝑑 , 𝑏𝑢) × (0, 𝑇). 

𝐷𝜏
𝛼𝑈0

 (𝑥, 𝜏) =
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥

𝜕2𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2
 

+ 𝑟(𝑇 − 𝜏) − 𝐷(𝑇 − 𝜏) −
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥 

𝜕𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝑟(𝑇 − 𝜏)𝑈(𝑥, 𝜏) 
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وجود دارد که این مطلب را مدل  معکوس آن رابطه نوسانات و سهام قیمت بین در بازار؛ 2فرضیه 

CEV شولز کلاسیک از نشان دادن این رابطه عاجز -مدل بلکحالی که  دهد دربه خوبی نشان می

 .است

شولز مرتبه صحیح، حافظه -شولز مرتبه کسری نسبت به معادله بلک-؛ معادله بلک3فرضیه 

 دهد.بیشتری از اطلاعات درباره بازار در اختیار ما قرار می

ولانی ند حافظه طوروی ر (𝛿و  𝛼 ،𝛽هر یک از پارامترهای مهم این مدل ) تأثیرسوال اصلی؛ 

 مدت به چه صورت است؟

 پژوهش شناسیروش -4

عددی برای  روش یک ارائه پژوهش این اصلی هدف. است کاربردی پژوهش یک پژوهش این

ی که دارای کسری-زمانز شول-تحت مدل بلک یارزش اروپایارزش اختیارهای مانع دوگانه بی تعیین

 گیریم.مراحل زیر را در نظر میند. در این پژوهش کتبعیت می CEV ه از مدلپای

 ارائه یک طرح تفاضلی غیرصریح برای حل عددی معادله دیفرانسیل مرتبه کسری (1

 پذیری، پایداری و همگرایی طرح تفاضلی مطرح شدهاثبات حل (2

 نشان دادن کارایی طرح تفاضلی و بدست آوردن مرتبه همگرایی به کمک چند مثال (3

 مدل روی روند حافظه به صورت جدول و شکلارائه تأثیر هر یک از پارامترهای  (4

 طرح تفاضلی غیرصریح برای معادله دیفرانسیل کسری -4-8

صورت سازیم. دامنه جواب را به می (3) طرح تفاضلی غیرصریح را برای معادله قسمتدر این 

 کنیمسازی میساوی الفاصله گسستهنقاط مت

 

 

 

 

𝐷𝜏 کسری-مشتق زماناعداد صحیح هستند.  N و M که
𝛼𝑈0

 (𝑥, 𝜏) یدر نقطه  𝑥𝑗, 𝜏𝑛   به

 : را ببینید( (Sun, et al, 2006)) توان فرمول بندی کردصورت زیر می

 

 
𝐷𝜏

𝛼𝑈0
 (𝑥, 𝜏)|𝑥=𝑥𝑗,𝜏=𝜏𝑛

= 𝜑 ∑ 𝜓𝑘 𝑈𝑗
𝑛−𝑘+1 − 𝑈𝑗

𝑛−𝑘 𝑛
𝑘=1 + 𝑂(Δ𝜏2−𝛼), 

(4) 

∆𝜏 =
𝑇

M
, 𝜏𝑛 = 𝑛∆𝜏, 𝑛 = 0,1, … , 𝑀, 

∆𝑥 =
𝑏𝑢 − 𝑏𝑑

N
, 𝑥𝑗 = 𝑏𝑑 + 𝑗∆𝑥, 𝑗 = 0,1,… , 𝑁, 



 .../رضایی و یزدانیانمانع دوگانه اروپاییبرای اختیار کسری-شولز زمان-عددی معادله بلک جواب

 355 

 حالی که در

 

 زنیم تقریب می 2های مکانی را به کمک تفاضل مرکزی مرتبه و مشتق

 

 

 

 

 

 

𝑈𝑗 گذاریغیرصریح زیر را با نشانه طرح تفاضلی (3) در (5) و (4) ا جایگذاریب
𝑛 = 𝑈 𝑥𝑗 , 𝜏𝑛  

𝑓𝑗 و
𝑛 = 𝑓 𝑥𝑗, 𝜏𝑛  (𝑗 = 0,1,… , 𝑁; 𝑛 = 0,1,… , 𝑀) آوریمدست میب 

 

 

 

 

 

 

 

𝜙 با ضرب طرفین رابطه فوق در = 𝜑−1 و بازنویسی طرح تفاضلی فوق داریم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 

𝜑 =
1

Γ(2 − 𝛼)

1

Δ𝜏𝛼
,   𝜓𝑘 = 𝑘1−𝛼 − (𝑘 − 1)1−𝛼,   𝑘 = 1, … , 𝑛, 

𝜕2𝑈(𝑥,𝜏)

𝜕𝑥2  
𝑥=𝑥𝑗,𝜏=𝜏𝑛

=
𝑈 𝑥𝑗−1,𝜏𝑛 −2𝑈 𝑥𝑗,𝜏𝑛 +𝑈 𝑥𝑗+1,𝜏𝑛 

Δ𝑥2 + 𝑂(Δ𝑥2), 

𝜕𝑈(𝑥,𝜏)

𝜕𝑥
 
𝑥=𝑥𝑗,𝜏=𝜏𝑛

=
𝑈 𝑥𝑗+1,𝜏𝑛 −𝑈 𝑥𝑗−1,𝜏𝑛 

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2), 

𝜑  𝜓𝑘 𝑈𝑗
𝑛−𝑘+1 − 𝑈𝑗

𝑛−𝑘 

𝑛

𝑘=1

=
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥𝑗

𝑈𝑗−1
𝑛 − 2𝑈𝑗

𝑛 + 𝑈𝑗+1
𝑛

Δ𝑥2
 

+ 𝑟(𝑇 − 𝜏𝑛) − 𝐷(𝑇 − 𝜏𝑛) −
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥𝑗 

𝑈𝑗+1
𝑛 − 𝑈𝑗−1

𝑛

2Δ𝑥
 

−𝑟(𝑇 − 𝜏𝑛)𝑈𝑗
𝑛 + 𝑓𝑗

𝑛 + 𝑂(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜙 ((𝜆 − 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 − 𝜂1)𝑈𝑗−1

1 −  2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜙𝜁1 + 1 𝑈𝑗
1                              

+𝜙 ((𝜆 + 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1) 𝑈𝑗+1
1 = −𝑈𝑗

0 − 𝜙𝑓𝑗
1 + 𝑂(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2),   𝑛 = 1,

𝜙 ((𝜆 − 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 − 𝜂𝑛) 𝑈𝑗−1
𝑛 −  2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜙𝜁𝑛 + 1 𝑈𝑗

𝑛                            

+𝜙 ((𝜆 + 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂𝑛) 𝑈𝑗+1
𝑛 =  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝑈𝑗

𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛𝑈𝑗
0 − 𝜙𝑓𝑗

𝑛   

+𝑂(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2),   𝑛 ≥ 2,                                                                                    

 

(6) 
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 که

 

 

 

 آیدمرزی به صورت زیر بدست می-ایط اولیهو شر

 

 

 شودبا حذف خطای برشی به صورت زیر حاصل می (3) اً طرح تفاضلی غیرصریح متناظر باو نهایت

 

 

 

 

 

 جایی که

 

 

 

�̃�𝑗 و
𝑛 جواب دقیق طرح تفاضلی غیرصریح و 𝑈𝑗

𝑛 است. سرانجام به  (3) جواب دقیق معادله

 توان نوشت را به فرم ماتریسی به صورت زیر می (8)سازی الگوریتم محاسباتی روابط منظور ساده

 

 
 

 

 که

 

 

 

 

 

𝜆 =
1

2

𝛿2

Δ𝑥2
,   𝜇 = −

𝛿2

4Δ𝑥
,   𝜂𝑛 =

1

2Δ𝑥
 𝑟(𝑇 − 𝜏𝑛) − 𝐷(𝑇 − 𝜏𝑛) , 

𝜁𝑛 = 𝑟(𝑇 − 𝜏𝑛), 

{
𝑈𝑗

0 = (𝐸 − 𝑒𝑥𝑗)+,                                      

𝑈0
𝑛 = 𝑦(𝑇 − 𝜏𝑛), 𝑈𝑁

𝑛 = 𝑧(𝑇 − 𝜏𝑛),
 (7) 

{
 
 

 
 

𝑎𝑗−1
𝑛 �̃�𝑗−1

1 + 𝑏𝑗
𝑛�̃�𝑗

1 + 𝑐𝑗+1
𝑛 �̃�𝑗+1

1 = −�̃�𝑗
0 − 𝜙𝑓𝑗

1,   𝑛 = 1,

𝑎𝑗−1
𝑛 �̃�𝑗−1

𝑛 + 𝑏𝑗
𝑛�̃�𝑗

𝑛 + 𝑐𝑗+1
𝑛 �̃�𝑗+1

𝑛                                            

=  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)�̃�𝑗
𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛�̃�𝑗
0 − 𝜙𝑓𝑗

𝑛,   𝑛 ≥ 2,    

 

(8) 

𝑎𝑗−1
𝑛 = 𝜙 ((𝜆 − 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 − 𝜂𝑛),   𝑏𝑗

𝑛 = − 2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜙𝜁𝑛 + 1  

𝑐𝑗+1
𝑛 = 𝜙 ((𝜆 + 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂𝑛) ,   𝑗 = 1, … , 𝑁 − 1 

(9) 

{

𝐴1�̃�1 = −�̃�0 − 𝐺1 − 𝜙𝐹1,   𝑛 = 1,                                                 

𝐴𝑛�̃�𝑛 =  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)�̃�𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛�̃�0 − 𝐺𝑛 − 𝜙𝐹𝑛,   𝑛 ≥ 2,
 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑏1

𝑛 𝑐2
𝑛   0

𝑎1
𝑛 𝑏2

𝑛 𝑐3
𝑛   

 
 
0

⋱
 
 

⋱
 
 

⋱
 

𝑎𝑁−1
𝑛

 
𝑐𝑁−1

𝑛

𝑏𝑁−1
𝑛

]
 
 
 
 

, �̃�𝑛 =  �̃�1
𝑛, �̃�2

𝑛, … , �̃�𝑁−1
𝑛  

𝑡
 

𝐹𝑛 = (𝑓1
𝑛, 𝑓2

𝑛, … , 𝑓𝑁−1
𝑛 )𝑡, 𝐺𝑛 =  𝑎.

𝑛�̃�0
𝑛, 0, … ,0, 𝑐𝑁

𝑛�̃�𝑁
𝑛 

𝑡
. 
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 پایداری و همگرایی -4-2

 ست.، بدون شرط پایدار و همگراپذیرکنیم که طرح تفاضلی غیرصریح حلثابت می قسمتدر این 

 پذیری طرح تفاضلیحل -4-2-8

 پذیر است.حلبه طور یکتا  (8) طرح تفاضلی غیرصریح 1-2-4 قضیه

𝐴𝑛�̃�𝑛 توان به طور خلاصه به صورترا می (9) فرم ماتریسی طرح تفاضلی غیرصریح: برهان =

𝑑𝑛−1 نوشت که 𝑑𝑛−1 وابسته به �̃�𝑛−1 ،�̃�𝑛−2 ،... ،�̃�0، 𝐹𝑛 و 𝐺𝑛 است. ماتریس 𝐴𝑛 =  𝑎𝑖𝑗
𝑛   

𝑎𝑖𝑖| اکیداً غالب قطری است چون
𝑛| > ∑ |𝑎𝑖𝑗

𝑛 |𝑗≠𝑖 ،که 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑛 و = 1,2,… , 𝑀 بنابراین به ازی هر 𝑛 ماتریس ضرایب 𝐴𝑛 درنتیجه دستگاه است پذیروارون ،

 پذیر است.به طور یکتا حل

 

 پایداری طرح تفاضلی -4-2-2

ار پاید با استفاده از آنالیز تبدیل فوریه بدون شرط (8) کنیم که طرح تفاضلی غیرصریحت میثاب

�̂�𝑗 فرض کنید که. (Strikwerda, 2004) است
𝑛  اشد. ب (8) عددی طرح تفاضلی غیرصریحجواب

 دقرار دهی

 

 

 

|𝑎11
𝑛 | = 2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥1 + 𝜙𝜁𝑛 + 1,    |𝑎1𝑗

𝑛 |

𝑗≠1

= 𝜙 ((𝜆 + 𝜇)𝑒2𝛽𝑥1 + 𝜂𝑛), 

|𝑎𝑖𝑖
𝑛| = 2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑖 + 𝜙𝜁𝑛 + 1,    |𝑎𝑖𝑗

𝑛 |

𝑗≠𝑖

= 2𝜙𝜆𝑒2𝛽𝑥𝑖 ,   𝑖 = 2,3,… , 𝑁 − 2 

|𝑎𝑁−1,𝑁−1
𝑛 | = 2𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑁−1 + 𝜙𝜁𝑛 + 1, 

 |𝑎𝑁−1,𝑗
𝑛 |

𝑗≠𝑁−1

= 𝜙 ((𝜆 − 𝜇)𝑒2𝛽𝑥𝑁−1 − 𝜂𝑛), 

𝜀𝑗
𝑛 = �̃�𝑗

𝑛 − �̂�𝑗
𝑛, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁, 𝑛 = 0,1,… , 𝑀, 
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𝜀𝑗 آنگاه
𝑛 کندهای زیر صدق میر معادلهد 

 

 

 

𝜀0و
𝑛 = 𝜀𝑁

𝑛 =  44یاسیع سری فوریه برای تابع شبکهتوان یک تومی. 0

 

 

 

 

𝐿 با دوره تناوب = 𝑏𝑢 − 𝑏𝑑 به صورت زیر ساخت 

 

 

 

 

𝜀𝑛د قرار دهی = (𝜀1
𝑛, 𝜀2

𝑛, … , 𝜀𝑁−1
𝑛 )𝑡 با تعریف نرم زیر 

 

 

 آیدرابطه زیر بدست می 45با استفاده از تساوی پارسوال و همچنین

 

 

 و درنتیجه داریم 

 

 

𝑥𝑗 بر اساس آنالیز بالا و = 𝑏𝑑 + 𝑗∆𝑥  ،به صورت فرمی (10) که جواب کنیمفرض می  

 

(10) 

{
 

 
𝑎𝑗−1𝜀𝑗−1

1 + 𝑏𝑗𝜀𝑗
1 + 𝑐𝑗+1𝜀𝑗+1

1 = −𝜀𝑗
0,   𝑛 = 1,                                               

𝑎𝑗−1𝜀𝑗−1
𝑛 + 𝑏𝑗𝜀𝑗

𝑛 + 𝑐𝑗+1𝜀𝑗+1
𝑛 =  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜀𝑗

𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛𝜀𝑗
0,   𝑛 ≥ 2,

 

𝜀𝑛(𝑥) =  𝜃𝑗
𝑛𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿

+∞

𝑗=−∞

(𝑖2 = −1),   𝑛 = 0,1, … , 𝑀, 

𝜃𝑗
𝑛 =

1

𝐿
∫ 𝜀𝑛(𝑥)𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿 𝑑𝑥

𝐿

0

,   𝑗 = 0, ±1, …. 

‖𝜀𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝜀𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= ∫ |𝜀𝑛(𝑥)|2𝑑𝑥
𝐿

0

= ‖𝜀𝑛(𝑥)‖𝐿2
2 ,   𝑛 = 0,1, … , 𝑀. 

‖𝜀𝑛(𝑥)‖𝐿2
2 = 𝐿  |𝜃𝑗

𝑛|
2

+∞

𝑗=−∞

,   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. 

‖𝜀𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝜀𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= 𝐿  |𝜃𝑗
𝑛|

2
+∞

𝑗=−∞

,   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. (11) 

𝜀𝑗
𝑛 = 𝜃𝑛𝑒𝑖𝑞(𝑏𝑑+𝑗∆𝑥),   𝑞 =

2𝜋𝑙

𝐿
,   𝑙 = 0,±1, …, 

𝜀𝑛(𝑥) = {
𝜀𝑗

𝑛,   𝑥 ∈  𝑥𝑗 −
∆𝑥

2
, 𝑥𝑗 +

∆𝑥

2
],                   

0,   𝑥 ∈ [𝑏𝑑, 𝑏𝑑 +
∆𝑥

2
] ∪ [𝑏𝑢 −

∆𝑥

2
, 𝑏𝑢] ,
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 خواهیم داشت (10) گذاری فرمول بالا دربا جای دارد.

 

 

 

 

 کننددر موارد زیر صدق می 𝝍𝒏 ضرایب 2-2-4لم 

𝜓𝑛 > 0, 𝑛 = 1,2,…. 

1 = 𝜓1 > 𝜓2 > ⋯ > 𝜓𝑛, 𝜓𝑛 → 0, 𝑎𝑠  𝑛 → +∞. 

∑ (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)𝑛−1
𝑘=1 + 𝜓𝑛 = 1. 

 .(Liu, et al, 2015) :برهان

𝒏 برای هر 9-2-4 لم > |𝜽𝒏| دهیم که، نشان میدلخواه 𝟎 ≤ |𝜽𝟎|. 

sin2 استفاده ازبا : برهان (
𝑞

2
) = −

1

4
 𝑒𝑖𝑞 − 2 + 𝑒−𝑖𝑞  داریم (12) و رابطه 

 

 

 

,𝜆 که 𝜙, 𝜂1, 𝜁1 > 𝜇 و 0 <  کندایجاب می 0

 

 

|𝜃1| درنتیجه ≤ |𝜃0| .کنیم که، فرض میاستقراء ریاضی به کمک |𝜃𝑘| ≤ |𝜃0|, 𝑘 =

2,3,… , 𝑛 − |𝜃𝑛| کنیمو ثابت می 1 ≤ |𝜃0| برای (12) و رابطه 1 با استفاده از لم 𝑛 ≥  مارید 2

 

 

 

 

{
 
 

 
 

 𝑎𝑗−1𝑒−𝑖𝑞∆𝑥 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗+1𝑒
𝑖𝑞∆𝑥 𝜃1 = −𝜃0,   𝑛 = 1,

 𝑎𝑗−1𝑒−𝑖𝑞∆𝑥 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗+1𝑒𝑖𝑞∆𝑥 𝜃𝑛                             

=  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜃𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛𝜃0,   𝑛 ≥ 2,             

 

[−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  
𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁1 − 1] 𝜃1 

= −𝜃0, 

|−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  
𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁1 − 1| ≥ 1, 

(12) 
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|𝜃𝑛| آنگاه ≤ |𝜃0| ، اثبات تمام استو. 

شویم که جمله ست. )یادآور میبدون شرط پایدار ا (8) طرح تفاضلی غیرصریح 4-2-4قضیه 

,𝑓(𝑥 یعنی ،46عمنب 𝑡) تاثیر ندارد. بدین منظور بدون  (3) اری طرح تفاضلی متناظر با معادلهدر پاید

 کنیم.(از دست دادن کلیت مسأله آنالیز پایداری از آن صرفنظر می

 آوریمبدست می (11) در رابطه 2 و 1 با استفاده از لم: برهان

 

 

𝜀𝑛‖2‖ درنتیجه رابطه
2 ≤ ‖𝜀0‖2

𝑛 برای 2 = 0,1,… , 𝑀 .طرح تفاضلی از این رو برقرار است ،

 بدون شرط پایدار است. (8) غیرصریح

 همگرایی طرح تفاضلی 4-2-9

𝑈𝑗 کنیم کهفرض می
𝑛 و (6) جواب دقیق �̃�𝑗

𝑛  قرار دهید باشد (8) دقیقجواب . 

 

 

  آوریمبدست می (8) و (6) به کمک روابط

 

 

 

|[−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  
𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂𝑛 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁𝑛 − 1] 𝜃𝑛| 

=   (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜃𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛𝜃0 ≤   (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜃𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

 + 𝜓𝑛|𝜃0| 

≤  (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)|𝜃𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝜓𝑛|𝜃0| ≤   (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝜓𝑛 |𝜃0| 

= |𝜃0| 

‖𝜀𝑛‖2
2 = 𝐿  |𝜃𝑗

𝑛|
2

+∞

𝑗=−∞

≤ 𝐿  |𝜃𝑗
0|

2
+∞

𝑗=−∞

= ‖𝜀0‖2
2. 

{
𝐸𝑗

𝑛 = 𝑈𝑗
𝑛 − �̃�𝑗

𝑛,   𝑗 = 0,1, … , 𝑁,   𝑛 = 0,1, … , 𝑀,

𝑅𝑗
𝑛 = 𝑂(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2).                                          

 

{
 
 

 
 

𝑎𝑗−1𝐸𝑗−1
1 + 𝑏𝑗𝐸𝑗

1 + 𝑐𝑗+1𝐸𝑗+1
1 = −𝐸𝑗

0 + Δ𝜏𝛼𝑅𝑗
1,   𝑛 = 1,

𝑎𝑗−1𝐸𝑗−1
𝑛 + 𝑏𝑗𝐸𝑗

𝑛 + 𝑐𝑗+1𝐸𝑗+1
𝑛                                                

=  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝐸𝑗
𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

− 𝜓𝑛𝐸𝑗
0 + +Δ𝜏𝛼𝑅𝑗

𝑛,   𝑛 ≥ 2,

 
(13) 
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 کندایجاب می مرزی-شرایط اولیه، همچنین

 

 

 کنیمزیر تعریف می ای به فرم، دو تابع شبکهمشابه با اثبات پایداری

 

 

 

 و

 

 

 

 باشندو دارای توسیع سری فوریه به صورت زیر می

 

 

 و

 

 

𝐿 جایی که = 𝑏𝑢 − 𝑏𝑑 و 

 

 

𝐸𝑛د قرار دهی = (𝐸1
𝑛, 𝐸2

𝑛, … , 𝐸𝑁−1
𝑛 )𝑡  و𝑅𝑛 = (𝑅1

𝑛, 𝑅2
𝑛, … , 𝑅𝑁−1

𝑛 )𝑡 نرم متناظر با  و

 کنیم ها را به صورت زیر تعریف میآن

 

 

 و

{
𝐸𝑗

0 = 0,   𝑗 = 0,1,… , 𝑁,             

𝐸0
𝑛 = 𝐸𝑁

𝑛 = 0,   𝑛 = 0,1, … , 𝑀,
 

𝐸𝑛(𝑥) = {
𝐸𝑗

𝑛,   𝑥 ∈  𝑥𝑗 −
∆𝑥

2
, 𝑥𝑗 +

∆𝑥

2
],                  

0,   𝑥 ∈ [𝑏𝑑 , 𝑏𝑑 +
∆𝑥

2
] ∪ [𝑏𝑢 −

∆𝑥

2
, 𝑏𝑢] ,

 𝑛 = 0,1, … , 𝑀 

𝑅𝑛(𝑥) = {
𝑅𝑗

𝑛,   𝑥 ∈  𝑥𝑗 −
∆𝑥

2
, 𝑥𝑗 +

∆𝑥

2
],                  

0,   𝑥 ∈ [𝑏𝑑, 𝑏𝑑 +
∆𝑥

2
] ∪ [𝑏𝑢 −

∆𝑥

2
, 𝑏𝑢] ,

 𝑛 = 0,1,… , 𝑀 

𝐸𝑛(𝑥) =  𝜗𝑗
𝑛𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿

+∞

𝑗=−∞

(𝑖2 = −1),   𝑛 = 0,1, … , 𝑀, 

𝜗𝑗
𝑛 =

1

𝐿
∫ 𝐸𝑛(𝑥)𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿 𝑑𝑥

𝐿

0

,   𝜈𝑗
𝑛 =

1

𝐿
∫ 𝑅𝑛(𝑥)𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿 𝑑𝑥

𝐿

0

,   𝑗 = 0, ±1,…. 

𝑅𝑛(𝑥) =  𝜈𝑗
𝑛𝑒𝑖

2𝜋𝑗𝑥
𝐿

+∞

𝑗=−∞

(𝑖2 = −1),   𝑛 = 0,1,… , 𝑀, 

‖𝐸𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝐸𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= ∫ |𝐸𝑛(𝑥)|2𝑑𝑥
𝐿

0

= ‖𝐸𝑛(𝑥)‖𝐿2
2 ,   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. 

‖𝑅𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝑅𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= ∫ |𝑅𝑛(𝑥)|2𝑑𝑥
𝐿

0

= ‖𝑅𝑛(𝑥)‖𝐿2
2 ,   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. 
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 گیریم نتیجه میکه با استفاده از تساوی پارسوال 

 

 

 

 

 

𝑥𝑗 الا و، بر اساس آنالیز بطور مشابه به = 𝑏𝑑 + 𝑗∆𝑥  ،کنیم کهفرض می 𝐸𝑗
𝑛 =

𝜗𝑛𝑒𝑖𝑞(𝑏𝑑+𝑗∆𝑥) و 𝑅𝑗
𝑛 = 𝜈𝑛𝑒𝑖𝑞(𝑏𝑑+𝑗∆𝑥)   (𝑞 =

2𝜋𝑙

𝐿
,   𝑙 = 0, ±1,… و با جایگذاری این  (

 دهدنتیجه می (13) ها دررابطه

 

 

 

 

sin2 که به کمک رابطه (
𝑞

2
) = −

1

4
 𝑒𝑖𝑞 − 2 + 𝑒−𝑖𝑞  ،نوشتتوان می 

 

 

 

 

 

 

جود دارد به طوری و 𝐶1 باشد, آنگاه یک ثابت مثبت (16) جواب 𝜗𝑛 فرض کنید که 5-2-4لم 

 که

 

 

(14) 

(15) 

‖𝐸𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝐸𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= 𝐿  |𝜗𝑗
𝑛|

2
+∞

𝑗=−∞

,   𝑛 = 0,1, … , 𝑀. 

‖𝑅𝑛‖2
2 =  ∆𝑥|𝑅𝑗

𝑛|
2

𝑁−1

𝑗=1

= 𝐿  |𝜈𝑗
𝑛|

2
+∞

𝑗=−∞

,   𝑛 = 0,1, … , 𝑀. 

{
 
 

 
 

 𝑎𝑗−1𝑒−𝑖𝑞∆𝑥 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗+1𝑒𝑖𝑞∆𝑥 𝜗1 = Δ𝜏𝛼𝜈1,   𝑛 = 1,

 𝑎𝑗−1𝑒−𝑖𝑞∆𝑥 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗+1𝑒𝑖𝑞∆𝑥 𝜗𝑛                                 

=  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜗𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

+ Δ𝜏𝛼𝜈𝑛,   𝑛 ≥ 2,             

 

{
 
 
 

 
 
 [−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  

𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁1 − 1] 𝜗1

= Δ𝜏𝛼𝜈1,   𝑛 = 1,                                                                                             

[−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  
𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂𝑛 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁𝑛 − 1] 𝜗𝑛

=  (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜗𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

+ Δ𝜏𝛼𝜈𝑛,   𝑛 ≥ 2,                                               

 

|𝜗𝑛| ≤ 𝐶1

Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛
,   𝑛 = 1,2,… , 𝑀. 

(16) 
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𝑅𝑗 به دلیل اینکه: برهان
𝑛 = 𝑂(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2), 𝑗 = 0,1,… , 𝑁, 𝑛 = 0,1,… , 𝑀 ، آنگاه

 وجود دارد که 𝐶2 یک ثابت مثبت

 

 آوریمبدست می (15)ا مطابق ب

 

 دهدنتیجه می (15) ه همگرایی سری در طرف راست رابطهبا توجه ب

 

 ثابت مثبت است. از آنجا که 𝐶3 که

 

 توان نوشتمی

 

 

 

 

|𝜗𝑘| کنیم، فرض میاز استقراء ریاضی حال با استفاده ≤ 𝐶1
Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑘
,   𝑛 = 2,3,… , 𝑛 − 1 

|𝜗𝑛| کنیمو ثابت می ≤ 𝐶1
Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛
𝐶1 که در اینجا  = max

 
{1, 𝐶3}.  

 

 

 

 

 

 

 

 

|𝑅𝑗
𝑛| ≤ 𝐶2(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2),   𝑗 = 0,1,… , 𝑁,   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. 

‖𝑅𝑛‖2 ≤ 𝐶2√𝐿(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2),   𝑛 = 0,1,… , 𝑀. (17) 

|𝜈𝑛| ≡ |𝜈𝑗
𝑛| ≤ 𝐶3|𝜈𝑗

1| ≡ 𝐶3|𝜈
1|,   𝑛 = 2,3,… , 𝑀. 

|−4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2  
𝑞Δ𝑥

2
 + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁1 − 1| ≥ 1, 

|𝜗1| =
Δ𝜏𝛼|𝜈1|

 −4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2 (
𝑞Δ𝑥
2 ) + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂1 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁1 − 1 

 

≤ Δ𝜏𝛼|𝜈1| ≤
Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓1
. 

|𝜗𝑛| =
|∑ (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜗𝑛−𝑘𝑛−1

𝑘=1 + Δ𝜏𝛼𝜈𝑛|

 −4𝜆𝜙𝑒2𝛽𝑥𝑗 sin2 (
𝑞Δ𝑥
2 ) + 2𝑖𝜙 𝜇𝑒2𝛽𝑥𝑗 + 𝜂𝑛 sin(𝑞Δ𝑥) − 𝜙𝜁𝑛 − 1 

 

≤   (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜗𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

+ Δ𝜏𝛼𝜈𝑛 ≤   (𝜓𝑘+1 − 𝜓𝑘)𝜗𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

 + Δ𝜏𝛼|𝜈𝑛| 

≤  (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)|𝜗𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝐶3Δ𝜏𝛼|𝜈1| ≤  (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)
𝐶1Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=1

 

+𝐶3Δ𝜏𝛼|𝜈1| ≤
𝐶1Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛
 (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝐶3Δ𝜏𝛼|𝜈1| 
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 د.اثبات کامل ش

,𝑈(𝑥 رض کنید کهف 6-2-4قضیه  𝜏) و (3) جواب دقیق �̃�(𝑥, 𝜏)  باشد (8) دقیقجواب ،

𝑂(Δ𝜏2−𝛼 همگرا با مرتبه همگرایی (8) آنگاه طرح تفاضلی غیرصریح + Δ𝑥2) .است 

1 چون: برهان

𝜓𝑛𝑛𝛼 ≤
1

1−𝛼
, 𝑛 = 1,2,… , 𝑀 ، داریم 3 آنگاه به کمک لم 

 

 

 

 

 آوریمبدست می (17) و (15)، (14) که با بکارگیری

 

 

 

𝐶 جایی که =
𝐶1

1−𝛼
𝑇𝛼𝐶2√𝐿 .و اثبات کامل شد 

 پژوهشنتایج  -5

، صحت و کارایی طرح تفاضلی غیرصریح را با ذکر دو مثال که فرم بسته جواب این بخش در

، را 𝐷(𝑡) و سود سالانه 𝑟(𝑡) ها نرخ بهرهمثالاییم. در تمامی نم، بررسی میدقیق آن موجود است

 (Yang, et al, 2008)یم گیربه صورت زیر در نظر می مانتوابع وابسته به ز

 

�̂�𝑗
𝑛 = �̂�(𝑗∆𝑥, 𝑛∆𝜏) دهیم که با حل قرار می (8) را جواب عددی طرح تفاضلی غیرصریح

شود. مرتبه همگرایی طرح محاسبه می 47عددی معادله تفاضلی بدست آمده به کمک نرم افزار متلب

 𝑥∆ آوریم که برای طول گام مکانیهای فوق را برای نرم ماکزیمم بدست میتفاضلی غیرصریح مثال

≤
𝐶1Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛
( (𝜓𝑘 − 𝜓𝑘+1)

𝑛−1

𝑘=1

+ 𝜓𝑛) = 𝐶1

Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓1
. 

|𝜗𝑛| ≤ 𝐶1

Δ𝜏𝛼|𝜈1|

𝜓𝑛
=

𝐶1

𝜓𝑛𝑛𝛼
𝑛𝛼Δ𝜏𝛼|𝜈1| ≤

𝐶1

1 − 𝛼
(𝑛Δ𝜏)𝛼|𝜈1| 

≤
𝐶1

1 − 𝛼
𝑇𝛼|𝜈1|, 

‖𝐸𝑛‖2 ≤
𝐶1

1 − 𝛼
𝑇𝛼‖𝑅1‖2 ≤

𝐶1

1 − 𝛼
𝑇𝛼𝐶2√𝐿(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2) 

= 𝐶(Δ𝜏2−𝛼 + Δ𝑥2), 

𝑟(𝑡) = 0.1 + 0.05𝑒−𝑡,   𝐷(𝑡) = 0.03 + 0.001𝑒0.01𝑡. 
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log∆𝑥1 ،به ترتیب،  𝜏∆ و طول گام زمانی
∆𝑥2

(
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟1

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟2
log∆𝜏1 و (

∆𝜏2

(
𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟1

𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟2
نشان  𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑖هستند.  (

𝑥∆ دهنده خطا برای = ∆𝑥𝑖 یا ∆𝜏 = ∆𝜏𝑖  دشوماکزیمم به صورت زیر تعریف میاست و نرم  

 

 

های ماندهاندازه باقیرای بدست آوردن ب (𝑅𝑀𝑆𝐸) 48عمرب-میانگین-، از خطای ریشهچنینهم

 به این معنا که ،کنیمجواب دقیق و عددی استفاده می

 

 

 

 کسری با شرایط مرزی همگن زیر را درنظر بگیرید-معادله زمان 1-5مثال 

 

 

 

 

𝑎(𝑥) جایی که =
1

2
𝛿2𝑒2𝛽𝑥 ،𝑏(𝑥, 𝜏) = 𝑟(𝑇 − 𝜏) − 𝐷(𝑇 − 𝜏) − 𝑎(𝑥) ،𝑐(𝜏) =

𝑟(𝑇 − 𝜏) و 𝑈(𝑥, 𝜏) = (𝜏 + 1)2𝑥2(1 − 𝑥) و جمله منبع از روی  ،جواب دقیق معادله است

 آیدمیجواب دقیق به صورت زیر بدست 

 

 

 

 𝑅𝑀𝑆𝐸 ،، مرتبه همگرایی متناظر با این خطانشان دهنده خطای نرم ماکزیمم 2و  1های جدول

هستند.  1-5های مکانی و زمانی متفاوت مثال برای طول گام (𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒) و زمان اجرای برنامه

گیری خطای نرم ماکزیمم اندازه ، زمان یافتن جواب تقریبی ودر اینجا منظور از زمان اجرای برنامه

         و همگرایی زمانی 2ها قابل مشاهده است مرتبه همگرایی مکانی است. همان طور که از جدول

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ ∑  𝑈𝑗

𝑛 − �̂�𝑗
𝑛 

2𝑀
𝑛=0

𝑁
𝑗=0

(𝑁 + 1)(𝑀 + 1)
=

‖𝑈 − �̂�‖
2

√(𝑁 + 1)(𝑀 + 1)
. 

{
 
 

 
 𝐷𝜏

𝛼𝑈(𝑥, 𝜏)0
 = 𝑎(𝑥)

𝜕2𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝑐(𝜏)𝑈(𝑥, 𝜏)

                          +𝑓(𝑥, 𝜏),                                                                        

𝑈(0, 𝜏) = 0,   𝑈(1, 𝜏) = 0,                                                                     

𝑈(𝑥, 𝜏) = 𝑥2(1 − 𝑥),                                                                             

 

𝑓(𝑥, 𝜏) =  
2𝜏2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
+

2𝜏1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 𝑥2(1 − 𝑥) 

−(𝜏 + 1)2 𝑎(𝑥)(2 − 6𝑥) + 𝑏(𝑥, 𝜏)(2𝑥 − 3𝑥2) − 𝑐(𝜏)𝑥2(1 − 𝑥) . 

𝐸(Δ𝑥, Δ𝜏) = max
0≤𝑛≤𝑀

 max
0≤𝑗≤𝑁

|𝑈𝑗
𝑛 − �̂�𝑗

𝑛| . 
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2 − 𝛼 نماید و همچنین با کاهش طول گام مکانی و را تأیید می 6-2-4 است که این موضوع قضیه

 کنند.ت به سمت صفر میل میمیانگین مربعا، خطای ماکزیمم نرم و خطای ریشه زمانی

 

 

𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 𝐸(Δ𝑥, Δ𝜏) Δ𝑥 
8.77 s 4.5280e-03  1.3026e-02 1/4 

8.81 s 1.2489e-03 1.9455 3.3819e-03 1/8 
8.99 s 3.2071e-04 2.0047 8.4275e-04 1/16 
9.73 s 7.6408e-05 2.0825 1.9898e-04 1/32 
10.11 s 1.4076e-05 2.3881 3.8013e-05 1/64 
13.91 s 2.9967e-06 2.5562 6.4633e-06 1/128 

 

 

 

𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 𝐸(Δ𝑥, Δ𝜏) Δ𝜏 
5.36 × 10−2𝑠 2.1357e-03  4.8109e-03 1/10 

7.88 × 10−2𝑠 9.2300e-04 1.2174 2.0689e-03 1/20 
1.27 × 10−1𝑠 3.9224e-04 1.2433 8.7389e-04 1/40 
2.49 × 10−1𝑠 1.6292e-04 1.2802 3.5981e-04 1/80 
5.83 × 10−1𝑠 6.4676e-05 1.3594 1.4023e-04 1/160 

1.63 s 2.2878e-05 1.5817 4.6849e-05 1/320 
 

پذیری الاستیسیته نوسانضریب ، 𝛼 با توجه به تأثیر هر یک از پارامترهای: مرتبه مشتق کسری

𝛽 ایو مقیاس ثابت نوسان اولیه لحظه 𝛿 اثر هر یک از این  3، در جدول روی حافظه طولانی مدت

𝑥∆ ی مکانی مختلفهاپارامترها را روی روند حافظه در بازارهای مالی با طول گام =

{
1

4
,
1

8
,

1

16
,

1

32
,

1

64
 نماییم. بررسی می {

 

 همگن زیر را درنظر بگیریدناکسری با شرایط مرزی -معادله زمان 2-5مثال 

 

 

α وقتی که 8-5خطا و مرتبه همگرایی برای مثال : 8جدول  = 0.76 ،β = −0.8 ،δ = 0.32 ،

𝑇 = 𝑀و  1 = 1000. 

α وقتی که 8-5خطا و مرتبه همگرایی برای مثال : 2جدول  = 0.76 ،β = −0.8 ،δ = 0.32 ،

𝑇 = 𝑁و  1 = 100. 
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𝑅𝑀𝑆𝐸 1
64

 𝑅𝑀𝑆𝐸 1
32

 𝑅𝑀𝑆𝐸 1
16

 𝑅𝑀𝑆𝐸1
8
 𝑅𝑀𝑆𝐸1

4
   

1.0689e-05 
6.9033e-06 
6.8057e-06 

6.9724e-05 
6.2096e-05 
5.2997e-05 

3.0196e-04 
2.8390e-04 
2.6449e-04 

1.1825e-03 
1.1247e-03 
1.0665e-03 

4.2861e-03 
4.0858e-03 
3.8883e-03 

α
1

= 0.7. 

α
2

= 0.75 

α
3

= 0.80 

δ = 0.27 
β = −1.00 

1.2067e-05 
1.0689e-05 
8.6193e-06 

7.5568e-05 
6.9724e-05 
6.0201e-05 

3.2492e-04 
3.0196e-04 
2.6382e-04 

1.2682e-03 
1.1825e-03 
1.0391e-03 

4.5962e-03 
4.2861e-03 
3.7817e-03 

β
1

= −1.50 

β
2

= −1.00 

β
3

= −0.50 

α = 0.7. 
δ = 0.27 

1.3625e-05 
1.0689e-05 
7.6202e-06 

8.1005e-05 
6.9724e-05 
5.6752e-05 

3.4600e-04 
3.0196e-04 
2.5034e-04 

1.3489e-03 
1.1825e-03 
9.8433e-04 

4.8553e-03 
4.2861e-03 
3.5701e-03 

δ
1

= 0.17 

δ
2

= 0.27 

δ
3

= 0.37 

α = 0.7. 
β = −1.00 

 

,𝑎(𝑥) ،𝑏(𝑥 جایی که 𝜏) ،𝑐(𝜏)  وهمان توابع مثال قبل هستند 𝑈(𝑥, 𝜏) =

(𝜏 + 1)2(𝑥3 + 𝑥2 + جمله منبع به صورت زیر  به طور مشابه ،جواب دقیق معادله است (1

 آیدبدست می

 

 

 

، ، مرتبه همگرایی متناظر با این خطابیانگر خطای نرم ماکزیمم 5و  4های ، جدولبه طور مشابه

های مکانی و زمانی متفاوت مثال میانگین مربعات و زمان اجرای برنامه برای طول گامخطای ریشه 

2 و همگرایی زمانی 2ها مرتبه همگرایی مکانی هستند. جدول 5-2 − 𝛼 دهند که قضیهرا نشان می 

𝑥∆ هایبرای طول گام 8-5مثال  𝑅𝑀𝑆𝐸: 9جدول  = {
1

4
,
1

8
,

1

16
,

1

32
,

1

64
𝑇وقتی که  { = 0.8 

𝑀و  = 400. 

𝑓(𝑥, 𝜏) =  
2𝜏2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
+

2𝜏1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 (𝑥3 + 𝑥2 + 1) 

−(𝜏 + 1)2 𝑎(𝑥)(6𝑥 + 2) + 𝑏(𝑥, 𝜏)(3𝑥2 + 2𝑥) − 𝑐(𝜏)(𝑥3 + 𝑥2 + 1) . 

{
 
 

 
 𝐷𝜏

𝛼𝑈(𝑥, 𝜏)0
 = 𝑎(𝑥)

𝜕2𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑈(𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝑐(𝜏)𝑈(𝑥, 𝜏)

                          +𝑓(𝑥, 𝜏),                                                                        

𝑈(0, 𝜏) = (𝜏 + 1)2,   𝑈(1, 𝜏) = 3(𝜏 + 1)2,                                         

𝑈(𝑥, 𝜏) = 𝑥3 + 𝑥2 + 1,                                                                         
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، خطای ماکزیمم نرم و ریشه کند و همچنین با کاهش طول گام مکانی و زمانیرا تأیید می 4-2-6

  کنند.گین مربعات به سمت صفر میل میمیان

ذیری و پالاستیسیته نوسان، ضریب تأثیر هر یک از پارامترهای مرتبه مشتق کسری 6در جدول 

 های مکانی مختلفای روی روند حافظه در بازارهای مالی با طول گاممقیاس ثابت نوسان اولیه لحظه

∆𝑥 = {
1

4
,
1

8
,

1

16
,

1

32
,

1

64
 دهیم. نشان می {

 

 

𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 𝐸(Δ𝑥, Δ𝜏) Δ𝑥 
9.70 s 5.5911e-03  1.5882e-02 1/4 

9.87 s 1.5733e-03 1.8469 4.4150e-03 1/8 
10.17 s 4.1690e-04 1.9600 1.1348e-03 1/16 
10.48 s 1.0951e-04 1.9635 2.9097e-04 1/32 

 

 

 

𝐶𝑃𝑈 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 𝐸(Δ𝑥, Δ𝜏) Δ𝜏 
0.10 s 3.3241e-02  6.9369e-02 1/10 

0.14 s 1.4439e-02 1.2079 3.0030e-02 1/20 
0.25 s 6.2105e-03 1.2222 1.2872e-02 1/40 
0.54 s 2.6549e-03 1.2296 5.4889e-03 1/80 
1.16 s 1.1313e-03 1.2327 2.3356e-03 1/160 
2.80 s 4.8163e-04 1.2325 9.9398e-04 1/320 

 

عمرهای مختلف اختیار بر اساس طول را  2-5و  1-5، ارزش اختیار معامله هر دو مثال 1شکل 

τ تا تاریخ سررسید یعنی = {𝑇,
3𝑇

4
,
𝑇

2
,
𝑇

4
, 𝑇 است که در اینجا {0 = همان طور که در شکل . 1

شود که این با ارزش ، ارزش اختیار معامله بیشتر میمشاهده است با افزایش طول عمر اختیارقابل 

 3و شکل  2-5و  1-5 نشان دهنده خطای مطلق مثال 2اختیار معامله سازگار است. شکل  زمانی

 بیانگر خطای نسبی هر دو مثال در نقاط مکانی مختلف دامنه جواب است.

 

 

α وقتی که 2-5خطا و مرتبه همگرایی برای مثال : 4جدول  = 0.36 ،β = −2 ،δ = 0.62 ،

𝑇 = 𝑀و  1 = 1000. 

α وقتی که 2-5خطا و مرتبه همگرایی برای مثال : 5جدول  = 0.76 ،β = −0.8 ،δ = 0.32 ،

𝑇 = 𝑁و  1 = 100. 
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𝑅𝑀𝑆𝐸 1
64

 𝑅𝑀𝑆𝐸 1
32

 𝑅𝑀𝑆𝐸 1
16

 𝑅𝑀𝑆𝐸1
8
 𝑅𝑀𝑆𝐸1

4
   

1.0110e-03 
1.3425e-03 
1.7772e-03 

1.0583e-03 
1.3838e-03 
1.8115e-03 

1.2605e-03 
1.5672e-03 
1.9738e-03 

2.0743e-03 
2.3191e-03 
2.6586e-03 

5.0545e-03 
5.1107e-03 
5.2505e-03 

α
1

= 0.7. 

α
2

= 0.75 

α
3

= 0.80 

δ = 0.27 
β = −1.00 

1.0583e-03 
1.0110e-03 
9.3751e-04 

1.1080e-03 
1.0583e-03 
9.7932e-04 

1.3213e-03 
1.2605e-03 
1.1586e-03 

2.1870e-03 
2.0743e-03 
1.8803e-03 

5.3821e-03 
5.0545e-03 
4.5172e-03 

β
1

= −1.50 

β
2

= −1.00 

β
3

= −0.50 

α = 0.7. 
δ = 0.27 

1.0694e-03 
1.0110e-03 
9.4822e-04 

1.1225e-03 
1.0583e-03 
9.8751e-04 

1.3500e-03 
1.2605e-03 
1.1565e-03 

2.2736e-03 
2.0743e-03 
1.8341e-03 

5.6464e-03 
5.0545e-03 
4.3064e-03 

δ
1

= 0.17 

δ
2

= 0.27 

δ
3

= 0.37 

α = 0.7. 
β = −1.00 

 

ی تقریب عددی جواب و دقت کارایی روش عددی و طرح تفاضلی پیشنهادی در محاسبه

نشان داده شده  7تا  4های به ترتیب در شکل،  𝛿و 𝛼 ،𝛽محاسبات انجام شده برای مقادیر مختلف 

، لگاریتم نرم ایتعداد نقاط گرهشود با افزایش مشاهده می 6تا  4های است. همان طور که در شکل

، و این موضوع صحت ماکزیمم خطای مطلق برای مقادیر مختلف پارامترها در هر دو مثال نزولی است

نماید واقعی را تأیید میهای تقریبی به جواب و درستی نتایج عددی و همچنین همگرایی جواب

𝑁ا هجه داشته باشید که در این شکل)تو = 𝑀 .)ماکزیمم  لگاریتم نرم در نظر گرفته شده است

نشان داده شده است. مجدداً  7تا  7های به ترتیب در شکل، 𝛿 و 𝛼 ،𝛽 خطای نسبی مقادیر مختلف

رم ماکزیمم خطای نسبی برای مقادیر ، لگاریتم نایتعداد نقاط گرهشود که با افزایش مشاهده می

 .مختلف پارامترهای بیان شده در هر دو مثال به جزء برخی از نقاط محدود نزولی است

 

 

 

 

 

 

𝑥∆ هایبرای طول گام 2-5مثال  𝑅𝑀𝑆𝐸: 6جدول  = {
1

4
,
1

8
,

1

16
,

1

32
,

1

64
𝑇وقتی که  { =

𝑀و  0.8 = 100. 

 ها بر اساس عمر اختیار تا سررسید.ارزش اختیار معامله مثال: 8شکل 

 



 8931فصلنامه مهندسی مالی و مدیریت اوراق بهادار/ شماره سی و نهم / تابستان 

 370 

 

 

 

 

 

 

 ها.مثالنسبی نرم ماکزیمم خطای : 9شکل 

 

 

 ها.ماکزیمم خطای مطلق مثالنرم : 2شکل 

 

 

 𝛼 برای 2-5و  8-5های مثاللگاریتم نرم ماکزیمم خطای مطلق : 4شکل 

 مختلف.
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 مختلف. 𝛿 برای 2-5و  8-5های مثاللگاریتم نرم ماکزیمم خطای مطلق : 6شکل 

 

 

 𝛽 برای 2-5و  8-5های مثاللگاریتم نرم ماکزیمم خطای مطلق : 5شکل 

 مختلف.

 

 

 𝛼 برای 2-5و  8-5های مثالنسبی لگاریتم نرم ماکزیمم خطای : 9شکل 

 مختلف.
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 گیرینتیجه -6

در بازارهای مالی معمولاً روند حرکتی قیمت سهام با میزان نوسانات آن رابطه عکس دارد و برای 

کنند. این مدل جایگزینی برای مدل حرکت براونی استفاده می 𝐶𝐸𝑉 ای از مدلپدیدهتوصیف چنین 

 کردن فرآیند تصادفی باشد که در آن بدون اضافههندسی در توصیف روند حرکتی قیمت سهام می

مقیاس ثابت نوسان  و (𝛽) پذیریپارامتر الاستیسیته نوسان پذیری آن تابعی از دو، نوساناضافی

ریاضی مفید برای است. از طرفی معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری یک ابزار  (𝛿) ایاولیه لحظه

کنیم ارزش اختیار رض میتوصیف اثر حافظه طولانی مدت در بازارهای مالی است. در این مقاله ف

سته به شولز را واب-ی بلککند و تمامی پارامترهای معادلهمعامله از دستگاه انتقال فرکتال تبعیت می

گذاری زمان در نظر گرفتیم. در ادامه به کمک روش تفاضلات متناهی جواب عددی مسأله ارزش

 𝛿 برای2-5و  8-5های مثالنسبی لگاریتم نرم ماکزیمم خطای : 3شکل 

 مختلف.

 

 

 𝛽 برای 2-5و  8-5های مثالنسبی لگاریتم نرم ماکزیمم خطای : 1شکل 

 مختلف.
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معادله دیفرانسیل جزئی از مرتبه  که به صورت 𝐶𝐸𝑉 اختیار فروش مانع دوگانه اروپایی تحت مدل

دهد که کسری با پارامترهای وابسته به زمان خواهد بود را بدست آوردیم. نتایج عددی نشان می

2 مکانی و دقت مرتبه 2، دارای دقت مرتبه ضمن کارا بودن طرح تفاضلی پیشنهادی − 𝛼  زمانی

نیز  با استفاده از آنالیز تبدیل فوریهاست. پایداری بدون شرط و همگرایی طرح تفاضلی پیشنهاد شده 

توان برای دهد روش عددی ارائه شده در این مقاله را میها نشان میمورد بررسی قرار گرفت. بررسی

 های کسری جهت تعیین ارزش انواع مختلف اختیار معامله توسعه داد.سایر مدل
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