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  چكيده
ا در اين راست. هاي با ساختار صفحه اي نظير ورقها در فناوريهاي نوين اهميت ويژه اي به خود اختصاص داده استكاربرد گسترده سازه

 در اين ميان. از صنايع مرتبط با ورق و فرآيندهاي ورقكاري مي باشند... طيف وسيعي از صنايع مانند خودروسازي، هوافضا، نفت و 
بررسي ارتعاشات ورقها از اهميت بسيار بالايي برخوردار است، زيرا در تحليلهاي ديناميكي و ارتعاشي اگر فركانسهاي طبيعي سازه در 

 خواهد  در بر، امكان رخ دادن پديده تشديد در آن وجود دارد كه اين امر صدمات جبران ناپذيري براي سازه مورد نظرنظر گرفته نشوند
از سوي ديگر با توجه به گسترش و تنوع كاربرد ورقها، شاهد بكارگيري هندسه هاي مختلفي نظير ورقهاي با لبه هاي غير خطي . داشت

در اين مقاله ارتعاش ورقهاي  .شي اين نوع سازه ها در كاربردهاي حساس، در صدر اهميت قرار داردمي باشيم كه آگاهي از رفتار ارتعا
براي اين منظور در ابتدا . با لبه هاي غير خطي تحت شرايط مختلف مرزي به روش تفاضل محدود مورد بررسي قرار گرفته است

خطي بررسي شده و روابط متناظر آنها در حل عددي استخراج و مورد تحليل قرار روشهاي حل تحليلي كلاسيك براي ورقهاي با لبه 
با بسط روابط موجود ورقهاي با لبه غير خطي نظير ورقهاي بيضي شكل ، فركانسهاي طبيعي اين نوع از ورقهاي خاص  . گرفته است
با .  مورد مقايسه قرار گرفته اندANSYSك نرم افزار بعد به دست آمده و نتايج فوق با نتايج شبيه سازي انجام شده به كم بصورت بي

توجه به عدم وجود حل تحليلي و كلاسيك براي اين نوع از ورقها، نزديكي نتايج تحليل عددي و شبيه سازي كامپيوتري، صحت اعتبار 
  .روش مورد استفاده را مورد تاييد قرار مي دهد

  
  :واژه  كليد

  تحليل مودال - تفاضل محدود  - ورق  - مواد ايزوتروپيك - مواد ارتوتروپيك - زاد   ارتعاش آ-تشديد  - فركانس طبيعي 
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  مقدمه -1
ويژه كاربردهاي خاص آنها نظير ه استفاده وسيع ورقها در صنعت و ب

ريشه در تلاشهاي ، طراحي و ساخت انواع مختلف مخازن تحت فشار
انجام شده توسط محققان و دانشمندان مختلف در شناخت بسيار 

رفتار اين گونه از سازه هاي مهندسي داشته و در اين ميان آگاهي از 
جايگاه ويژه اي به ، يكي ورقها و بويژه رفتار ارتعاشي آنهارفتار دينام

  . خود اختصاص داده است
دست ه بررسي تلاشهاي انجام شده از سوي محققين مختلف براي ب

آوردن فركانسهاي طبيعي ورقها نشان مي دهد جملگي آنها بر 
مبناي بسط معادلات تغيير مكان حاكم بر ورق پايه گذاري شده 

ز سوي ديگر با توجه به  ا]11،12،13[ و ]5،4،3،2،1[است
پيچيدگي معادلات حاكم بر ارتعاش ورقها، روشهاي تحليلي موجود 

بررسي شده   ريتز براي برخي از حالات خاص  - نظير روش رايلي
  .]10[ است

از آنجا كه روشهاي حل دقيق نيز در تمامي حالات ممكن قادر به 
ده بسياري نيز در آنها در نظر تحليل نبوده و اغلب فرضيات ساده كنن

شوند، در سالهاي اخير با توجه به افزايش قدرت محاسباتي گرفته مي
كامپيوترها گرايش خاصي به استفاده از روشهاي عددي در حل 

در اين بين استفاده از . معادلات و مسائل مهندسي بوجود آمده است
 حل يا اجزاي محدود درمحدود تفاضل  روش روشهاي عددي نظير

مسائل ارتعاشي توجه خاصي به خود معطوف داشته و مقالات 
  .]9،8،7،6[ شده استئه مختلفي نيز در اين باره ارا

در اين مقاله به بررسي رفتار ارتعاشي ورقها به وسيله روشهاي 
روش تفاضل محدود ، روش مورد استفاده. عددي پرداخته شده است

)( با مرتبه خطاي 1مركزي 2hOدر ابتدا حل دقيق ورق .  است
مستطيل شكل با شرايط مرزي مختلف مورد بررسي قرار گرفته و 

معادلات حاصل از . سپس حل عددي آنها تجزيه و تحليل شده است
 حل MATLABتجزيه و تحليل عددي با برنامه هاي طراحي شده با 

، فركانسهاي طبيعي ورق به ]2[ شده و توسط روش پيشنهادي 
بعد بدست آمده اند كه اختلاف ناچيز پاسخهاي بدست  ت بيصور

       آمده، نشاندهنده دقت بالا و مناسب روش عددي به كار رفته
  .مي باشد

با بسط روابط پايه تحليل عددي به هندسه غير خطي، رفتار 
ارتعاشي اين نوع از سازه ها مانند ورق بيضي شكل با استفاده از 

در . ]17[  ه مورد بررسي قرار گرفته استروش ابداعي در اين مقال
انتها نيز رفتار ارتعاشي هندسه هاي خطي و غير خطي ورق با 

 مورد تحليل مودال قرار گرفته و ANSYSاستفاده از نرم افزار 
فركانسهاي طبيعي بدست آمده در هر مرحله با نتايج حل تحليلي و 

  . حل عددي مورد مقايسه قرار گرفته است

                                                 
1 -Central Finite Difference Method (CFDM) 

ه موجود نبودن حل تحليلي و كلاسيك براي بررسي رفتار  با توجه ب
ارتعاشي ورقهاي با هندسه غير خطي، نزديكي نتايج تحليل عددي و 

از اين روش با شبيه سازي كامپيوتري نشان مي دهد مي توان 
  .در مسائل مهندسي استفاده نمودتقريب خوب 

  
  رفتار عمومي ورقها -2

ن در مقايسه با ساير ابعاد اي مسطح است كه ضخامت آورق سازه
اين ويژگي باعث خميده شدن آسان ورق . بسيار كوچك مي باشد

تحت تاثير نيروهاي جانبي شده و از اين رو مي توان با بكارگيري 
معادلات الاستيسيته دو بعدي به بررسي رفتار تنش و كرنش در 

در نظريه . پرداخت) تحت اثر بارهاي خارجي اعمالي به ورق(ورقها 
كـرشـوف  انهـگ هـات سـ فرضي2اـوري ورقهـلاسيك تئـك
)Kirshhoff ( 3[ صورت زير مطرح مي باشنده ب[:   

 كوچك بوده ،خميدگي سطح مياني در مقايسه با ضخامت صفحه* 
  .و لذا شيب سطح خم شده بسيار كوچك مي باشد

 .ر شكل باقي مي مانديسطح مياني در اثر خمش بدون تغي* 
ه كه در امتداد عمود بر سطح مياني بوده اند نيز مقاطعي از صفح* 

پس از خمش بصورت عمود بر سطح مياني باقي خواهند ماند يعني 
  .  قابل صرف نظر مي باشندyzγ و xzγكرنشهاي برشي عمودي

  
  معادله حركت ورق ايزوتروپيك -3

در جهات ) ضرايب انبساط حرارتي و سختي (α,Eبا مساوي بودن 
اصلي، كوچك بودن تغيير مكانهاي نسبي و قابليت صرف نظر كردن 
از ترمهاي غير خطي، معادله كلي حركت ورق ايزوتروپيك با 

 بار خارجي اعمالي به ورق  ،k)(احتساب اثر تكيه گاه الاستيك 
)(q  و اثر بار حرارتي)(T 2[  بصورت زير بدست مي آيد[:   
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  :در رابطه فوق داريم 
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EhD  

)3(                                                  ∫− Δ= 2
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h

hT dzzTEM α  

 اينرسي چرخشي ورق مي باشد كه با 2I، عبارت )1(در رابطه 
توجه به تاثير آن در فركانسهاي بالا، معمولا در فركانسهاي پايين از 

  را) 1(با استفاده از اپراتور لاپلاس، رابطه . آن صرف نظر مي شود
  :ود مي توان بصورت زير بازنويسي نم

                                                 
2- Classical Plate Theory (CPT) 

)1( 
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  :در رابطه فوق داريم 
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  :براي بدست آوردن معادله ارتعاشي حاكم بر ورق فرض مي كنيم 

)6(                                         tieyxwtyxw ω),(),,(0 =  
  

در غياب . فركانس طبيعي مي باشد ω و i=−1در رابطه فوق 
نتيجه ) 1(در رابطه ) 6(نيروي گسترده خارجي، جايگذاري رابطه 

  :زير را به همراه خواهد داشت 
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 برقرار است، مي توان tه اين معادله براي تمامي زمانهاي از آنجا ك

  :نوشت 
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را مي توان بصورت زير در نظر گرفت ) 8(پاسخ حالت گذراي معادله 

:  
)9      (                                  )(),(),,(0 tTyxwtyxw =  
    

 a قرار داشته و 3روي تكيه گاه ساده  لبه ورق بر4در حالتي كه هر 
   :]2[  به ترتيب طول و عرض ورق باشند، مي توان نوشت bو 
)10(                                      

b
yn

a
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ππ sinsin),( =   
  يه گاه ساده بصورت زير در نظر گرفته شرايط مرزي در حالت تك

  :مي شود 
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 دامنه ارتعاش بوده و با جايگذاري خواهيم mnW) 10(در رابطه 

  :داشت 
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3- SSSS 

)14(                                                             ( )bnn πβ =   
فركانس طبيعي ورقهاي ايزوتروپيك مربع شكل و لبه هاي خطي، با 

در ورقهاي با نسبت ضخامت  (2Iچرخشي صرف نظر از ممان 
1.0<b

hبصورت زير ) ، از ممان چرخشي صرف نظر مي شود
  :بدست مي آيد 
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  :  ]2[ برابر است باmnω و در نهايت فركانس طبيعي بي بعد شده 
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شايان ذكر است روشهاي حل تحليلي مختلفي نظير روشهاي 
Navier ، Levy و Rayliegh-Ritz براي محاسبه فركانس طبيعي 

ده و يك طرف ورق در شرايط مختلف تكيه گاهي نظير سه طرف سا
، دوطرف ساده و دو طرف 5، دو طرف گيردار و دو طرف آزاد4آزاد

 و سه طرف گيردار و يك 7طرف آزاد ، دو طرف ساده و دو6گيردار
به تفصيل مورد بررسي  ]17[ و  ]3،2،1[  در مراجع 8طرف ساده

  . قرار گرفته اند
  
  حل عددي معادله ارتعاشي ورقهاي با لبه هاي خطي -4

ي از موارد بكارگيري روشهاي تحليلي به سادگي ميسر در بسيار
نبوده و تنها براي برخي حالات خاص و بكارگيري فرضيات ساده 

با پيشرفت روشهاي عددي و افزايش . كننده، اين امر ميسر مي باشد
توان محاسباتي كامپيوترها و نرم افزارهاي مرتبط، استفاده از 

 يك مسئله توجه عمده روشهاي عددي براي بررسي حالات مختلف
 CFDMدر اين مقاله نيز از روش . اي به خود معطوف داشته است

 .براي تحليل رفتار ارتعاشي ورقها استفاده شده است
  

 
 

                                                 
4  - SSSF 
5 -CFCF 
6 -SSCC 
7 -SSFF 
8 -CCCS 

  
   تقسيم بندي منحني) : 1(شكل
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 ، معادلات ديفرانسيل حاكم بر رفتار ورق و روابط CFDMدر روش 
تفاضل جايگزين نشان دهنده شرايط مرزي با يك سري معادلات 

بنابراين حل مسئله اصلي بررسي رفتار  ارتعاشي ورق و پيدا . شود مي
كردن فركانسهاي طبيعي آن، به حل همزمان دستگاههاي معادلات 

  .جبري نوشته شده براي هر گره داخل صفحه، كاهش مي يابد
، معادلات تفاضل محدود مركزي را مي توان از )1(با توجه به شكل 

  :تابع بصورت زير بدست آورد تعريف مشتق 
 )17(                                    )(

2
1

11 −+ −
Δ

= nnn yy
x

yδ                                 

)(شايان ذكر است مرتبه خطاي رابطه فوق از مرتبه  2hO        
 و xيك تابع دو متغييره بر حسب ) 7(از آنجا كه معادله . مي باشد

y است، لذا روابط تفاضل مركزي با مرتبه خطاي ياد شده براي 
   بصورت مولكولهاي محاسباتي زير تعريف4 الي 2مشتقات مرتبه 

   :]14[ مي شوند 

  
لعي ايزوتروپيك با لبه هاي خطي  ض4را براي يك ورق ) 12(معادله 

و صرف نظر از ممان اينرسي چرخشي، تكيه گاه الاستيك، بار 
  :حرارتي و بار خارجي، مي توان بصورت زير بازنويسي نمود 
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) 18(را براي رابطه ) 3(كه مولكول محاسباتي شكل  در صورتي

استفاده كنيم، معادله حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق بصورت معادله 
شايان ذكر است در اين شكل از . بدست مي آيد) 4(تفاضل شكل 

  . استفاده شده استh به جاي dعبارت 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

  
   معادله تفاضل حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق) : 4(شكل

  
  بررسي شرايط مرزي در فرمولاسيون تفاضل مركزي  -5

  شرايط مرزي لبه هاي تكيه گاهي ساده) الف
عادلات تفاضل برروي با اعمال م. را در نظر مي گيريم) 5(شكل 

معادلات شرايط مرزي، روابط بين گره ها بصورت زير قابل استخراج 
  :است 
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  :به طريق مشابه خواهيم داشت  
)24      (                       …,, 9483 wwww −=−= −−  

                              

  
  2 مولكول محاسباتي تفاضل مركزي مرتبه ) :2(شكل

  
  4 مولكول محاسباتي تفاضل مركزي مرتبه ) :3(شكل
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  شرايط مرزي لبه هاي تكيه گاهي گيردار) ب

روي  بربا اعمال معادلات تفاضل . را در نظر مي گيريم) 6(شكل 
معادلات شرايط مرزي، روابط بين گره ها بصورت زير قابل استخراج 

  :است 
  

  
  
  
  
  

  لبه تكيه گاهي گيردار) : 6(شكل
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dy
dw  

  
)26(             7272

2
0)(

2
10 wwww
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  :و به همين ترتيب خواهيم داشت 

 )27                            (…,, 8361 wwww == −−  
 

  شرايط مرزي لبه هاي تكيه گاهي آزاد) ج
روي  با اعمال معادلات تفاضل بر. را در نظر مي گيريم) 7(شكل 

صورت زير قابل استخراج ه ها بمعادلات شرايط مرزي، روابط بين گره
  :است 
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  : خواهيم داشت 2روي گره شماره  بر) 28(با اعمال معادله 
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  لبه تكيه گاهي آزاد) : 7(شكل                   

  
  
  

  : خواهيم داشت 2روي گره شماره  بر) 27(  با اعمال معادله 
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  . معادله شرط مرزي وجود دارد2مشاهده مي شود براي لبه آزاد، 

 
 
  

  
    لبه تكيه گاهي ساده) :5(شكل
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  شبكه بندي ناحيه حل و استخراج معادلات حاكم -6
  را كه هر چهار طرف آن برaراي شروع ورق مربع شكل به ضلع ب

) 8(مطابق شكل ) SSSSورق از نوع (روي تكيه گاه ساده قرار دارد 
  :در نظر مي گيريم 

  
8ad قسمت مساوي تقسيم شده، بطوريكه 64ورق فوق به  = 

شايان ذكر است گره هاي با علامت منفي، گره هاي . مي باشد
مجازي مي باشند كه براي تبديل شرايط مرزي به معادلات تفاضل 

در ادامه نحوه . ندالازم جهت حل دستگاه معادلات جبري نهايي لازم
با توجه به شرايط مرزي . تبديل شرايط مرزي بررسي شده است

معادله تفاضل را براي گره ها نوشته و ) 5(ل بررسي شده در شك
4BdLفرض مي كنيم نمونه اي از معادلات فوق همراه با . =

 بصورت زير 11براي گره شماره ) مثلا(شرايط مرزي تبديل شده 
 :است 
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)33(                              01910321 ===== wwwww  
  
)34(                                              11352 www −== −−  
    

، معادله تفاضل )32(در ) 34(و ) 33(با جايگذاري شرايط مرزي 
  : بصورت زير بدست مي آيد 11نهايي حاكم بر گره 

)35(  
  0288)18( 292120131211 =++−+−− wwwwwwL  

  
گر انجام شده تا دستگاه به طريق مشابه اين عمل براي گره هاي دي

با طراحي برنامه مناسب با نرم افزار  . معادلات مربوطه بدست آيد
MATLAB و محاسبه L هاي مختلف، فركانس ارتعاشات هر مد

بعد متناظر از روابط  بدست مي آيد كه اين فركانسها و فركانسهاي بي
  : ]17,2[شوند زير حاصل مي 
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براي اطمينان از صحت نتايج بدست آمده، شبيه سازي لازم با نرم 

براي ورق مستطيل ) 1( به شرح مشخصات جدول ANSYSافزار 
يط مرزي مختلف نظير چهار طرف تكيه گاه درگير، دو شكل با شرا

طرف تكيه گاه ساده و دو طرف تكيه گاه درگير و سه طرف تكيه گاه 
  .ف تكيه گاه درگير انجام شده استساده و يك طر

  
حل عددي معادله ارتعاشي ورقهاي با لبه هاي غير  -7

   خطي
ر در بخشهاي قبلي ورقهاي با لبه هاي خطي مورد بررسي قرا

در اين بخش نيز به بررسي رفتار ارتعاشي ورقهاي با لبه . گرفتند
كاملا مشخص است كه از روشهاي . هاي غير خطي پرداخته مي شود

قبلي براي نوشتن معادلات تفاضل نمي توان در اين مورد بهره برد، 
زيرا شبكه هاي تقسيم بندي چنين هندسه هايي بصورت منظم و 

  .يكسان نمي باشند
  

  ANSYS  مشخصات ورق تحت شبيه سازي با :)1(جدول
Steel جنس 

SSSS-CCCC-SSCC-SSSC شرايط مرزي 
21 1 m× ابعاد 

0.002 m ضخامت 
37810kg mρ  چگالي =

207E G Pa= مدول الاستيسيته 
0.292ν  ضريب پواسون =

Modal (Reduced) نوع تحليل 
Shell63 نوع المان 

 تعداد مود تحليل شده 5

  
  aشبكه بندي ورق مربع شكل به طول ) : 8(شكل 
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 SSSS  شرايط–فركانسهاي بي بعد :  )2(جدول

ANSYS  شماره   ]2[ حل تحليلي 2تفاضل مرتبه
  مود

1,9911 1,9744 2 1 
4,9626 4,7857 5 2 
4,9626 4,7857 5 3 
7,8759 7,5971 8 4 
9,9166 8,9932 10 5 

  
  CCCC     شرايط– فركانسهاي بي بعد ) :3(جدول

ANSYS  2تفاضل مرتبه 
 حل تحليلي 

  شماره مود   ]2[

35,6063 33,6226 36 1 

72,3263 64,9595 74,296 2 

72,3263 64,9595 74,296 3 

105,3335 94,5050 108,592 4 

129,5258 107,0227 130,0126 5 

  
  SSCC  شرايط– فركانسهاي بي بعد ) :4(جدول

ANSYS  شماره مود  ]2[ حل تحليلي  2تفاضل مرتبه  
28,7461 27,4601 28,9510 1 
54,2033 51,5448 54,7430 2 
68,5820 57,7361 69,3274 3 
92,8633 85,2953 94,5856 4 

101,2374 91,3666 102,2166 5 

  
 SSSC  شرايط– فركانسهاي بي بعد ) :5(جدول

ANSYS  شماره مود  ]2[ لي حل تحلي 2تفاضل مرتبه  
23,5211 22,9742 23,6464 1 
51,2636 49,1565 51,6742 2 
58,1497 54,2192 58,6469 3 
84,8288 79,9349 86,1345 4 
99,3976 89,9624 100,2769 5 

 
نياز به در نظر گرفتن گره هاي مجازي  ∇4 از سوي ديگر اپراتور 

ق دارد كه در اين نوع هندسه خاص ورق، در خارج از مرزهاي ور
) به دليل عدم تقارن روي مرزها (رفتار گره هاي خارج از مرزها 

 –براي حل مشكلات موجود از روابط خمش .   مشخص نمي باشد
براي تعيين تغيير مكانهاي نقاط گره ) Marcusمعادلات (تغيير مكان 

   :]4[ داريملذا . اي استفاده مي شود
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همچنين معادله حاكم بر تغيير مكان ورق بصورت زير در نظر گرفته 

   :]1[ مي شود 
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را بصورت ∇w4با توجه به دو رابطه قبلي، معادله تقليل يافته 
  :معادلات كوپله زير مي توان نوشت 
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روابط بالا نشان مي دهند براي حل تغيير مكان ورق ابتدا با توجه به 
 را بدست آورده سپس مقادير تغيير مكان Mار اعمالي، تابع ممان ب

wبراي اين منظور ابتدا با توجه به .  از روي آن مشخص مي شوند
را روي گره ) 40(معادله  ∇2بار اعمال شده و مولكول محاسباتي 

 را براي هر گره بدست Mو از حل آنها مقادير هاي ورق حل كرده 
 براي هر گره معادلات Mمي آوريم، سپس با مشخص بودن مقادير

حاكم بر تغيير مكان گره ها نوشته شده و با صفر قرار دادن 
دترمينان حاصل از ضرايب اين معادلات، فركانسهاي طبيعي مربوطه 

 يا همان wستخراج شده و از حل دستگاه معادلات حاصل، مقادير ا
  .شكلهاي مد ارتعاشي بدست مي آيند

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   مرز منحني شكل) :9(شكل    
 

دهد به دليل يكسان  نشان مي) 9(از سوي ديگر توجه به شكل 
 يراي نقطعه ∇2، استفاده از اپراتور 04 تا 01ازوهاي بنبودن طول 

  .باشد  مجاز نمي0
هنگاميكه حداقل اندازه يكي از بازوها با بقيه مخالف باشد، مولكول 

در ناحيه اي . منظم خواهد بودرت ستاره نامحاسباتي مربوطه به صو
    را بصورت تقريبي زير در نظر wمحصور شده رابطه  0كه گره 
   :]17[ مي گيريم
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        ضرايب مجهول بصورت زير محاسبه ) 9(  با توجه به شكل 
  : مي گردند
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==0با اعمال نقطه  yx مولكول ستاره نامنظم ،w2∇ بصورت

  :بدست مي آيد ) 10(شكل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مولكول محاسباتي ستاره نامنظم) : 10(شكل
  
  :ضرايب مرتبط عبارتند از ) 10( شكل در
  
)47(                                                          

)1(
2

11 αα +
=A  

  
)48                        (                                      

41
2
α+

=B  
  
)49(                                                               

11
2
α+

=C  
  
)50(                                                        

)1(
2

44 αα +
=D  

  
)51                                      (                            

1

2
α

=E  

  
)52(                                                                  

4

2
α

=F  
  
  حل عددي معادله ارتعاشي ورق بيضي شكل -8

به عنوان مثالي از ورق با لبه غير خطي، ورق بيضي شكل در اين 
دهنده هندسه  نشان) 11(شكل . مرحله مورد بررسي قرار مي گيرد

شايان . روي آن مي باشد برمورد بررسي و شبكه بندي انجام شده 
 به ترتيب نصف قطر بزرگ b و aذكر است در بيضي مورد بررسي، 

baو نصف قطر كوچك بيضي بوده و  همچنين لبه .  مي باشد=2
  .9روي تكيه گاه ساده قرار دارد هاي ورق بر

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   هندسه ورق همراه با شبكه بندي) :11(شكل
  

با توجه به مطالب ياد شده در بالا، جايگذاري در معادله مشخصه 
  :بيضي نتيجه مي دهد 
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 بصورت id، مقادير ) 46(تا ) 43(و معادلات ) 11(با توجه به شكل 
  :زير بدست مي آيند 
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، معادلات )10( استفاده از مولكول محاسباتي شكل d=1با فرض 

  شته به ترتيب بصورت زير نو21 و 11 و 4تفاضل براي گره هاي 
  :مي شوند 

)55      (                                     04 11543 =++− MMMM  
                 

)56 (                                04 181211104 =++−+ MMMMM   
     
)57 (                           0521.10366.1512.1 212014 =−+ MMM  

                                                 
9 -Simply Supported Elliptical Plate (SSEP) 
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 با اعمال –ي كل گره هاي شبكه فرم ماتريسي كلي معادلات فوق برا

   :]17[ بصورت زير بدست مي آيد-شرايط مرزي 
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منجر به بدست آمدن مقدار ممان براي هر گره ) 47(حل دستگاه 

از آنجا كه دستگاه فوق جواب بديهي دارد، براي حل آن از . مي شود
   :]17[روش ابتكاري زير استفاده مي شود

 بوده و ∇2هر دو داراي اپراتور يكسان ) 41(و ) 40(ادلات مع
برروي شبكه ثابت اعمال شده اند، ماتريس ضرايب حاصل از آنها 

قابل استنتاج  ناميده شده و روابط زير Aاين ماتريس . يكسان است
  :خواهند بود 

  
)59(                                                    [ ] [ ] [ ]PdMA i
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LBdبا فرض     :داريم) 59( در رابطه A][ و پيش ضرب 2=
  
)61  (                                     ( )

4
2

i
dA L A w P
D

− × =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
  

  :به صورت زير بدست مي آيد ) 61( معادله Pبا توجه به صفر بودن 
)62   (                                            ( )2 0iA L A w− × =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦     
  

رابطه  لازم است wمام مقادير تبراي برقراري رابطه فوق به ازاي 
  :زير برقرار باشد 

)63  (                                                   [ ] [ ]( ) 0det 2 =− ALA  
  

   صورت زير بدسته ب A، ماتريس)58(و معادله ) 11(براي شكل 
  :مي آيد
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ركانس طبيعي و فركانسهاي ، روابط حاكم بر ف)63(با حل معادله 

 بعد شده ورق بيضي شكل بصورت زير بدست مي آيد  طبيعي بي
]17[:   
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daاز آنجا كه  بعد فركانس طبيعي ورق بيضي   است، معادله بي=4
  :شكل مورد بحث بصورت زير بدست مي آيد 

)67                                              (               imn L4=ω  
براي ورق بيضي شكل ) 6(شبيه سازي به شرح جدول در ادامه 

SSEP 17[ استانجام شده[. 
 
   بحث و نتيجه گيري-9
ار ـررسي رفتـراي بـددي مختلفي بـاي تحليلي و عـون روشهـكن  تا

ارتعاشي ورقها پيشنهاد شده است كه هريك با توجه به فرضيات و 
ساده سازي هاي در نظر گرفته شده، به گوشه هايي از پيچيدگي 

اص رفتار ديناميكي و ارتعاشي اين سازه خ معادلات حاكم بر
، )41( و) 40(ر حل معادلات روش بكار گرفته شده د. پرداخته اند

روش ابداعي بوده كه دقت آن در محاسبات مرتبط نشان داده شده 
در خصوص ورقهاي مستطيل شكل به دليل تقارن دو محوري . است

مي توان يك هشتم ورق را در نظر گرفته و پس از اعمال معادلات 
در . نتايج فوق را به كل ورق تعميم دادروي اين ناحيه،  مربوطه بر

انجام محاسبات مربوطه برخي از فركانسهاي بدست آمده تكرار شده 
       اند كه اين امر به علت وجود تقارن هندسي سازه مورد بحث

اين موضوع در شبيه سازي كامپيوتري نيز خود را نشان . مي باشد
 . داده است
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  :آورده شده است ) 7( نتايج حاصل از شبيه سازي در جدول 

  
  SSEP  شرايط–بعد   فركانسهاي بي) :7(جدول

ANSYS  شماره مود  حل تحليلي 2تفاضل مرتبه  
3,2863 3,6963 -- 1 

5,8428 5,1236 -- 2 

9,4468 8,6547 -- 3 

14,0758 9,9645 -- 4 

14,1510 12,3698 -- 5 

  
در خصوص ورقهاي بيضي شكل، از آنجا كه روش حل اين حالت با 

بار از معادلات تفاضل  حالتهاي قبلي متفاوت بوده و در آن دو
، نتيجه 10استفاده شده لذا  به دليل خطاهاي گرد كردن و برشي

نهايي دقت كمتري دارد كه البته مي توان با افزايش نقاط گره اي يا 
 خطاي معادلات تفاضل، دقت محاسبات را تا حد قابل قبولي مرتبه

  .افزايش داد
شايان ذكر است در خصوص بررسي ورق بيضي شكل با تكيه گاه 

، لذا  روي مرزها صفر نمي باشدMگيردار، از آنجا كه مقدار ممان 
 هايي كه روي مرزها قرار  برروي گره∇2لازم است اپراتور لاپلاس

دارند نيز اعمال گردد كه اين كار مستلزم تعريف گره هاي مجازي 
است و اين امر به دليل هندسه خاص ورق و نبود يك قاعده كلي 

هاي لازم در مكانهاي مورد نظر،  مبني بر اطمينان از قرارگيري گره
يز صادق امكان پذير نبوده و اين حالت براي شرايط تكيه گاهي آزاد ن

  .است
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  Eمدول الاستيسيته                                                    

  h                  ضخامت ورق                                        
  kسختي الاستيك تكيه گاه                                           

                                                 
10 -Round-Off and Truncation Error 

  qبار گسترده اعمالي به ورق                                          
  ∇2                                                       لاپلاس اپراتور

  
   مراجع -11
  

[1] A. C. Ugural, "Stresses in Plate and Shells", 2nd ed, 
McGraw-Hill, New York, 1999. 

 
[2] J. N. Reddy, "Theory and Analysis of Elastic Plates", 

3rd ed, John Wiley, New York, 1999.  
 
[3] S. P. Timoshenko and A.Woinowsky, "Theory of 

Plates and Shells", 2nd ed, McGraw-Hill, New York, 
1959. 

 
[4]  H. Marcus, "Die Thorie elastichen gewebe und ihre 

answedung auf die berechung biegsamer platen", 
Springer Berlin, 1924. 

 
[5] Z. Szilard, "Theory and Analysis of Plates – Classical 

and Numerical Methods", Prentice Hall, 1974. 
 
[6] T. Y. Yang, "Finite Element Structural Analysis", 

Prentice Hall, 1986. 
 
[7] D. L. Logan, "First Course in the Finite Element 

Method", PWS-Kent, Boston, 1993. 
 
[8] R. Melosh, "Basis for Derivation of Matrices for the 

Direct Stiffness Method", Journal AIAA, Vol. 1, pp. 
1631 – 1637, July 1963. 

 
[9]  A. Khedir, "Free Vibration and Buckling of 

Symmetric Cross Ply Laminated Plates by an Exact 
Method", Journal of Sound and Vibration, Vol. 126, 
pp. 447 – 461, 1988. 

 
[10] D. Young, "Vibration of Rectangular Plate by Ritz 

Method", Journal of Applied Mechanics, Vol. 17, pp. 
448 – 453, 1950. 

 
[11] S. T.Odman, "Studies of Boundary Value Problems, 

Part II. Characteristic Function of Rectangular 
Plates", Proc. NR 24, Swedish Cement and Concrete 
Research Institute, Royal Institute of Technology, 
Stockholm, Vol. 7, pp. 62, 1955. 

 
[12]  Reduced-Order Nonlinear Equations of Plates, 

Division of Mechanical Science, Graduate School of 
Engineering, Hokkaido University, Sapporo, 060-
8628, Japan. 

 
[13]  H. Dewey, "Foundations of the Theory of Membrane 

and Plate Vibration", School of Aerospace 
Engineering, Georgia Institute of Technology. 

 
 
 

 

ANSYSحت شبيه سازي با مشخصات ورق بيضي شكل ت) :6(جدول

 Steel جنس

 SSEP شرايط مرزي

mbma ابعاد 2,4 == 

 m00.0 ضخامت

37810 چگالي mkg=ρ 

PaGE مدول الاستيسيته 207= 

 ν=292.0 ضريب پواسون
 Modal (Reduced) نوع تحليل

 Shell63 اننوع الم

 5 تعداد مود تحليل شده
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