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 تحلیل ارتعاشات آزاد تیر تیموشینکو ساخته شده از مواد تابعی دو بعدی

 
 چکیده

است.  بررس، شده تیموشینکوبعدی با در نظر گرفتن تئوری تیر  تابع، دو جنس مادهتیر از یك در این تحقیق ارتعاشات آزاد  

معادلات حرکت با استفاده از اصل است. دو جهت ضخامت و طول تیر به صورت تابع نمائ، فرض شده در  تغییرات خواص مواد

از روش لوی با  حرکتحل معادلات  نظر گرفته شده است.در نیز اثر اینرس، های عمودی و دوران،  که در آن همیلتون بدست آمده 

تیر، اثر تغییرات نسبت طول به ضخامت  انجام گرفته و فرکانس های طبیع، تیر محاسبه شده اند.رهیافت، از روش فضای حالت 

نتایج نشان م، دهد، با افزایش  .طبیع، تیر بررس، گردیده است فرکانس های بر روی و شرایط مرزی،ماده پارامتر های غیر همگون، 

نسبت طول به ضخامت تیر فرکانس های طبیع، افزایش م، یابد و همچنین مقدار فرکانس های طبیع، برای تیر از ماده تابع، دو 

  شتر از مقدار آن در تیر از ماده تابع، یك بعدی م، باشد. بعدی در شرایط یکسان بی

 

 ماده تابعی دو بعدی، تیر تیموشینکو، ارتعاشات آزاد تیرواژگان:  كلید

 

 

 

 

Free vibration analysis of two dimensional functionally graded materials 

Timoshenko beam 
 

 
Abstract 
 In this research is investigated the free vibration analysis of two dimensional functionally graded 

material beams with considering Timoshenko's theory. Material properties of the beam are assumed 

to vary continuously in the length and thickness direction and follow from exponentially function. The 

governing equations of motions are derived by using Hamilton's principle. Both axial and rotary 

inertia of the beam are considered in present analysis. The governing differential equations of motions 

are converted to a set of first order differential equations using the state space technique and natural 

frequencies are determined. The effects of length to thickness ratio, gradient indices and boundary 

conditions on natural frequencies are investigated.  
 

Keywords: Two dimensional FGM, Timoshenko beam, free vibration of beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مقدمه  -1
معمولا از دو فاز فلزی و  معمولا 1مدرج مواد تابع،

سرامیک، ترکیب شده با هم ساخته م، شوند به طوری که 

صورت کاملا خواص مواد از یك طرف به طرف دیگر آنها به 

. با توجه به کاربرد روز افزون این یکنواخت تغییر م، کند

فتار مواد، تعداد زیادی از محققین به مطالعه و تحلیل ر

استاتیک، و دینامیک، سازه های، از جنس مواد تابع، پرداخته 

، یك حل الاستیسیته برای تیر 0221[ در سال 1اند. سانکار ]

ساخته شده از مواد تابع، ارائه کرد. وی در تحقیق خود، با در 

نظر گرفتن تابع نمای، برای تغییرات خواص مواد در جهت 

بررس، رفتار مکانیک، ضخامت تیر مسئله را تحلیل نمود. 

صفحه ساخته شده از مواد تابع،، تحت بار گذاری عرض،، 

، صورت گرفت. در 0226[ در سال 0توسط چانگ و چوی، ]

این مقاله، صفحه ای تحت شرایط مرزی تکیه گاههای ساده 

قرار گرفته و تغییرات خواص مواد به دو صورت تابع توان، و 

ده است. تحلیل ارتعاشات همچنین تابع نمای، در نظر گرفته ش

آزاد تیر ساخته شده از مواد تابع، با تکیه گاههای ساده در 

[، صورت گرفت. 4] تاسکینتوسط ایدوگدو و  0227سال 

آنها تغییر خواص مواد را به صورت تابع توان، و نمای، در 

نظر گرفتند. و همچنین تئوری های مرتبه بالای مختلف در 

ا برای تحلیل مسئله لحاظ کردند. تغییر شکل های برش، تیر ر

، ارتعاشات آزاد و اجباری 0222[ در سال 3یانگ و کسیانگ ]

تیر تیموشینکو با لایه ای از ماده تابع، و تغییر ضخامت در 

طول تیر و تحت بارگذاری حرارت، را بررس، کردند. آنها 

مسئله را با استفاده از روش یك چهارم تفاضل، حل کردند. 

ه، بدلیل تغییر در ضخامت تیر، معادلات دارای در این مقال

پارامتر های، در دو جهت )جهت ضخامت و جهت طول تیر( 

م، باشند. همچنین تغییرات خواص مواد تابع، به صورت 

تابع توان، در نظر گرفته شده است. کمینه کردن تنش های 

حرارت، در تیر ساخته شده از ماده تابع، دو بعدی در سال 

[، انجام شد. او در کار خود تیر از 9نعمت الا ]توسط  0224

سه نوع ماده متفاوت، طوریکه دو ماده از جنس سرامیك و 

یك ماده از فلز تشکیل شده است را در نظر گرفت. وی در 

این مسئله به بیان رابطه ای که خواص این مواد را مدلسازی 

 کند پرداخت. و حل مسئله را با بکار گیری از روش اجزا 

                                                 
1
  Functionally graded materials (FGMs)  

 

حدود صورت داد. حل شبه تحلیل، الاستیسیته یك تیر م

[ 6] دی توسط لو و همکارانساخته شده از مواد تابع، دو بع

، انجام شد در این تحقیق، مسئله تحت شرایط 0222در سال 

مرزی مختلف بر پایه روش یك چهارم تفاضل، حل گردید. 

ضمنا تغییرات خواص مکانیک، و گرمای، به شکل تابع نمای، 

[، در سال 7] همکارانترشیزیان و ر نظر گرفته شده است. د

مسئله مکانیك شکست در یك صفحه از ماده تابع، دو  0211

بعدی را بررس، کردند. در این تحقیق تغییرات خواص ماده 

 در دو جهت بصورت تابع نمائ، در نظر گرفته شده است. 

در این تحقیق مسئله ارتعاشات آزاد تیر ساخته شده از 

اده تابع، دو بعدی مورد بررس، قرار م، گیرد. با استفاده از م

تئوری تیر تیموشینکو و در نظر گرفتن اینرس، های دوران،، 

عمودی و کوپل شده عمودی و اصل همیلتون معادلات 

حرکت استخراج شده و حل معادلات به روش تحلیل، 

صورت م، پذیرد و نتایج در حالت، که تغییرات خواص مواد 

ك جهت صورت م، گیرد با مقاله ای مشابه، مقایسه م، در ی

گردد. همچنین، مسئله در حالت ماده تابع، دو بعدی علاوه بر 

حل تحلیل،، توسط نرم افزار اجزا محدود آباکوس نیز 

اجزا نرم افزار مدلسازی شده و در نهایت نتایج بدست آمده از 

 محدود با نتایج حل تحلیل، مقایسه شده است.

 

 و استخراج معادلات حاكم مسئله عریفت  -2
تغییرات خواص مکانیک، و فیزیک، ماده تابع، در جهت طول 

تابع آن که این خواص به صورت با فرض  رو ضخامت تی

 [:7] مائ، تغییر کنند، به صورت زیر در نظر گرفته م، شوندن
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بیانگر یک، از خواص مکانیک، یا فیزیک،  0pفوقدر رابطه 

 مدول الاستیسته، چگال، یا نسبت پواسون در نقطه نظیرماده 

0xای به مختصات   و/ 2z h  ( 1)شکل  مطابق

یك نقطه دلخواه از تیر م، باشد  خواص ماده در pو

2و 1,   به ترتیب پارامتر های غیر همگون، ماده تابع، در

  .م، باشند zو محور ضخامت x،جهت محور طول

  



 
 تیر ساخته شده از ماده تابع، دوبعدی 1شکل 

 

 در این تحقیق از اثر تغییرات نسبت پواسون صرفنظر شده

مقدار آن ثابت فرض م، شود و تغییرات مدول الاستیسیته در 

( به صورت 1راستای طول و ضخامت تیر با توجه به رابطه )

 زیر تعریف م، گردد:

(0) 1 2 ( )
2

0( , )
h

x z

E x z E e
  

 
0xمدول الاستیسته در نقطه 0Eفوقدر رابطه    و

/ 2z h  وE نقطه دلخواه از  هر در مدول الاستیسته

 است. تیر

را تیر  بر اساس تئوری مرتبه اول برش، میدانهای تغییر مکان

 [:5] م، توان به صورت زیر نوشت

 0( , , ) ( , ) ( , )xu x y t u x t z x t  

(4) ( , , ) 0v x y t  

 0( , , ) ( , )w x z t w x t 

, در رابطه فوق ,w v u   تغییر مکان های یك نقطه دلخواه از

,تیر به ترتیب در راستای محورهای ,z y x  0و 0,w u 

بترتیب تغییر مکان های مربوط به سطح میان، تیر در 

z,جهت x م، باشند و همچنینx  دوران بردار عمود بر

م، باشد. بر اساس تئوری مرتبه اول  xمقطع تیر در جهت

تغییر شکل برش،، کرنش و تنش برش، در ضخامت تیر ثابت 

تار خنث، بعد  در نظر گرفته م، شود. لذا خط عمود بر محور

در  از تغییر شکل راست ول، غیر عمود بر تار خنث، م، باشد.

این حالت روابط بین کرنش و تغییر مکان به صورت زیر 

 [: 5خواهد بود]
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توسط روابط  xzبرش،تنش و  xxتنش عمودیمولفه های 

با توجه به میدان های کرنش فوق برای یك بنیادی الاستیسیته 

 [:3]باشندزیر بدست م، به صورت  ماده تابع، 
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برای تیر مورد معادلات حرکت اصل همیلتون با بکار بردن 

 [:2] بدست م، آیندزیر نظر بصورت 
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بترتیب منتجه تنش و منتجه ممان  xMو xNقدر روابط فو

 نیروی برش، عرض، و  xQهمچنین و xدر جهت

3 2 1, ,I I I   بترتیب اینرس، های دوران،، عمودی و کوپل

 :[4]شده عمودی هستند و به صورت زیر تعریف م، گردند
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ا استفاده از اصل همیلتون شرایط مرزی طبیع، و ضروری تیر ب

 به شکل زیر حاصل م، شوند:

 0xN              0یا 0u  

(13) 0xM             0یا 0w  

 0xQ              0یاx  

روابط ( 10( ال، )12( در روابط )6( و )9جاگذاری روابط )با 

 صورتبه تجه های تنش، ممان و نیروی برش، بنیادی برای من

  :خواهند شدزیر 
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ه برای تیر با ضریب تصحیح برش است ک kدر روابط فوق

5مقطع مستطیل، اغلب برابر 

6
. ، در نظر گرفته م، شود 

11ضرایب  11 11, ,D B A  ،به ترتیب ضریب های سخت

کشش، و خمش، م، باشند و توسط روابط  -کشش،، خمش،

 [:12زیر تعریف م، گردند ]
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 ال،( 7در معادلات ) (16) و( 19با جایگزین کردن معادلات )

بر پایه تئوری مرتبه اول برای تیر حاکم حرکت (، معادلات 5)

 زیر بدست م، آیند: برش، )تئوری تیر تیموشینکو( به صورت

(15) 
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 بر اساس فضای حالت مسئله روش حل  -3
از روش لوی با رهیافت، از روش  (01( ال، )15)حل معادلات 

منظور توابع  فضای حالت صورت م، پذیرد. برای این

 :شوندزیر تعریف م،  صورتبه  تغییرمکان
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(، دستگاه، 01( تا )15با قرار دادن روابط فوق در معادلات )

 ازمعادلات دیفرانسیل معمول، به صورت زیر بدست م، آید:
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را م، توان با انجام عملیات  iCفوق ضرایبدر روابط 

معادلات حرکت و با قرار دادن میدان های  ریاض، بر روی

 :بدست آوردتغییر مکان فرض، از روش لوی به شکل زیر 
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را ( 07( ال، )09معادلات ) با بکار بردن مفهوم فضای حالت،

 :بیان کردبه فرم ماتریس، زیر م، توان 

(32) ( ) ( )Z x T Z x  
)برداردر رابطه فوق  )Z x و ماتریس ضرایبT  به صورت

 :زیر م، باشند

(31)  ( ) , , , , ,
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Z x U U W W     
 و

(30) 

1 2 3 4 5

6 7 6

8 9 10 11 12

0

1 0 0 0 0 0

0 0 1

0 0 1 0 0 0

0

0 0 0 0 1 0

C C C C C

C C C
T

C C C C C

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

 :( به صورت زیر است32حل عموم، معادله )

(34) ( ) T xZ x e K 
ابت، است که از وشامل ث ،بردار ستون،یك  Kدر رابطه فوق

شروط مرزی مختلف در دو سر تیر بدست م، آید و ماتریس 

Tحل عموم،  xe بصورت زیر بیان م، گردد: 
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6i,...,1,2ها )iکه    مقادیر مشخصه ویژه )

ماتریس T  همچنین و S د، یعن، م، باش مودال ماتریس

ماتریس، که ستون های آن بردارهای ویژه ماتریس T  به

 هستند. iازاء هر

(، 00، )(16(، )19شروط مرزی با در نظر گرفتن معادلات )
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( در شش شرط مرزی در دو لبه تیر 34با جاگذاری معادله )

0xدر   وx l  دستگاه همگن، از معادلات به صورت

 زیر حاصل م، گردد:

(35) 0 ( , 1,2,...,6)ij ij jB K i j   

که مقادیر درایه های ماتریس  B  از شرایط مرزی به دست

م، آید. م، توان ماتریس N  را به صورت زیر تعریف

 نمود:

(92)     N B  
( را م، توان به صورت خلاصه شده زیر 92بنابر این رابطه )

 نوشت:

(91)    0N K  

(، باید دترمینان91با توجه به معادله ) N  برابر صفر گردد

2از اینجا مقادیر .تا جواب های غیر بدیه، حاصل گردند

n 

، برای مد های مختلف که فرکانسهای طبیع، تیر هستند

بدست خواهند آمد. البته باید توجه کرد که این روش حل به 

نم، کند زیرا  محاسبهها را  طور مستقیم مقادیر فرکانس

مقادیر آن در ماتریس T  ،نامعین م، باشد. از اینرو م

بایست از روش سع، و خطا برای بدست آوردن فرکانس 

طبیع، استفاده کرد. در ذیل الگوریتم بکار برده شده در این 

2تحقیق برای محاسبه

n بیان گردیده است: 

2تعیین مقدار اولیه ای برای (1

n. 

تشکیل ماتریس (0 T و محاسبه مقادیر ویژهi   و برردار

های ویژه S از ماتریس T. 



تشکیل ماتریس (4 N رایط مررزی مناسرب از   مطابق با ش

 (.92) معادله ( و32) ال،( 36معادلات )

بررس، تغییر علامت دترمینان (3 N: 

)الف( اگر تغییر علامت اتفاق افتاد، فرکانس مرحله قبل، 

 .0مقدار کوچک، کم  نموده و بازگشت به مرحله 

)ب( اگر تغییر علامت وجود نداشت، مقدار مشخص، به 

 افزوده و مرحله بعدی اجرا گردد. فرکانس

بررس، گردد که اگر اختلاف بین دو مرحله تکررار موفرق    (9

الگوریتم داخل تلورانس مورد نظر است جرواب حاصرل   

 .0شده است. در غیر این صورت بازگشت به مرحله 

 

 بررسی مسئله با نرم افزار المان محدود آباكوس-4
ی با توجه به آن برای مدل سازی تیر جنس ماده تابع، دو بعد

تحلیل، المان محدود  نرم افزارجنس ماده تابع، در  که

پس از مورد نظر برای تعریف تیر  ،موجود نم، باشدآباکوس 

در راستای طول، و هندسه تیر  مشخص کردن ابعاد کل،،

در هر المان  .دگردضخامت به المان های مختلف، تقسیم م، 

ها باید بگونه ای  . المانشودلحاظ م،   خواص مربوط به آن

در دو باشند که بتوانند تغییرات یکنواخت خواص مواد تابع، 

سازی  به طور تقریب، مدل راراستای طول، و ضخامت تیر 

برای این کار هر المان به صورت ماده همگن و کنند. 

با تعیین مختصات مرکز  آنایزوتروپ فرض شده و خواص 

هرچه  بنابر این ردد.تعیین م، گ( 1هر المان بر اساس رابطه )

طول تیر در همچنین و ضخامت تعداد المان ها در مقطع 

برای دقت تیر مدل سازی شده بیشتر خواهد بود. بیشتر باشد، 

مدلسازی تیر آنرا کاملا الاستیك در نظر گرفته و همچنین هر 

المان همگن و ایزوتروپیك فرض م، شود. برای تحلیل تیر به 

ا کاملا الاستیك فرض شده و المان تیر رروش المان محدود، 

از نوع المان های سه  مش بندی تیر برای های مورد استفاده

همچنین از تکنیك  در نظر گرفته شده است. گره،  02بعدی 

استفاده شده است که در شکل زیر نشان  0مش بندی منظم

 داده شده است.

 

                                                 
2
 Structural Meshing 

 
 دوبعدینمای، از مش بندی تیر ساخته شده از ماده تابع،  2شکل  

 

در این تحقیق طول تیر یك متر، عرض آن بیسرت سرانتیمتر و   

ضخامت آن متغیر بین یك تا بیست سرانتیمتر در نظرر گرفتره    

شده است. پرس از اعمرال شررایط مررزی بررای دو سرر تیرر        

فرکانس های طبیع، برای حالت های مختلف نسبت طول بره  

ضخامت و برای شرایط مرزی متفراوت بره کمرك نررم افرزار      

 آباکوس بدست آمده است.

 

 اثر پارامترهای مختلف بر فركانس های طبیعی  -5
برای تیر ساخته شده از ماده تابع، دو  فرکانس های طبیع،

 بعدی با نسبت طول به ضخامت متفاوت بدست آورده شده
است. فرض شده ماده تابع، دو بعدی تیر از دو فلز و یك 

ساخته شده باشد  1سرامیك با مشخصات داده شده در جدول 

 مراجعه شود(. 1)به شکل 
 خواص مکانیک، مواد تشکیل دهنده تیر :1جدول 

)3 مواد / )kg m ( )E GPa  

1100AL 0727 72 2.4 

6 4Ti AL V  3919 119 2.4 

2Zr O 4222 191 2.4 

 

برای مقایسه بهتر نتایج از فرکانس طبیع، بدون بعد که با 

 [2رابطه زیر تعریف م، شود، استفاده م، گردد: ]
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نشان دهنده فرکانس طبیع، تیر ساخته شده   در رابطه فوق

فرکانس طبیع، بدون بعد م، باشد.  و از ماده تابع، 

فرکانس های طبیع، بدون بعد، برای حالت، که تغییرات 

خواص مواد تنها در جهت ضخامت صورت م، گیرد، برای 

آمده است و نتایج  0سه شرط مرزی مختلف در جدول 

[ مقایسه 2حاصل با نتایج ارائه شده توسط سینا و همکاران ]

 است.شده 



با تغییرات خواص فرکانس های طبیع، بدون بعد  تیر  :2جدول 

برای نسبت طول به ضخامت های  مواد تنها در جهت ضخامت

 متفاوت تیر

شرایط 

 مرزی
 

/ 10L h  / 30L h  / 100L h  

دو سر 

 مفصل

 تحقیق

 حاضر
0.7620 0.2106 0.2172 

مرجع 

[2] 
0.773 0.214 0.217 

اختلاف 

)%( 
2.01 2.21 2.20 

یکسر 

آزاد و 

یکسر 

 گیردار

 تحقیق

 حاضر
2.5534 1.2205 1.2241 

مرجع 

[2] 
2.556 1.224 1.224 

اختلاف 

)%( 
2.17 2.21 2.21 

دو سر 

 گیردار

 تحقیق

 حاضر
9.5572 6.4340 6.4293 

مرجع 

[2] 
6.214 6.434 6.423 

لاف اخت

)%( 
2.09 2.22 2.20 

 

دیده م، شود که اختلاف بسیار ناچیزی  0با توجه به جدول 

میان نتایج بدست آمده در این تحقیق و نتایج ارائه شده در 

[ وجود دارد که صحت روش ارائه شده را نشان م، 2مرجع ]

 دهد.

مقادیر فرکانس طبیع، بدون بعد برای تیر سراخته شرده از   

که تغییرات خواص مواد در هر دو جهت دی ماده تابع، دو بع

ارائره شرده    4در جردول  طول و ضخامت تیر تغییر م، کنرد،  

است. جهت نشان دادن صرحت محاسربات، نترایج برا مقرادیر      

فرکانس طبیع، بدون بعد که از نرم افزار اجزا محدود آباکوس 

 بدست آورده شده مقایسه گردیده است.

 

 

 

 

تیر از ماده تابع، دو بعدی با حل  فرکانس های بدون بعد :3جدول 

 تحلیل، و اجزا محدود و مقایسه نتایج با یکدیگر

شرایط 

 مرزی
 / 5L h  / 20L h  / 100L h  

دو سر 

 مفصل

حل 

 تحلیل،
0.6207 0.2622 0.2735 

اجزا 

 محدود
0.664 0.206 0.245 

 اختلاف

)%( 
2.731 1.023 1.063 

دو سر 

 گیردار

حل 

 تحلیل،
9.1920 6.4024 6.3940 

اجزا 

 محدود
9.102 6.077 6.322 

اختلاف 

)%( 
2.340 2.652 2.729 

یکسر 

آزاد و 

یکسر 

 گیردار

حل 

 تحلیل،
2.2496 2.2615 2.2692 

اجزا 

 محدود
2.242 2.294 2.297 

اختلاف 

)%( 
2.675 1.233 1.241 

 

، نمودار تغییرات فرکانس طبیع، بدون بعد 4 در شکل

برحسب نسبت طول به ضخامت تیر برای تیر ساخته شده از 

ماده تابع، دوبعدی تحت شرط مرزی دو سر گیردار نشان 

مقایسه نتایج حاصل از حل تحلیل، و اجزا  داده شده است.

 را نشان م، دهد. محدود، تقارب خوب،

 
از  و المان محدود برای تیرل، نمودار مقایسه حل تحلی :3شکل 

 ماده تابع، دو بعدی تحت شرط مرزی دوسر گیردار



نمودار تغییرات فرکانس طبیع، بردون بعرد برحسرب     3شکل 

نسبت طول به ضخامت تیر از ماده تابع، دو بعردی را تحرت   

شروط مرزی مختلف نمایش م، دهد. نتایج نشان م، دهد که 

هنگام، کره تیرر تحرت     مقادیر فرکانس های طبیع، بدون بعد

شرط مرزی دو سر گیردار قرار م، گیرد از نسربت بره حالرت    

شرط مرزی دو سر مفصل و همچنین شررط مررزی یرك سرر     

 .آزاد و یك سر گیردار بیشتر است

 
فرکانس های طبیع، بدون بعد تیر از ماده تابع، دو بعدی  :4شکل 

 تحت شروط مرزی مختلف

 

طبیع، بدون بعد بر حسب ، فرکانس های 9نمودار های شکل 

نسبت طول به ضخامت را در حالت، که تیر تحت شرط مرزی 

یکسر گیردار قرار دارد نشان م، دهد. در این شکل نتایج 

برای حالت، که جنس تیر از فلز خالص یا سرامیك خالص 

باشد با حالت، که جنس تیر از ماده تابع، با تغییرات خواص 

غییرات خواص در ( یا ت1D FGM-Vدر جهت ضخامت )

( و بالاخره تغیرات خواص در 1D FGM-Hجهت طول )

( باشد، مقایسه شده 2D FGMدو راستای ضخامت و طول )

فرکانس های طبیع، بدون بعد برای تیر از جنس  است.

سرامیك خالص از همه حالات بیشتر بوده و هنگام، که 

تغییرات خواص مواد تابع، در جهت ضخامت صورت گیرد، 

ت، که در جهت طول تغییرات خواص مواد تابع، از حال

صورت گیرد مقادیر بزرگتر است. همچنین فرکانس های 

طبیع، بدون بعد در دو حالت که تغییرات خواص مواد تابع، 

در دو بعد و تیر از فلز خالص ساخته شده باشد به هم نزدیك 

هستند. فرکانس های طبیع، بدون بعد برای تیری که تغییرات 

ن تنها در جهت طول آن صورت گیرد از همه کمتر خواص آ

 م، باشد. 

 
 بر حسبتیر یکسر گیردار  فرکانس های طبیع، بدون بعد: 5شکل 

  تغییرات  پارامتر های غیر همگون،

 

 بندی گیری و جمع نتیجه  -6

ارتعاشات آزاد تیر ساخته شده از ماده تابع، دو  در این تحقیق

مرتبه اول برش،، بررس، شده بعدی با در نظر گرفتن تئوری 

است. تغییرات خواص مواد در دوجهت، ضخامت و طول تیر 

به صورت تابع نمای، در نظر گرفته شده است. معادلات حاکم 

بر ارتعاش تیر با استفاده از اصل همیلتون استنتاج شده اند. 

مسئله تحت شرایط مرزی مختلف و نسبت طول به ضخامت 

، بررس، شده و نتایج با دست های متفاوت به روش تحلیل

آورد های حاصل از کد تجاری نرم افزار اجزا محدود 

مقادیر فرکانس های طبیع، بدون   ، مقایسه شده است.آباکوس

بعد برای تیر از ماده تابع، دو بعدی بین دو حالت، قرار م، 

گیرد که تغییرات خواص مواد فقط در جهت ضخامت و یا 

با افزایش نسبت طول به فقط در جهت طول م، باشد. 

ضخامت تیر حل مسئله تیر از تئوری تیموشینکو، دور و به 

با  تئوری اولر برنول، نزدیك شده است. به عبارت دیگر

اثر کرنش ها و تنش های  ،افزایش نسبت طول به ضخامت تیر

و با افزایش  در تغییر فرکانس طبیع، ناچیز استبرش، تیر 

فرکانس طبیع، بدون بعد  بیشتر نسبت طول به ضخامت آن،

 تابع، از این نسبت نخواهد بود. 
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