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  چكيده
هاي نوين به خـود اختـصاص       اي در فناوري  ا اهميت ويژه  ها، و آگاهي از رفتار ارتعاشي آنه      اي نظير ورق  هاي با ساختار صفحه   امروزه سازه 

Oهـاي خطـاهاي ارتوتروپيك از روش تفاضل محـدود بـا مرتبـه          در اين مقاله به منظور بررسي رفتار ارتعاشي ورق        . داده است  h و
O h   ي كلاسيك بررسي شده، سپس روابط متناظر براي تحليل عـددي بـا           براي اين منظور ابتدا روش حل تحليل      .  استفاده شده است
هاي طبيعي در هر دو حالت، به صـورت بـدون بعـد مـورد     هاي خطاي ياد شده استخراج شده و نتايج به دست آمده براي فركانس      مرتبه

 نيز صحت اعتبار و     ANSYSسازي صورت گرفته با نرم افزار       شبيهنتايج موجود در مراجع مختلف مورد استفاده و         . اندمقايسه قرار گرفته  
  .انددقت نتايج بدست آمده را مورد تاييد قرار داده
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   مقدمه-1
ها و هاي بسياري براي آگاهي از رفتار ديناميكي ورقتاكنون تلاش

هاي طبيعي آنها صورت گرفته كه جملگي آنها بر محاسبه فركانس
 ].1-7[مبناي بسط معادلات تغيير مكان حاكم بر ورق بنا شده است

هاي تحليلي در تمامي حالات ممكن از آنجا كه استفاده از روش
اغلب فرضيات ساده كننده بسياري نيز در استفاده از ميسر نبوده و 

آنها در نظر گرفته مي شوند، با توجه به افزايش قدرت محاسباتي 
كامپيوترها، گرايش خاصي به استفاده از روشهاي عددي در حل 

از عمده ترين گامهاي . معادلات و مسايل مهندسي بوجود آمده است
هاي  ارتعاشات ورق].8[يانگبرداشته شده در تحليل عددي، 

مستطيل شكل با استفاده ار روش ريتز را مورد بررسي قرار داده 
 نيز روشهاي عددي حل مسائل مقادير ويژه را ].9[اودمن. است

روش استخراج ماتريسهاي سختي در همچنين . تحليل نموده است
 مورد ].10[روشهاي مستقيم مسائل مقادير ويژه توسط ملوش

 نيز ارتعاشات ورقهاي مستطيلي ].11[ خديربررسي قرار گرفته و
    .ساخته شده از مواد مركب را تحليل نموده است

   در اين مقاله به بررسي رفتار ارتعاشي ورقهاي ارتوتروپيك به 
روش ، روش مورد استفاده. وسيله روشهاي عددي پرداخته شده است

)2 با مرتبه هاي خطاي 1تفاضل محدود مركزي )O h 4 و( )O h 
در ابتدا حل تحليلي رفتار ارتعاشي ورق مستطيل شكل با . است

شرايط مرزي مختلف مورد بررسي قرار گرفته و در ادامه حل عددي 
معادلات حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق بر اساس مرتبه هاي خطاي 

 تحليل معادلات حاصل از. مورد استفاده ، تجزيه و تحليل شده است
 حل شده و از MATLABعددي با كد طراحي شده توسط نرم افزار 

. روي آنها فركانسهاي طبيعي ورق به صورت بي بعد بدست آمده اند
در انتها نيز رفتار ارتعاشي ورقهاي تحت بررسي ، با استفاده از نرم 

 مورد تحليل مودال قرار گرفته و فركانسهاي طبيعي ANSYSافزار 
هر مرحله با نتايج حل تحليلي و حل عددي مورد بدست آمده در 

  .مقايسه قرار گرفته است
  
  ها رفتار عمومي ورق-2

اي است مسطح كه ضخامت آن در قياس با ساير ابعادش ورق سازه
اين ويژگي باعث خميده شدن آسان ورق . باشدبسيار كوچك مي

ادلات توان با بكار گيري معتحت نيروهاي جانبي شده و از اين رو مي
ها الاستيسيته دوبعدي به بررسي رفتار تنش و كرنش در ورق

  .پرداخت

                                                 
1- Central Finite Difference Method (CFDM) 

با فرض ارتوتروپيك بودن ورق، كوچك بودن تغيير مكانهاي نسبي و 
قابليت صرف نظر كردن از ترمهاي غير خطي، معادله كلي حركت 

با احتساب اثر تكيه گاه الاستيك ) معادله ورق فون كارمن(ورق 
)(k بار خارجي اعمالي ،)(q و اثر بار حرارتي )(T بصورت زير 

  ].2[بدست مي آيد 
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 اثر بار TM سختي خمشي ورق و D ضخامت ورق، hدر رابطه فوق 

  :حرارتي مي باشند و داريم 
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 اينرسي چرخشي ورق مي باشد كه با 2I، عبارت ) 1(در رابطه 
توجه به تاثير آن در فركانسهاي بالا، معمولا در فركانسهاي پايين از 

بر براي بدست آوردن معادله ارتعاشي حاكم . آن صرف نظر مي شود
  :ورق، تابع تغيير مكان به صورت زير فرض مي شود 

)9                                         (tieyxwtyxw ω),(),,(0 =  
 

با در نظر .فركانس طبيعي مي باشد  ω و i=−1در رابطه فوق 
  :گرفتن پاسخ حالت گذرا به فرم زير 

)10      (                                )(),(),,(0 tTyxwtyxw =  
  

 aدر حالتي كه هر چهار لبه ورق برروي تكيه گاه ساده قرار داشته و 
   :]2[ به ترتيب طول و عرض ورق باشند ، مي توان نوشت bو 
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هاي وپيك مستطيل شكل با لبههاي طبيعي ورق ارتوترفركانس
) 9(خطي  و صرف نظر كردن از ممان چرخشي، با جايگذاري روابط 

  :و ساده سازي لازم بصورت زير بدست مي آيد ) 1(در ) 10(و 
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)(در نهايت فركانس طبيعي بي بعد شده ورق  mnω برابر است با 
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  هاي خطيهاي با لبه حل عددي معادله ارتعاشي ورق-3

در بسياري از موارد بكارگيري روشهاي تحليلي به سادگي ميسر 
نبوده و تنها براي برخي حالات خاص و اعمال فرضيات ساده كننده، 

هاي با پيشرفت روش. باشد ميسر ميدستيابي به حل تحليلي نهايي
عددي و افزايش توان محاسباتي كامپيوترها و نرم افزارهاي مرتبط، 

هاي عددي براي بررسي مسايل پيچيده توجه    استفاده از روش
در اين مقاله نيز از روش . اي به خود معطوف داشته استعمده

ستفاده تفاضل محدود مركزي براي تحليل رفتار ارتعاشي ورقها ا
هاي منظم تقسيم بندي شده در روش فوق ورق به شبكه. شده است

با اين تكنيك . دهدو هر راس اين شبكه، يك گره را تشكيل مي
معادلات ديفرانسيل حاكم بر رفتار ورق و شرايط مرزي با يك سري 

از اين رو حل مسئله اصلي و . شودمعادلات تفاضل جايگزين مي
هاي ي سيستم، به حل همزمان دستگاههاي طبيعمحاسبه فركانس

معادلات جبري نوشته شده براي هر گره داخل صفحه كاهش      
  .يابدمي
  

  2 مرتبه خطاي –فرمولاسيون تفاضل مركزي ) الف
 ، با استفاده از تعريف مشتق 2معادله تفاضل مركزي با مرتبه خطاي 

   :]13و12[آيد تابع به صورت زير بدست مي
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 با لبه هـاي خطـي و صـرف          ارتوتروپيكرا براي يك ورق     ) 1(معادله  

 ، تكيه گاه الاستيك، بار حرارتـي        2Iنظر از ممان اينرسي چرخشي      
  :توان بصورت زير بازنويسي نمود و بار خارجي، مي
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با استفاده از تغيير متغيرهاي لازم، در نهايـت معادلـه ارتعاشـي ورق              
ارتوتروپيك با شرايط ذكر شده بالا به صورت زيـر بدسـت مـي آيـد                
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  :در رابطه فوق داريم 
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با توجه به ارتو تروپيك بودن رفتار ورق، مولكولهاي محاسباتي لازم 

)( با مرتبه خطاي 4براي مشتقات مرتبه  2hO1(هاي در شكل (
  :  ]14و15[ بدست آمده اند ) 3(الي 

  

  
   4مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه ): 1(شكل

  xبر حسب 
  

  
   4اسباتي تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه مولكول مح): 2(شكل

  y و xبر حسب 
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  مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه): 3(شكل

  y برحسب 4
  
بررسي شرايط مرزي در فرمولاسيون تفاضل مركزي ) ب

  2مرتبه خطاي  
    تكيه گاه ساده-1

و اعمال معادلات تفاضل برروي شرايط ) 4(با در نظر گرفتن شكل
  :، روابط بين گره ها بصورت زير قابل استخراج است مرزي

  

  
  لبه تكيه گاهي ساده): 4(شكل
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  :اهيم داشت به همين ترتيب خو

)26                          (…,, 9483 wwww −=−= −−  
  
    تكيه گاه گيردار-2

با اعمال معادلات تفاضل برروي . گيريمرا در نظر مي) 5(شكل
معادلات شرايط مرزي، روابط بين گره ها به صورت زير قابل 

  :استخراج است 
  

  
  لبه تكيه گاهي گير دار): 5(شكل
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  :به همين ترتيب خواهيم داشت 

)30                                 (…,, 8361 wwww == −−  
  
  4 مرتبه خطاي –فرمولاسيون تفاضل مركزي ) ج

 2توان از بسط تيلور توابع  را مي4معادلات تفاضل مركزي مرتبه 
براي نمونه، .  جمله اول اين بسط بدست آورد5متغييره و انتخاب 
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 متغييره به 1معادله تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه اول يك تابع 
  :]12و14[آيد صورت زير به دست مي
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 y و xبرحسب  دو متغييره ، يك معادله)1(از آنجا كه معادله 
است، لذا روابط تفاضل مركزي با مرتبه خطاي ياد شده براي 

) 6(هاي هاي محاسباتي در شكل به صورت مولكول4مشتقات مرتبه 
  ]:12و14[ شوند تعريف مي) 8(الي 

  

  
  4ق مرتبه مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشت): 6(شكل

  x بر حسب 
  

  
  4مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه ): 7(شكل

  y و xبر حسب 
  

  
  4مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه ): 8(شكل

  yبرحسب 

بـررسي شرايط مرزي در فـرمولاسيون تفـاضل مـركزي  ) د
  4مرتبه 

، 4سيون تفاضل مركزي مرتبه بررسي شرايط مرزي در فرمولا
 در حالات مختلف مورد 2همانند فرمولاسيون تفاضل مركزي مرتبه 

بررسي قرار گرفته مي شود، بدين صورت كه با نوشتن شرايط مرزي 
و قرار دادن معادلات تفاضل مرتبط، ارتباط بين گره ها و به ويژه 

ر مراحل آيند كه نتايج آنها دهاي با انديس منفي به دست ميگره
  . بعدي مورد استفاده قرار گرفته است

  

   شبكه بندي ناحيه حل و استخراج معادلات حاكم-4
  2استفاده از روش تفاضل مركزي با مرتبه خطاي )  الف

 را كه هر چهار طرف آن برروي aدر ابتدا، ورق مربع شكل به ضلع 
  :در نظر گرفته مي شود ) 9(تكيه گاه ساده قرار دارد مطابق شكل 

  

  
  2 تفاضل مرتبه – aشبكه بندي ورق مربع شكل به طول ): 9(شكل

  
 قسمت مساوي تقسيم شده، 64لازم به ذكر است ورق فوق به 

8adبطوريكه  هايي كه با علامت منفي همچنين گره. باشد مي=
يط مرزي هاي مجازي بوده كه براي تبديل شرااند،گرهمشخص شده

به معادلات تفاضل جهت حل دستگاه معادلات جبري نهايي، لازم 
و فرض ) 4(با توجه به شرايط مرزي بررسي شده در شكل. باشندمي

4BdL و =
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   صورت زير بدست ه ب) 11مثلا براي گره شماره (معادلات فوق 
  : آيدمي
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)33                             (01910321 ===== wwwww  
  
)34                                              (11352 www −== −−  
  

، معادله حاكم بر گره )32(با جايگذاري شرايط مرزي بالا در رابطه 
  : به صورت زير بدست مي آيد 11
  

)35    (           
11 12 13 20

21 29

(9.108 ) 17.054 3 9.054
2.527 0

L w w w w
w w
− − + −

+ + =  
  

به طريق مشابه اين عمل براي گره هاي ديگر انجام شده تا دستگاه 
با طراحي كد مناسب توسط نرم افزار . معادلات مربوطه بدست آيد

MATLABو محاسبه L هاي مختلف، فركانس ارتعاشات هر مود
هاي بي بعد متناظر از فركانسهاي طبيعي و فركانس. بدست مي آيد
  ]:2و14و15[صل مي شوند روابط زير حا

  

)36                                         (( )imn L
I
D
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⎜
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=

0
2

64ω
  

  
)37                               (( ) imn LL 4845.664

2
==

π
ω

  
  
  4استفاده از روش تفاضل مركزي با مرتبه خطاي )  ب

 كه هر چهار طرف aرق مربع شكل به ضلع همانند حالت قبل  و
در نظر گرفته ) 10(آن برروي تكيه گاه ساده قرار دارد مطابق شكل 

  :مي شود 
472BdLبا در نظر گرفتن فرضيات قبلي و  و  =

292.0,5.0,10
2

12

2

1 === v
E
G

E
Eاي از معادلات  ، نمونه

  :رت زير بدست مي آيدبه صو) 12مثلا گره شماره (فوق 
  

)38     (

012
14446867246814412

)16301616256
4802561630480900

4803016256480256
16163016(2834.1

12014404680

672046801440120[
72

1

1239

3021123339

32313029282322

212019141312

11105432

154321

151413

121110354

=−−
+−+−+−
+−+−+−+

−+−+−+
−+−+−+
−+−+−+

−+−

+−+−

−−

−−−−−

−

Lww
wwwwww

wwwwwww
wwwwww

wwwwww
wwwwww

www

wwww
d

  

 

  
  4 تفاضل مرتبه – aشبكه بندي ورق مربع شكل به طول ): 10(شكل

  
، معادله ساده شده نهايي )38(با اعمال شرايط مرزي برروي معادله 

  :به صورت زير بدست مي آيد 
  

)39 (
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به طريق مشابه اين عمل براي گره هاي ديگر انجام شده تا دستگاه 
با طراحي كد مناسب با نرم افزار  . معادلات مربوطه بدست آيد

MATLAB و محاسبه L هاي مختلف، فركانس ارتعاشات هر مود 
هاي بي بعد متناظر هاي طبيعي و فركانسفركانس. آيدبه دست مي

   :]2و14و15[ از عبارتند
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)41                       (( ) iimn LL 7642.0
72

64
2

==
π

ω
  

  
 بعد از هاي بيهمچنين براي ساير حالات شرايط مرزي، فركانس

   :]2و14و15[رابطه ذيل محاسبه مي شوند 
  

)42                            ( ( ) iimn LL 5423.7
72

64
==ω

  
  

  ANSYS شبيه سازي با نرم افزار -5
، يك نرم افزار قوي در تحليل به روش اجزاي ANSYSنرم افزار 

محدود براي حل مسائل مختلف مكانيك از جمله تحليل مودال براي 
براي . باشدمحاسبه فركانسهاي طبيعي سيستمهاي مهندسي مي

هاي قبلي، شبيه سازي به بررسي صحت نتايج بدست آمده در بخش
براي ورق مستطيل شكل با شرايط مرزي مختلف ) 1(شرح جدول 

، دو (CCCC) ، چهار طرف درگير) SSSS(نظير چهار طرف ساده 
 و سه طرف ساده، يك طرف (SSCC)طرف ساده، دو طرف درگير 

  . انجام شده است(SSSC) درگير 
  

 ANSYSار مشخصات ورق تحت شبيه سازي با نرم افز): 1(جدول
  Steel جنس

 - SSSS – CCCC – SSCC شرايط مرزي
SSSC 

m 1×1 ابعاد
2 

 m 0.002 ضخامت

ρ =7810Kg/m چگالي
3 

 E1=207GPa مدول الاستيسيته

 ν12=0.292 ضريب پواسون

نسبت مدول برشي به مدول 
 كششي

G12/E2=0.5 

 Modal (Reduced) نوع تحليل
 Shell63 نوع المان
 1 يل شدهتعداد مود تحل

 

مقايسه جامعي بين نتايج حل تحليلي، حل ) 5(الي ) 2(در جداول 
  . عددي و شبيه سازي انجام شده با نرم افزار آورده شده است

 
   شرايط مرزي چهار طرف تكيه گاه -هاي بي بعدمقايسه فركانس): 2(جدول

   مود اول-ساده
  

ANSYS  
  

  
تفاضل 

  4مرتبه 

  
تفاضل 

  2مرتبه 

  
حل 
  ]2[تحليلي

  
E1/E2 

1,991  1,999  1,974  2  1  
2,542  2,541  2,509  2,541  3  
3,668  3,672  3,625  3,672  10  

 شرايط مرزي سه طرف تكيه گاه ساده و -هاي بي بعدمقايسه فركانس): 3(جدول
   مود اول-يك طرف تكيه گاه گيردار

  
ANSYS  

  

  
تفاضل 

  4مرتبه 

  
تفاضل 

  2مرتبه 

  
حل 
  ]2[تحليلي

  
E1/E2 

23,521  23,576  22,974  23,646  1  
28,306  28,312  31,970  28,365  3  
38,539  38,548  50,785  38,596  10  

  
 شرايط مرزي دو طرف تكيه گاه ساده و –هاي بي بعد مقايسه فركانس): 4(جدول

   مود اول-دو طرف تكيه گاه گيردار
  

ANSYS  
  

  
تفاضل 

  4مرتبه 

  
تفاضل 

  2مرتبه 

  
حل 
  ]2[تحليلي

  
E1/E2 

28,746  28,725  27,460  28,951  1  
32,258  32,774  41,120  32,263  3  
41,527  41,936  69,231  41,539  10  

  
 شرايط مرزي چهار طرف تكيه گاه  -هاي بي بعدمقايسه فركانس): 5(جدول

   مود اول-گيردار
  

ANSYS  
  

  
تفاضل 

  4مرتبه 

  
تفاضل 

  2مرتبه 

  
حل 
  ]2[تحليلي

  
E1/E2 

35,606  35,602  33,623  36  1  
52,123  48,164  45,537  52,59  3  
76,435  60,983  71,95  76,826  10  

  
  گيري بحث و نتيجه-6

هاي تحليلي و عددي مختلفي براي بررسي رفتار تا كنون روش
ها پيشنهاد شده است كه هريك با توجه به فرضيات و ارتعاشي ورق
هايي از پيچيدگي هاي در نظر گرفته شده، به گوشهساده سازي

ت حاكم بررفتار ديناميكي و ارتعاشي اين سازه خاص  معادلا
در اين مقاله نيز با بسط معادلات تفاضل مركزي مرتبه . اندپرداخته

 براي نخستين بار به دست آمده 4 ، معادلات تفاضل مركزي مرتبه 2
اند و از روابط بدست آمده براي حل عددي ارتعاش ورقهاي مستطيل 

  . رزي تركيبي استفاده شده استشكل ارتوتروپيك با شرايط م
  :نشان مي دهند ) 5(تا ) 2(بررسي نتايج ليست شده در جداول 

اين نكته قابل ) 2(از روي نتايج بدست آمده در جدول •
از ( مشاهده است كه با افزايش مرتبه معادلات تفاضل 

تا چه اندازه دقت محاسبات و نهايتاً  ) 4 به مرتبه2مرتبه
 .ي روددقت جواب ها بالاتر م



  عددي رفتار ارتعاشي ورق هاي مستطيل شكل ارتوتروپيك در تحليل 4تفاضل محدود مرتبه استفاده از روش 
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نشان مي دهد در ) 2(نتايج بدست آمده در جدول  •
مقايسه با حل تحليلي، روش تفاضل مركزي مرتبه چهار 

 در رتبه دوم و روش ANSYSدر رتبه اول، نرم افزار 
تفاضل مركزي مرتبه دو در رتبه سوم قرار داشته و درصد 

 . مي باشد٪5خطاي نسبي چشمگير و زير 
نيز نشان مي دهد از نظر ) 3(نتايج بدست آمده در جدول  •

دقت پاسخها، روش تفاضل مركزي مرتبه چهار در رتبه 
 در رتبه دوم و روش تفاضل ANSYSاول، نرم افزار 

 .مركزي مرتبه دو در رتبه سوم قرار دارند
همچنين با دقت در نتايج بدست آمده اين نكته قابل  •

21مشاهده است كه با افزايش نسبت EEقت نتايج در  د
دليل اين امر را     . هر دو روش عددي كاهش مي يابد

توان نامنظم شدن ماتريس ضرايب دستگاه معادلات مي
حاصل از اعمال معادلات تفاضل در اثر بالا رفتن نسبت 

 . ياد شده دانست
، از نظر دقت پاسخهاي بدست آمده،  )5(و ) 4(در جداول  •

 رتبه ANSYSافزار نرم بندي روشهاي حل بصورت  رتبه
اول، روش تفاضل مركزي مرتبه چهارم در رتبه دوم و 
همچنان روش تفاضل مركزي مرتبه دو در رتبه سوم قرار 

علت اين امر را مي توان در وضعيت شرايط . گيرندمي
گاهي جستجو نمود، بدين صورت كه با توجه به صفر تكيه

 تبديل هاي گيردار، برايبودن تغيير مكان و شيب در لبه
بايست از تعريف شرايط مرزي به معادلات تفاضل مي

تقريبي مشتق استفاده نمود كه اين امر خود باعث 
شود، افزايش خطاي گرد كردن در محاسبات مربوطه مي

چنانچه در لبه هاي تكيه گاهي ساده به دليل عدم وجود 
شرط مرزي صفر بودن شيب، پاسخها از دقت چشمگيري 

در واقع مي توان گفت هرچه شرايط . دبرخوردار مي باشن
گاهي گيردار، كمتر در ورق مورد بررسي وجود تكيه

 .داشته باشد دقت نتايج بالاتر مي رود
شود كه با بالاتر رفتن مشاهده مي) 5(در جدول  •

21نسبت EE حتي بسيار 4 دقت نتايج روش مرتبه 
ن مورد شاهد يابد و در اي كاهش مي2بيشتر از مرتبه 

در بررسي علل اين . تر روش فوق هستيمدقت پائين
توان بيان داشت كه دو عامل نامطلوب گفته موضوع مي

شده در موارد قبلي يعني بالا بودن تعداد محاسبات در 
گاهي گيردار،  و خطا ساز بودن شرايط تكيه4روش مرتبه 

موجب افزايش بيش از انتظار خطا در اين حالت         
 .شوندمي

از آنجا كه در روشهاي عددي معمولاً از روش تفاضل محدود مرتبه 
شود، نتايج بدست آمده از فرمولاسيون تفاضل مرتبه  استفاده مي2
از اين رو . ، نشان از دقت بالاي روابط و سهولت بكارگيري آنها دارد4

هاي ديگر رفتار  توان از روابط فوق نيز براي بررسي جنبهمي
 بدون الزام بكارگيري نرم افزار خاص و تنها با يك برنامه -ي ارتعاش

 . استفاده نمود-نويسي ساده 
  
   فهرست علائم-7

 D                                 سختي خمشي ورق               
  E مدول الاستيسيته                                                        
 Gمدول برشي                                                               

  hضخامت ورق                                                               
  0I                               اينرسي جرمي                               

  2Iاينرسي چرخشي                                                          
  kسختي الاستيك تكيه گاه                                                 

  qي به ورق                                                بار گسترده اعمال
  wورق                                                   ) خيز(تغيير مكان 

 δاپراتور تفاضل مركزي                                                     
  ∇2اپراتورلاپلاس                                                             

  ωفركانس طبيعي                                                            
  ω                 فركانس طبيعي بي بعد                                 

  ρجرم حجمي                                                                
  νنسبت پواسون                                                              
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