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  چكيده
 با شرايط S-FGMابتدا يك ورق . ف را بررسي مي نمايداين تحقيق ارتعاش آزاد ورق هاي چند لايه اي همراه با شرايط مرزي مختل

پوشانده ) همگن( بر روي يك زير لاية هموژن S-FGMسپس يك ورق دو لايه اي كه در آن يك لاية . تلف بررسي مي شودخمرزي م
ه لايه اي كه ديگري يك ورق س.  ناميده مي شود S-FGM-coated شده، تحت شرايط مرزي مختلف بررسي مي گردد كه براي سادگي

 به عنوان لاية وسط بكار گرفته شده و مواد هموژن متفاوتي در لايه هاي بالائي و پائيني هستند؛ كه تحت شرايط مرزي S-FGMدر آن 
مدول يانگ ورق تابعي در راستاي ضخامت متغير .  ناميده شده استFGM-undercoatedمختلف مي باشد، بررسي گرديده كه اين ورق 

مانند S  از ساختار لمينيت از توابع FGMگراديان ماده در قسمت .  و ضريب پوآسون در سراسر ورق ثابت باقي مي ماندفرض شده است
 كميت هايبراي ساختارهاي چند لايه اي، محاسبات . اند ناميده شدهS-FGMپيروي مي كند، بدين منظور اين ورقها 

1111111111 ,,,, SQCBA  شدن محاسبات آنها  تر براي راحتروشيدر اين موارد پيچيده تعريف شده اند، بنابراين در اين تحقيق يك 
سپس مقادير  .و مطابقت خوبي را نشان دادند شده مقايسه ABAQUS با نرم افزار المان محدود ابتدا نتايج.  شده استبكار برده

صورت ه ب و بدست آمده اندتهاي طول به عرض براي تعدادي از پارامتر ماده فركانسهاي هر سه ورق براي شرايط مرزي مختلف و نسب
   .نمودار ارائه گرديدند

  
  

  : كليدواژه
 CPT - ارتعاش آزاد-لمينيت - S-FGM-Coatedورق 
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  مقدمه -1
به خاطر استفاده هاي وسيعي كه از ورقهاي نازك و ضخيم در 
صنايع مكانيكي، عمران و سازه ها مي شود مطالعه رفتار ارتعاشي 

مطالعه در . ورقها نقش مهمي در طراحي مهندسان سازه ايفا مي كند
 زمينه ارتعاشات اين ورقها باعث بهينه كردن طراحي و كاهش 

ر پروژه ها مي شود و دسترسي به بازدهي هزينه هاي اقتصادي د
از كاربردهاي گسترده ورقها مي توان به . بيشتر را ميسر مي سازد

استفاده از آنها در ساخت پلها، ساختمانها، سطوح هواپيما ها و 
همچنين مهندسي دريايي به ويژه ساخت كف عرشه كشتي اشاره 

به . رد دارندكرد و به صورت گسترده اي در صنايع هوا و فضا كارب
طور مثال هنگام بررسي سازه موشك بايد فركانسهاي طبيعي آن 
محاسبه شده و مشخص باشند تا در اثر بارهاي تحريك ناشي از 

موشك .... هاي دوار داخلي مانند، پمپ، توربين، ژنراتور و  سيستم
دچار پديده تشديد نشده و سيستم كنترل موشك مختل نگردد و يا 

وان محفظه احتراق يك موشك سوخت مايع را به طور خاص مي ت
نام برد كه در معرض گازهاي داغ ناشي از احتراق قرار دارد و ممكن 
است در اثر نوسانات سيستم تغذيه دچار پديده ناپايداري احتراق 

  .مي شود  ر موشك در لحظات ابتدايي پرواز منجر شود كه به انفجا
FGM1 ريز ساختار غير همگن  يا مادة تابعي يك ماده مصنوعي با 

مي باشد كه خواص مكانيكي آن به طور ملايم و پيوسته از يك 
اين خاصيت ويژه به وسيله . سطح تا سطح ديگر جسم تغيير مي كند

تغيير پله اي و يكنواخت و نسبت حجمي مواد تشكيل دهنده به 
 ساختار FGM اكثر خصوصيات مشخص يك .آيددست مي

  سكوپيبا خواص ماكروهمراه  سازه غير يكنواخت سكوپيميكرو
، FGMدر يك مادة . ]1[ذكر شده است كه  پيوسته هستندتابعي

وجه مشترك بين دو ماده پيدا نمي باشد چرا كه مشخصات دو يا 
  .چند مادة كامپوزيت حفظ شده اند

 مقاومت بـسيار بـالاي آنهـا در برابـر محـيط      FGMامتياز اصلي مواد    
   اده و تغييـرات شـديد درجـه حـرارت          هاي با درجه حرارت فوق الع ـ     

مؤلفه سراميكي جسم به دليل هدايت حرارتي پايين باعث         . مي باشد 
از سـوي ديگـر مؤلفـه فلـزي       . مقاومت در برابر دماهاي بالا مي گردد      

هاي حرارتي  باعث جلوگيري از رشد ترك و شكست ماده در اثر تنش          
 تغييـرات ريـز  همچنين پيوسـتگي  . بسيار بالاي ايجاد شده مي گردد     

تغييـرات مــدول يانـگ از سـراميك بــه فلـز بـه صــورت      (سـاختاري  
 نـسبت بـه انـواع مـواد         FGMباعث امتياز ماده    .) يكنواخت مي باشد  

از جمله كاربردهاي اصـلي      .گرديده است ) لمينيت ها (مركب لايه اي  
 مـواد تـشكيل     (اين ماده مي توان استفاده در راكتورهـاي هـسته اي          

 غشإ ها و    (صنايع شيميايي  استفاده در ) ي راكتور   دهنده ديواره داخل  
                                                 
1 - Functionaly Graded Material 

كاشت دنـدان مـصنوعي،     (، استفاده در مهندسي پزشكي    )كاتاليستها  
هاي نوين مانند موتورهاي    و ساير فن آوري   ) استخوان هاي مصنوعي    

بـه علـت    .سراميكي و پوشش در برابر خوردگي و حرارت را نـام بـرد           
مؤثر مواد، تكنولـوژي پوشـش      ها و عمر     درخواستهاي زياد بر قابليت   

(coating)            يا مادة كامپوزيت جهت افزودن طول عمر مواد بكار رفتـه
بـين لايـه هـاي مختلـف        )  ناپيوستگي تنش (هاي تكين    تنش. است

 شـوند و بـدين      باعث ايجـاد تـرك    تخريب ايجاد كرده و ممكن است       
 ايده و مفهـوم     .گونه لمينيت خيلي مستعد ورقه ورقه شدن مي شود        

 براي حذف تنشهاي تكين، كم كردن       (FGM)اصطلاح مادة تابعي    به  
 .تنشهاي پسماند و افزودن استقامت پيوسـتگي معرفـي شـده اسـت    

هاي طبيعي ورق پس از      بنابراين دانستن تغييرات فركانس    .]2،3،4[ 
به لحـاظ آنكـه پـس از    . ها مهم است  كردن در اين ورق   پوشش دهی    

coat      قدار مادة    كردن ورقها به دليل آنكه مFGM     مورد اسـتفاده در 
مي شود مي توانند از لحاظ اقتصادي مقرون به صرفه           سازه ها كمتر    

  .)مانند استفاده در بدنة فضاپيماها( واقع گردند
 سال گذشته، محققان بسياري مطالعه اي در مادة تشكيل 10در 

 و ]8[ و ]7[  ،مكانيك شكست ]6[ و ]5[. انددهنده اختصاص داده
 اخيراً، .]14[ و]13[ ها FGM و پردازش ]12[و  ]11[و  ]10[ و ]9[

FGM ررسي هاي مختلف بكار بها در ساختارهاي ورق به جهت
 را FGMمطالعات ترموالاستيكِ تغيير شكل صفحات . گرفته شده اند

 و ]17[  و]16[ و ]15[ كرد مشاهدهمي توان در بسياري از مقالات 
 در تشخيص و FGM مكانيكي ورق به هر حال، فهميدن رفتار. ]18[

يك حل دقيق . تعيين ايمني ساختارهاي ورق خيلي مهم شده است
 مستطيلي ضخيم با FGMبراي تغيير شكل سه بعدي از يك ورق 

تكيه گاه مفصلي كه در معرض بارهاي حرارتي و مكانيكي در 
      . ]17[ بدست آمده است،صفحات بالائي و پائيني قرار گرفته

قيق براي بارهاي حرارتي و مكانيكي جهت ارزيابي دقت و حل هاي د
صحت تئوري كلاسيك ورق، تئوري مرتبة اول تغيير شكل برشي و 

 تئوري .]19[تئوري مرتبة سوم تغيير شكل برشي استفاده شده است
بزرگ جهت بدست آوردن حل تحليلي  كارمن را براي تغيير شكل

عرضي و ميدان حرارتي وسته تحت بارهاي مكانيكي پبراي ورقها و 
با اختلاط  FGM كنترل ارتعاش صفحات .]20[بكار برده اند

 بوسيلة فرمول نويسي المان  رامحركها سنسورهاي پيزوالكتريك و
هاي لمينيت مطالعه كرده ورق محدود بر مبناي تئوري كلاسيك

مستطيلي با يك تكيه گاه  FGM رفتار مكانيكي ورق .]21،22[است
مانند پيروي  S عبه كسر حجمي مواد متشكله از توامفصلي در حاليك

با هم گذاري چندين صورت مجذوري . مي كند تحليل كردند
 جهت آناليز استاتيكي تغيير شكل ]23[ شعاعي، اساس استفادة

FGM ها مدل شده با تئوري تغيير شكل برشي مرتبة سوم و روش  
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mesh lessانش شاخة الاستيك كم. بوده است  يا بدون المان
بر مبناي  ]24[ تحت بار فشاري صفحه اي توسط FGMصفحات 

خمش متقارن  ]25[ .تركيب ميكرومكانيكال مطالعه شده است
بر مبناي تئوري  FGM محوري و حل كمانش براي ورق دايره اي
به علاوه، .  كردندمطالعهمرتبة سوم ورق و تئوري كلاسيك ورق 

كه در معرض فشار مخروطي  FGM پايداري ديناميكي پوسته هاي
با استفاده از روش  ]26[ ضربه اي متناوب قرار گرفته توسط

  .گالركين مطالعه شده است
همان طور كه ذكر شد، تنش تكين در سطوح مشترك ساختارهاي 

بنابراين مسائل لايه . لمينيت به سبب عدم مطابقت ماده رخ مي دهد
 اي بكار به عنوان پوشش در ساختارهاي غشاء زير لايه FGM هاي

هاي چند لايه جهت  برده شده يا به عنوان زير پوشش در كامپوزيت
براي مسألة مرتبط با . حذف تنشهاي تكين خيلي مهم شده است

ساختارهاي غشاء زير لايه اي، بسياري از محققان غشاء زير لايه اي 
 و ]29[ و ]28[  و]27[ . را تحقيق كرده اندتركمتوسط داراي 

ا فرض شده غشاء نازك به يك مادة زير لاية ي ]32[  و]31،30[
به هر  .]33،34، 30،32[ ،نيمه نامحدود ناهمسان محدود شده است

در ورقهاي غشاء زير  FGM حال، به نظر مي رسد كه مسائل لاية
لايه اي به عنوان يك پوشش يا در ساختارهاي چند لايه اي به 

ياري قرار عنوان زير پوشش استفاده شده است كه مورد توجه بس
از اينرو، در اين مطالعه، توجه بر سه مسأله جلب شده . گرفته است

همراه با  FGM-undercoated و ورق FGM-coated ورق: است
  .در شرايط مشابه FGM شرايط مرزي كلاسيك و مقايسة آنها با ورق

در بسياري از  )]9،8،4،1[ (تابع نمائي يا ]11[ تابع قانون تواني
ها استفاده  FGM ف نسبت حجمي مواد متشكلةموارد جهت توصي

به هر حال، هنگاميكه قانون تواني يا تابع نمائي به عنوان . شده است
بكار برده شده،  FGM تابع گراديان ماده در يك كامپوزيت لمينيت

شده به كامپوزيت بي متريال  اضافه FGM مخصوصاً براي يك لاية
 ي از سطوح مشتركبه عنوان يك زير پوشش، تمركز تنش در يك

     .  اما سريعاً تغيير مي كندبودهپديدار مي شود، جائيكه ماده پيوسته 
 FGM مانند را براي نسبت حجمي خواص مادة Sيك تابع  ]4[

پيشنهاد كرد كه مركب از دو تابع قانون تواني از نسبت حجمي 
 هست و بدين گونه اشكالات تابع قانون تواني و FGMجهت توصيف 

 S-FGM ها براي سادگي FGMاين . مائي را برطرف مي سازدتابع ن
 بر S-FGMنشان دادند هنگامي كه  ]30،4[ .ها ناميده شده اند

مي رود، تنش در هر يك  كامپوزيت به عنوان پوشش زير لايه بكار 
 هموار است و تنش تكين بر FGMاز سطوح مشترك كامپوزيت 

 در هر مسأله با توجه به اينكه. سطوح مشترك حذف مي شود

ارتعاشي قبل از هر چيز بدست آوردن فركانسهاي طبيعي سازه و 
شكل حالتهاي ارتعاشي در اين فركانسها در اولويت قرار دارد، هدف 
اصلي در اين مقاله نيز بدست آوردن فركانسهاي طبيعي ورقهاي 

FGM يك ورق  ، FGM  كه بر روي يك ورق هموژن قرار گرفته و 
ين دو ورق هموژن قرار گرفته براي حالتهاي  كه بFGMيك ورق 

 و همچنين شكل حالتهاي ارتعاشي متناظر (p)مختلف پارامتر ماده 
    با هر فركانس و ارائه جداول اين فركانسها براي مستطيل با 

a نسبت هاي مختلف طول به عرض متفاوت
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

و رسم شكل  

س مي باشد كه يكي از مدهاي ارتعاشي متناظر با هر فركان
  .كاربردهاي اين ورق ها در صنايع فضايي مي باشد

  
   شرح مسالًه و معادلات حاكم -2
  شرح مسأله -2-1

يك ورق )1: در اين مسأله ارتعاشات آزاد سه ورق بررسي شده است
FGM،  يك ورق هموژن كه با )2 ).1 (شكلFGM پوشانده شده كه 

S-FGM-coated ،2شكل( ناميده شده( .  

  
  S-FGMهندسة ورق : )1(شكل

 

  
 S-FGM-coated هندسة ورق ):2(شكل 

  
 كه بين دو ورق هموژن قرار گرفته كه FGMبررسي يك ورق ) 3و 

FGM-undercoated ضريب . ، مي باشد)3 (ناميده شده، شكل
پوآسون ورقها ثابت ولي مدول يانگ در راستاي ضخامت متغير فرض 

 مانند S2 ورق تابعي به صورت تابعتغييرات مدول يانگ . شده اند
.  مي باشد3، كه تركيب دو تابع قانون تواني)1(مي شود، شكل  بيان 

                                                 
2 - Sigmoid function 
3- Power-law function 
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-S و S-FGM-coatedو  S-FGMبنابراين اين ورقها براي سادگي 

FGM-undercoatedناميده شده است  .  
  

  
  S-FGM-undercoatedهندسة ورق : )3(شكل

  
  :مدول يانگ بدين صورت تعريف شده است

  
2( )E z E=  

  For       1 2 3 1 2 3

2 2
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S-FGM-coated ،03 كه در ورق =h و در ورق S-FGM ،

031 == hh توزيع مدول يانگ ورق) 4(در شكل. مي باشد ،      
S-FGM-undercoated  براي  پارامترهاي مختلف ماده يا پارامترp ،

   :ارايه گرديده است)   در رابطة مدول يانگpتوان (

  

  
  

 p=1,2,4,10 براي S-FGM-undercoatedر مدول يانگ ورق تغيي: )4(شكل
  

              به ترتيب نمودار توزيع مدول يانگ ورق) 6( و) 5( اشكال
S-FGM-coated و S-FGM-undercoated مي باشد.  

  

  
   در جهت ضخامتS-FGM-coatedتوزيع مدول يانگ ورق : )5(شكل

  
   در جهت ضخامتS-FGM-undercoatedتوزيع مدول يانگ ورق : )6(شكل

  



  1388 پاييز / اولشماره  / سال سوم/ ژوهشي مهندسي مكانيك مجلسي  پ-مجله علمي 
 

23

  معادلات حاكم -2-2
 كه ضخامت ورقها متوسط شودبراي مساله شرح داده شده فرض مي 

 در دامنه h كه ضخامت كلمي باشند
100

1

20

1
تغيير .  مي باشد−

  :شكلها و تنشهاي ورق هاي ذكر شده بر مبناي فرضيات ذيل هستند

ط عمود بر سطح مياني ورق قبل از تغيير شكل به  المانهاي خ-1
 .طور نرمال و بعد از تغيير شكل بدون كشيده شدن باقي مي مانند

-S-FGM و S-FGM ،S-FGM-coated خيزهاي ورق -2

undercoated در مقايسه با كل ضخامتشان كوچك هستند، به اين 
 . تغيير مكان صحيح هستند– روابط كرنش دليل

ل در جهت ضخامت مي توان صرف نظر نمود، زيرا  از تنش نرما-3

نسبت ضخامت به ابعاد در بازة 
100

1

20

1
 از اندازة آنها فرض شده، −

  .كوچك مي باشد

بايد توجه شود كه حذف تغيير شكل برشي هنگامي كه ورق 
 اندازه ورق بكار گرفته 1/0ضخيم بطور متوسط با اندازة بزرگتر از 

 به هر حال، . به خطاهاي مهمي منجر شودواند شده باشد مي ت
 اندازه 1/0نشان دادند كه براي يك ورق با ضخامت كمتر از  ]33[

از تئوري كلاسيك صفحات ) نسبت ضخامت به بعد بزرگتر ورق(اش 
 نسبت ضخامت به در اين تحقيق،.  نتايج خوبي مي رودكسبانتظار 

-S-FGMو  S-FGM ،S-FGM-coatedورق هاي بزرگترين بعد 

undercoated در محدودة 
20

تا  1
100

بنابراين تغيير هستند،  1

بر پاية فرضيات . شكلهاي برشي عرضي قابل صرف نظر كردن هستند
-S يا S-FGM، S-FGM-coatedورقهاي   كرنش-فوق، روابط تنش

FGM-undercoated ند ازعبارت براي شرايط تنش صفحه اي:  
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 zتغيير مكان در جهت wكميت . كرنشها در صفحة مياني هستند
منتجه هاي تنش بر واحد طول صفحة مياني بوسيلة . مي باشد

بنابراين نيروهاي . در ضخامت تعيين شده اندانتگرال گيري تنش ها 
xyyxمحوري در صفحه  NNN و ممانهاي خمشي بر واحد طول ,,

xyyxصفحة مياني،  MMM   : به صورت زير تعريف شده اند,,
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ت فوق، نيروهاي محوري  در معادلا)3(سپس، با جانشاني معادلات 

در صفحه و ممانهاي خمشي در ترمهائي از كرنشهاي صفحة مياني و 
  :خيز به صورت ذيل بيان شده اند
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ijCijBijAكه ضرايب  ، S-FGM انتگرال خواص مادي ورقهاي ,,
S-FGM-coatedو   S-FGM-undercoated هستند و آنها بدين گونه
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بر اساس معادة ناوير در غياب نيروهاي جسمي براي ورقهاي ذكر 

  :ريمشده دا
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  :نتيجه مي شودسازي .كه پس از بسط معادلة فوق و ساده 
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  : بدين صورت تعربف شده استϕتابع تنش 
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 به كرنشهاي صفحة مياني) 10(و معادلة) 5(با بكار بردن معادلة
),(صورت ترمهائي از تابع تنش  yxφو خيز w بدست مي آيند كه

، معادلة حركت )9(با جانشاني كرنشهاي صفحة مياني در معادلة
  : بدست مي آيدw و خيز ϕبصورت ترمهايي از تابع تنش 
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براي ماده اي كه فرض شده ضريب پوآسون ثابت و مدول يانگ در 

ضرايب فوق به صورت زير تبديل مي ، جهت ضخامت متغير باشد
  :شوند
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-S-FGM،  S ورقهاي ا ساده سازي، معادله ارتعاش آزاددر نهايت ب

FGM-coated و S-FGM-undercaotedبدين صورت ساده مي شود :  
  

)14(                                               2

2

011
4

t
wIwS

∂
∂

−=∇  

  حل كلي -3
ايط مرزي چهار طرف تكيه گاه  ارتعاش آزاد براي شر-3-1

  ساده
 بق جدولاطمشرايط مرزي براي تكيه گاه هاي ساده، گير دار و آزاد 

  .مي باشند) 1(
  ده هاي ساده، گير دار و آزاشرايط مرزي براي تكيه گا): 1(جدول

  Boundary conditions 

0 0w M= =  Simply support  

0 0w w ′= =  Clamp 

0 0M V= =  Free 

  :براي ارتعاش طبيعي، حل به صورت ذيل فرض شده است
( ) ( ) tieyxwtyxw ω,,,0 =  

  :نتيجه مي شودبا جانشاني رابطة فوق در شرط مرزي تكيه گاه ساده 
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 با استفاده از فرآيند حل ناوير، حل را به صورت زير فرض مي كنيم 

 چهار طرف ورقها تكيه گاه ساده  حالتي كه براي راكه شرايط مرزي
  : مي باشد را ارضا مي كند

)16(                               ( )
b
xn

a
xmWyxw mn

ππ sinsin, =  
  

ة  فركانس طبيعي ورقها بدين بدست مي ، رابطωو حل آن براي
  :آيد
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  ارتعاش طبيعي ورق با دولبة تكيه گاه ساده -3-2
 :موازي

 لبة تكيه گاه سادة هاي ذكر شده كه داراي دو براي ورق)15( معادلة
روبروي يكديگر هستند و دو لبة ديگر هر نوع شرط مرزي گيردار، 

  .نمود از روش لوي حل  را مي تواند،نباشمي گاه ساده و آزاد تكيه 
  :جواب به صورت ذيل فرض شده است

)18(                  ( ) ( )
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mxyWyxw mmm
παα == ,sin,  

   ه ساده نتيجه  در شرايط مرزي تكيه گا)18( با جايگذاري رابطة
  :مي شود

)19(                    ( )
2 4

4 2 2
11 0 11 112 42 0m m

d W d WS I W S S
dy dy

α ω α− − + =  
  

 فوق مي تواند براي فركانسهاي طبيعي و شكل مدها بصورت معادلة

بنابراين حل كلي براي . شودتحليلي حل 
0

11
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I
Smα

ω  بدين ≤

  :صورت خواهد بود
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  : در آنكه
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  :SFSS ارتعاش آزاد ورق با شرايط مرزي -3-2-1
0x يعني كاراكتر اول مربوط به  لبة SFSSشرط مرزي  مي باشد =

و بقيه كاراكترها به صورت ساعتگرد تغيير ) در اينجا تكيه گاه ساده(
byو y=0با اعمال شرايط مرزي در لبة . مي كند   در معادلة=

 و پس از ساده سازي و صفرقرار دادن دترمينان ضرايب، معادلة )20(
  :مشخصه بدست خواهد آمد

)21(     0sincoshcossinh 2111221221 =ΩΩ−ΩΩ bbbb λλλλλλ  
  : در آنكه
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  :SFSC ارتعاش آزاد ورق با شرايط مرزي -3-2-2
byو y=0با اعمال شرايط مرزي در لبة   معادلة مشخصه =
  :بدين صورت بدست خواهد آمد
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  :SCSC ارتعاش آزاد ورق با شرايط مرزي -3-2-3
byو y=0با اعمال شرايط مرزي در لبة   معادلة مشخصه =

  :صورت بدست خواهد آمدبدين 

)25(             
0sinsinhcoscosh

2sinsinh2

21
2
121

2121
2
221

=+×

−−

bbbb

bb

λλλλλ

λλλλλλλ  

  :SSSC ارتعاش آزاد ورق با شرايط مرزي -3-2-4
byو y=0با اعمال شرايط مرزي در لبة   معادلة مشخصه =
  :بدين صورت بدست خواهد آمد

)26(              0cossinhsincosh 212211 =− bbbb λλλλλλ  

  :SFSF ارتعاش آزاد ورق با شرايط مرزي -3-2-5
byو y=0با اعمال شرايط مرزي در لبة  معادلة مشخصه بدين =

  :صورت بدست خواهد آمد
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  : در آنكه
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2121مقادير كه در آن  ,,, ΩΩΩΩداده شده است)23(  در رابطة .  
  
  : A11, B11, C11 ضرايب -4

 با ضريب S-FGM-undercoated و S-FGM ،S-FGM-coatedبراي 
111111پوآسون ثابت، پارامترهاي  ,, CBAدر معادله  )a7 ( بدين

  :صورت تعريف شده اند
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-S-FGM، كه براي ورقهاي مي باشد ضخامت كل ورق h  در آنكه

coated 21 hhh ، S-FGM-undercoated و براي ورقهاي =+
321 hhhh كه مقادير ) 7(انتگرالها در معادلة.  مي باشد=++

11 11 11, ,A B C را مي دهد، براي ورق S-FGM با انتگرال گيري ساده 
     وS-FGM-coatedبدست مي آيند ولي براي هر يك از ورقهاي 

S-FGM-undercoatedپيچيده مي شود .  
111111ضرايب  -4-1 ,, CBA براي ورق S-FGM:  

توزيع . بررسي مي گرددبه تنهايي  FGM، فقط يك ورق در ابتدا
  .نشان داده شده است) 5( در شكلFGMمدول يانگ يك ورق 

  

  
   در جهت ضخامتS-FGM توزيع مدول يانگ ورق ):5(شكل

111111ضرايب   ,, CBA    براي ورقهاي FGM      كه تغييرات خواص مـاده 
 مانند پيروي مي كند، همان طور كه قبلاً گفتـه شـد، ورق      Sاز توابع   
S-FGM           ناميده شده، مي تواند با انتگرال گيري ساده محاسبه گردند 

  :و آنها هستند
)a28(                                           1 2

11 21 2
h E EA
υ

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
  

)b28(                    
( ) ( ) ( )( )

2 2

11 1 22

3
1 28 1

h p pB E E
p pυ

+
= −

+ +−
  

)c28(                                    
( )

3
1 2

11 2 212 1
h E EC
υ

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
  
  

111111 ضرايب -4-2 ,, CBA براي ورق S-FGM-

undercoated: 
) عبارت )2

111 Aυ−   منحني   زيرمساوي مساحت ( )E z  در محـدودة 

2
hz  و =−

2
hz ,1111پارامترهـاي   .  مي باشـد   = BC      بـه اولـين و 

) منحنـي    زيـر دومين ممان سـطح      )E z   از 
2
hz  تـا    =−

2
hz = 

0zنسبت به محور     بنـابراين، مفهـوم ممـان سـطح و         .  وابسته اند  =

111111تئوري محور موازي جهت محاسـبة فرمولهـاي          ,, CBA   بـراي 
 معرفي مي   S-FGM-undercoatedو   S-FGM-coatedهر دو ورقهاي    

، 3hدر لايه بالائي     ضخامتها   S-FGM-undercoatedبراي ورق    .گردد
 تصوير نشان   مطابق( هستند،   1h و لايه پائيني     2h برابر FGMبخش  

   .))6(داده شده در شكل
ــرايب  111111ض ,, CBA  ــاي ــراي ورقه ــه S-FGM-undercoated ب  ب

uuuصورت   CBA 111111  براي  "u"يير نام داده شده اند كه بالانويس         تغ ,,
كميتهـاي  .  مـي باشـد    S-FGM-undercoatedنمايش دادن ورقهـاي     

uuu CBA 111111   : بدين صورت تعريف شده اند,,
  

)a29(                                    ( )∫
++

++
− −

= 2
321

2
321 211 1

)(hhh

hhh
u dzzEA

υ
  

)b29(                                   ( )∫
++

++
− −

= 2
321

2
321 211 1

)(hhh

hhh
u zdzzEB

υ
  

)c29(                                 ( )∫
++

++
− −

= 2
321

2
321

2
211 1
)(hhh

hhh
u dzzzEC

υ
  

  
uuu CBA 111111  مي توانند به راحتي با مفهوم سطح، ممان اول سطح           ,,

مجـدداً بيـان مـي گـردد كـه تـرم            . و ممان دوم سطح تعيين گردند     
( )2

111 uAυ−    مــــساوي مــــساحت تحــــت منحنــــي( )E z از
( )1 2 3

2
h h h

z
+ +

= ) تا − )1 2 3

2
h h h

z
+ +

  :بنابراين.  مي باشد=
  

)30                             (( )113221111 1
1 hEhEAAu +
−

+=
υ

  
 داده شده )a28( ، در معادلة)30(  در معادلة11A كميت در آنكه

)ترم . است )2
111 uBυ− مساوي ممان اول سطح زير منحني ( )zE 

0zنسبت به محور    . هست=
( ) ( )2

111 u
ii

B Area zυ− = ×∑  
  

0z بيانگر فاصله از مركز ثقل تا محور zكه  مساحت .  مي باشد=

 برابر z و 11hEدر بخش لاية پائيني 
2

32 hh .  مي باشند+
 برابر z و 32hEهمچنين مساحت در بخش لاية بالائي 

2
21 hh +

، FGMبه طور مشابه مساحت در بخش .  مي باشند−

( )2
111 Aυ− و z برابر 

2
31

11

11 hh
A
B −

نتيجه، ضريب در .  هستند−
uB11 براي ورقهاي S-FGM-coatedبدين صورت بدست مي آيد :  
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)31(    
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

=

2

221
1

31

11

11
11

21
32

32
11211

hh
A
B

A

hh
hE

hh
hEBu

υ  

  

)ترم  )2
111 uCυ− مساوي ممان دوم سطح زير منحني ( )zE نسبت 

0zبه محور  مطابق با تئوري محور موازي، مقدار .  مي باشد=
( )2

111 uCυ− مساوي ممان دوم سطح زير منحني ( )zE نسبت به 
ح مورد نظر  سطA مي باشد، كه 2Adمحور مركز ثقلش به علاوه 

0zتا محور  )بنابراين .  مي باشد= )2
111 uCυ− در بخش لاية 

پائيني برابر 
2

32
11

3
11

212 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

hh
hE

hE مي باشد؛ همچنين در 

بخش لاية پائيني 
2

21
32

3
31

212
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−+

hh
hE

hE مي باشد و آن 

 به صورت S-FGM-undercoated ورق FGMدر بخش 

( )
2 2

2 11 11 1 3
11 11 11

11 11

1
2

B B h hC A A
A A

υ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎢ ⎥− + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. باشد مي

-S-FGM  براي ورقهايuC11پس از ساده سازي، ضريب 

undercoatedبدين صورت بدست مي آيد :  

)32(    

( )

( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+−−+

⎥⎦
⎤++++

⎢⎣
⎡ +++

−
=

4

363
12
1

363
12
1

)1(
1

2
3111

311111

2
3

2
231

2
132

2
332

2
2

2
111211

hhA
hhBC

hhhhhhE

hhhhhhEC u

υ

  

111111 ضرايب -4-3 ,, CBA براي ورق S-FGM-coated: 
ير لايـه بـه      و ز  FGM ضخامتها در بخش     S-FGM-coatedبراي ورق   

  .))5(تصوير نشان داده شده در شكلمطابق (هستند، 1hو2hترتيب 
111111ضــرايب  ,, CBA بــراي ورقهــاي S-FGM-coated بــه صــورت 

ccc CBA 111111  براي نمايش   "c" تغيير نام داده شده اند كه بالانويس         ,,
cccكميتهـاي   . مي باشـد   S-FGM-coatedاي  دادن ورقه  CBA 111111 ,, 

  :بدين صورت تعريف شده اند

)a33(                                         ( )∫
+

+
− −

= 2
21

2
21 211 1

)(hh

hh
c dzzEA

υ
  

)b33(                                       ( )∫
+

+
− −

= 2
21

2
21 211 1

)(hh

hh
c zdzzEB

υ
  

)c33                               (       ( )∫
+

+
− −

= 2
21

2
21

2
211 1
)(hh

hh
c dzzzEC

υ
  

، ضرايب S-FGM-undercoatedبا روش مشابه ورقهاي 
ccc CBA 111111  بر مبناي مفهوم ممان S-FGM-coated براي ورقهاي ,,

    همچنين . سطح و تئوري محور موازي مي توانند بدست بيايند
uuuرا در ضرايب 3hمي توان مقدار CBA 111111  بدست آمده براي ,,

 برابر صفر قرار داد، در نتيجه ضرايب S-FGM-undercoatedورقهاي 
ccc CBA 111111   : خواهند بود,,

)a34(                                                2
11

1111 1 υ−
+=

hEAAc  

)b34(                                 ( ) 21
1

11112
211

11
hABhhEBc −+

−
=

υ
  

)c34(  ( )[ ]
4

3
)1(12

1 2
111

11111
2
2

2
111211

hAhBChhhEC c +−++
−

=
υ

  
  
  نتايج عددي-5

          ،S-FGMهاي طبيعي براي ورقهاي  در اين بخش، فركانس
S-FGM-coated و S-FGM-undercoated حالت شرايط 6 را براي 

محاسبه شده =p 1و10 مرزي كلاسيك و براي دو حالت مختلف
و حالتهاي ذكر شده با نرم همچنين اين ورقها با شرايط مرزي . است

 و فركانسهاي طبيعي شده نيز مدل ABAQUSافزار المان محدود 
سپس . ه استدي و با حل تحليلي مقايسه گردمحاسبه شده استآنها 

(فركانس طبيعي اول را براي نسبتهاي مختلف طول به عرض 
b
a (

  و در نمودارهايتاستخراج شده اسبراي هر سه ورقهاي فوق الذكر 
شكل مدهاي ارتعاشي نيز ترسيم شده . ارائه گرديده است) 9(و ) 8(

) 2(مشخصات مادي و هندسي ورقهاي مورد مطالعه در جدول .اند
  .ارائه گرديده است

  مشخصات مادي و هندسي ورقهاي مورد مطالعه): 2(جدول
Density  Young Modulus  Materials  
0.00571 3

kg

cm
ρ =

  
2

71021 cm

kg
E ×=  Zirconia(ZRO2)  

0.00782 3
kg

cm
ρ = 

2
61072 cm

kg
E ×=  Aluminum,(AL)  

0.3 100 0.5, 0.7, 1, 1.5, 2
a

a b cm
b

υ = = = =  
                   ، براي ورقcm2 برابر S-FGMضخامت براي ورق 

S-FGM-coated ضخامت براي بخش ،S-FGM ،cm1 و براي لاية 
 S-FGM-undercoatedبراي ورق .  مي باشدcm1هموژن نيز 

 و براي لايه هاي هموژن بالائي cm1 برابر S-FGMضخامت بخش 
 . در نظر گرفته شده اند.cm75 و .cm25و پائيني به ترتيب 

بنابراين در همة ورقها نسبت 
a
h برابر 

50
و 11Sمقادير .  مي باشد1
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0I با بكار گيري . قابل محاسبه مي باشند 4نيز از روابط بخش
 مقدار فركانس طبيعي SCSC براي شرط مرزي )29(معادله مشخصة

 بدست مي آيد كه =10p و=1pول براي هر سه ورقها و برايا
 مقايسه ABAQUSبا نتايج نرم افزار المان محدود ) 3(درجدول

  :گرديده اند
 و S-FGM ،S-FGM-coatedفركانسهاي طبيعي اول براي ورقهاي ): 3(جدول

S-FGM0undercoated براي شرط مرزي SCSC1 وp=10 وp= 
 P=1 نوع ورق

S-FGM S-FGM-
coated 

S-FGM-
undercoated 

 76.8485       83.9340      75.2716 حل دقيق
ABAQUS 74.6756      83.2584       76.6171 

 P=10 نوع ورق
S-FGM S-FGM-

coated 
S-FGM-
undercoated 

 74.7073        80.9787      71.4479 حل دقيق
ABAQUS 71.8545      80.9588       74.9835 

دير فركانس طبيعي اول براي مقادير مختلف نسبت طول به مقا
بدست آمده اند و در نمودارهاي  =10p و=1pعرض ورقها ، براي

  :ترسيم شده اند) 9( و) 8(تصاوير
فركانسهاي بي بعد براي ورقهاي مربعي در حالتي كه نسبت ابعاد 

 ]31[با مرجع ) 4 (ورق يك مي باشد، محاسبه گرديده و در جدول
همچنين شكل مد اول ارتعاشي براي هر سه . سه گرديده استمقاي

 و حل دقيق به ترتيب در ABAQUSورقها، بدست آمده از نرم افزار 
  .ارائه گرديده است) 11 (و) 10(اشكال

  

  
  براي ورقهايbaنمودار فركانس طبيعي اول براي نسبتهاي مختلف): 8(شكل

S-FGM, S-FGM-coated,S-FGM-undercoated1 برايp=  
  

  
  براي ورقهايbaنمودار فركانس طبيعي اول براي نسبتهاي مختلف): 9(شكل

S-FGM, S-FGM-coated,S-FGM-undercoated1 برايp=  

فركانسهاي بي بعد ): 4(جدول
11

02

S
I

bmn ××ωبراي ورقهاي مربعي       

S-FGM, S-FGM-coated, S-FGM-undercoated و براي شرط مرزي
SCSC  

فركانس هاي بي بعد در 
  [31]مرجع 

S-FGM & S-
FGM-coated & S-
FGM-undercoated  

Nondimensional 
frequency 

28.946 28.950  11ω  

69.320 69.326  12ω   

  
 براي ABAQUSشكل مد اول ارتعاشي بدست آمده از نرم افزار ): 10(شكل

   S-FGM, S-FGM-coated, S-FGM-undercoatedورقهاي 
 SCSCبراي شرط مرزي 
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 ,S-FGMشكل مد اول ارتعاشي بدست آمده از حل دقيق براي ورقهاي): 11(شكل

S-FGM-coated, S-FGM-undercoated براي شرط مرزي SCSC 

 S-FGM ،S-FGM-coatedبراي ورقهاي 11ωفركانسهاي طبيعي اول
 =1p  مرزي مختلف براي با شش شرطS-FGM-undercoatedو 
  .ارائه گرديده است) 6( و) 5( به ترتيب در جداول=10pو

-S-FGM ،S-FGM براي ورق هاي 11ωفركانسهاي طبيعي اول): 5(جدول
coated ،S-FGM-undercoated  1با شرايط مرزي مختلف و برايp=  

S-FGM-
undercoated  

S-FGM-
coated S-FGM frequency 

25.5660  27.9232  25.0413 SFSF  
31.0160 33.8757 30.3795 SFSS 
33.6779  36.7757 32.9868  SFSC  
52.3967 57.2277  51.3215 SSSS    
62.7679 68.5552 61.4799 SSSC  
75.2716 83.9340 76.8485 SCSC   

-S-FGM ،S-FGM براي ورق هاي 11ωفركانسهاي طبيعي اول): 6(جدول
coated ،S-FGM-undercoated   1با شرايط مرزي مختلف و برايp=  

S-FGM-
undercoated  

S-FGM-
coated S-FGM frequency 

24.8536  26.9400  23.7693  SFSF  
30.1518 32.6829 28.8363 SFSS 
32.7395 35.4808 31.3111  SFSC  
50.9368 55.2127  48.7144 SSSS    
61.0190 66.1414 58.3568 SSSC  
71.4479 80.9787 74.7073 SCSC   

  
  نتيجه گيري-6

  :دطبق مقادير عددي بدست آمده نتايج ذيل حاصل گرديده ان

                    از S-FGM-coatedهاي  هاي طبيعي ورق فركانس -1
S-FGM-undercoatedبالاتر، و فركانسهاي طبيعي ورقهاي     

S-FGM-undercoated از ورقهاي S-FGM بالاتر مي باشد، كه 
اين يك مزيت در سازه مي باشد، چون وقتي سازه در معرض 

لاتر بودن فركانس طبيعي، بارهاي ديناميكي قرار مي گيرد، با با
 .ديرتر به حالت تشديد مي رسد

، در كلية ورقها، فركانس طبيعي p با افزايش مقدار پارامتر  -2
 .كاهش مي يابد

، اختلاف بين فركانسهاي طبيعي pبا افزايش مقدار پارامتر  -3
 . افزايش مي يابدS-FGM و S-FGM-undercoatedورقهاي 

              طبيعي ورق همان طور كه ذكر شد، فركانس هاي  -4
S-FGM-coated و ورقهاي S-FGM-undercoated از ورقهاي  

S-FGM بالاتر مي باشد، از آنجائيكه در ورق S-FGM  ضخامت
   ، در ورقهاي FGMمي باشد ولي ضخامت بخش  cm 2برابر 

S-FGM-coated و S-FGM-undercoated 1 برابر cm ،مي باشد 
ي در سازة بكار رفته در حاليكه  كمترS-FGMپس مقدار مادة 

فركانس طبيعي هم بالاتر رفته است، پس مي تواند از لحاظ 
 .اقتصادي مقرون به صرفه باشد

، در كلية ورقها، مقدار aثابت، با افزايش h   وbبه ازاي  -5
 .فركانسهاي طبيعي كاهش مي يابد

مقادير فركانسهاي طبيعي براي كلية ورقها، براي شرط مرزي  -6
SFSFترين و براي شرط مرزي  كمSCSC بيشترين مقدار خود 
 .را دارد
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