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  دهیچک
ک ی با تحریرخطی غاي، ر صفحهی غدار سرگیر یک ری تيحرکت آشوبناك و کنترل آن براز ین مقاله، آنالیدر ا

ر ی کنترل حرکت آشوبناك تي برايدیدجن کار روش یا.  آزاد آن انجام شده استي در انتهای و عرضي محوريپارامتر
ر یه در خارج از صفحه و رزونانس زی بوده و رزونانس اول1:2ر ی تی، رزونانس داخلین بررسیدر ا. باشد اي می ر صفحهیغ

سپس از  .ر به کمک روش لاگرانژ انجام شده استی تيمدل ساز.  داخل صفحه در نظر گرفته شده استيک برایونهارم
 يرویشده که نگیري  نیانگی به معادلات می و خارجيک پارامتریستم تحریل سی تبديچندگانه براهاي  اسیروش مق

 ي براي، کنترل حلقه بازي عدديه سازیفاده از شبت با استیدر نها. شود، کمک گرفته شده است  می به آنها واردیثابت
ر ی شده است تا بتواند ارتعاشات تی آزاد آن طراحيک در انتهایبا تحراي  رصفحهیردار غیک سرگیر یحرکت آشوبناك ت

ش داده شده یدهد نما  می را نشانيداریکه محدوده پاهایی  یج حاصله بصورت منحنینتا. دیک راستا محدود نمایرا در 
  .تاس

  
  :کلیدواژه

  . کنترل ارتعاشات-  رداریک سرگیر ی ت- يک پارامتری تحر- حرکت آشوبناك 
 

                                                        
  دانشگاه علم و صنعت ایران دانشکده مهندسی خودرو، استادیار، -1
  دانشگاه علم و صنعت ایران، ارشناسی ارشد دانشکده مکانیکدانشجوي ک -2
  دانشگاه علم و صنعت ایران خودرو،دانشجوي کارشناسی ارشد دانشکده مهندسی  -3
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  مقدمه  -1
 اثرات متقابلی که ممکن است  و غیر خطیمدلقصد داریم 

.  رخ دهد را ارائه دهیمخارجی تحریک با  یک سرگیرداردر تیر
هاي  هاي هلیکوپتر، لوله تفنگ و ساختمان هاي هواپیما، پره بال

هاي مکانیکی و ساختمانی موجود  رتفع تنها تعدادي از نمونهم
طور کلی و  ها به هستند که در طراحی آنها، آنالیز ارتعاشی سازه

مدلسازي خطی . طور اخص بسیار ضروري و حیاتی است تیرها به
تواند نادرست، ناکافی و گمراه کننده باشد  ها می این سازه

هاي  یاد شده و فرکانسها ز که دامنه نوسان مخصوصا زمانی
غیر . شوند ها وابسته می اي به این دامنه طور فزاینده طبیعی به

خطی بودن مسئله ممکن است مودهاي پیچشی، خمشی و طولی 
از یک سازه را با یکدیگر کوپل کرده و بنابراین عکس العمل به 

تواند هم یک پاسخ هارمونیک  یک تحریک هارمونیک ساده می
یک پاسخ بسیار پیچیده شامل مودهاي فراوان ساده باشد و هم 

اي نیست جز  بنابراین چاره. شود هاي نامطلوبی می که باعث تکان
کار  ها به ها باید تماما محاسبه و در طراحی سازه اینکه، این پاسخ

تواند در بعضی از  گرفته شوند وگرنه نتایج غیر قابل استناد می
  .ها مصیبت بار باشد نمونه

 Haight و King] 1 [ پایداري حرکت براي تحریک
هاي  پارامتري یک میله را بررسی کردند و نشان دادند که حرکت

اي آن تا  هاي غیرصفحه اي همواره پایدار هستند و مود صفحه
اند، تحریک  هاي غیرخطی تأثیر داده نشده زمانی که ترم

مجموعه روابط حاکم بر ] Dowell] 2 و Hodges. شوند نمی
هاي روتور را با کمک اصل همیلتون بررسی و با در  حرکت تیغه

. هاي غیرخطی درجه سه به حل آن پرداختند نظر گرفتن ترم
Crespo da Silva] 4،3 [دیفرانسیلی - مجموعه معادلات انتگرالی 

هاي غیرقابل انبساط، غیرخطی در هندسه و  حاکم بر حرکت تیر
 به روش دست آوردند، آنها این معادلات را اینرسی را به

هاي مهم هندسی مشخص کردند،  هاي چند گانه ترم مقیاس
Dagundji و Mukhopadhyay] 5 [ به بررسی پاسخ تیر

دار با تحریک پارامتري در فرکانس نزدیک به مجموع  سرگیر یک
  .اولین مود خمش و پیچش پرداختند

.Anderson et al] 6 [ با بهبود مدل تئوري، بر اساس روش
هاي تیر  به بررسی انتقال انرژي بین مودگیري،  میانگین

] Arafat et al.] 7. دار تحت تحریک پارامتري پرداخت سرگیر یک
اي فلزي تحت تحریک اولیه  با مطالعه پاسخ تیر غیرصفحه

را  هاي موجود و حرکت آشوبناك آن Bifurcationsپارامتري، 
در حالت کلی، تحریک محوري و عرضی در انتهاي  .دست آورد به

اي عرضی  دار موجب ارتعاش غیر صفحه سرگیر آزاد تیر یک
هاي بزرگ تیر مساله  به خاطر در نظر گرفتن تغییر شکل. شود می

دار  سرگیر دینامیک تیر یک. باشد هاي غیر خطی می داراي ترم
هاي فضایی،  اي کاربردهاي مهمی در ایستگاه غیر صفحه

با . پذیر دارد افها، آنتن ها و بازوهاي مکانیکی انعط ماهواره
هاي دینامیک غیرخطی، فهم بهتري از  گسترش دامنه تئوري

دار  سرگیر  غیرخطی تیر یکمباحثهاي پیچیده ناشی از پدیده
  .ایجاد شد

 معادله حرکت براي تیر یک سرگیردار به صورت 
با باشد، که  هاي دیفرانسیل جزئی با تحریک پارامتري می معادله

نه از سیستم تحریک پارامتري و هاي چندگا کمک روش مقیاس
گیري شده که نیروي ثابتی به آنها  خارجی به معادلات میانگین

دهد که  این روش به ما نشان می. شود شود، تبدیل می وارد می
. سزایی در ارتعاشات تیر دارد  تأثیر بهzتحریک عرضی در راستاي 

دهد که روش جدیدي براي کنترل حرکت  این روش نشان می
  .وع تیر با تغییر نیرویی وجود دارداین ن

 ـک ت ینامی د یبررس -2  ـر  ی  ـی غ رداریک سـرگ  ی  یرخط
  يک پارامتریتحربا اي  رصفحهیغ

  : مسئلهيفرمولبند
با سطح مقطع اي  غیرصفحهسرگیردار  یک تیر براي پاسخ

پارامتریک قرار  تحت تحریک  آنمربعی که یکی از مودهاي
کار رفته در این  هگذاري ب علامت. مگیری  را در نظر میگرفته

  .آنالیز به صورت زیراست
t : ،زمانs : مختصات محوري در طول محور الاستیک قبل

 s تغییر مکانی مرکز ثقل w(s,t) و U(s,t) ، v(s,t). از تغییر شکل
) هستند وx, y, zدر طول محورهاي به ترتیب  )t,sφ زاویه 

 mعلاوه بر این، .  استξچرخش مقطع عرضی تیر حول محور
ηξجرم واحد طول J,J وζJ هاي جرم اصلی، ممان اینرسی, ηD 
 سفتی طولی و AEهاي خمشی،   سفتیζD وηDسفتی پیچشی، 

cتحریک هارمونیک محوري .باشد یسکوز می ضریب استهلاك و 
)به فرم  )tcosF2 11 Ωهاي عرضی در راستاهاي   و تحریکy و z نیز 

)هاي  به ترتیب به فرم )tcosF2 22 Ω و ( )tcosF2 33 Ω مطابق 
بعد شده براي تیر یک سرگیردار  معادله بی. باشند می) 8(شکل

 تحت تحریک نیرویی و پارامتري به اي غیرخطی، غیرصفحه
   ]8.[آید صورت زیر در می
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 و tب مشخص کننده مشتق نسبت به ی به ترتprime و dotکه 

xباشد  می .cنگ و یب دمپیانگر ضری نماyβی نسبت سخت 

به صورت  باشد که اي می ر صفحهیو غاي  صفحه
η

ς=β
D
D

y باشد یم.  

  :باشند  میری به صورت زيط مرزیشرا
)3(  

0w,0v,0v ==′= 0w و =′ در     s=0 

)4(  0w,0v,0v =′′=′′′=′′ 0w  و =′′′  s= L در 

  لات حرکت معاديبدست آوردن پاسخ برا -3
ستم دو درجه ی سين را برایل به روش گالرکی ادامه تحليبرا

. میکن  میک اجرای و پارامترییرویک نی تحت تحریرخطی غيآزاد
 ر در نظر گرفتهیر صفحه به صورت زیو غاي  صفحههاي   موديبرا

  :شوند می

)5(  v(s,t)=y(t)G(s)  

)6(  w(s,t)=z(t)G(s) 

  
ک ی یر خطی تیرتعاشات عرض اي تابع شکل مود براG(s)که 

  :ر استی به شرح زوباشد،   میرردایسر گ
)7(  ( ) cosh( ) cos( )

cosh( ) cos( ) [sinh( ) sin( )],
sinh( ) sin( )

G s rs rs
r r rs rs
r r

= −
+− −
+

 

  
  .کند  میر را ارضایل زیفرانسی معادله دG(s)که تابع 

)8(  '''' 4 0,G r G− =  
  

  ر ی زيط مرزیبا شرا
)9(  (0) (0) (1) (1) 0,G G G G′ ′′ ′′′= = = =  

  
 ر به دستیمعادله مشخصه زل از یفرانسی در معادله دrکه 

  .دیآ می
)10(  Cosh(r) cos(r)+1=0 

  
trt̂ر ی متغیبا معرف  در محاسبات ی راحتي را براhat، که =2

در معادلات ) 6(و ) 5( معادله يگذاریم، با جایسینو ي نمیبعد
از گیري   و با انتگرالG(s)ن در یو ضرب طرف) 2( و) 1(حرکت 

شده به صورت گیري  نیانگیمهاي   معادله1تا  0  ازsه معادله نسبت ب
  .ندیآ  میر به دستیز
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 :م یکن  میر را فرضیآوردن جواب اختلالات زدست  ي بهبرا
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  :د یآ  میر دریجه معادلات حرکت به صورت زیدر نت

)14(  .. .

1 1 1

2 2.. . .. .
3

2 3

2 2
3 4 5

2 3 2
1 1 1

2 cos( )

( )

1(1 ) (1 )

2 cos( )( ) cos ,

y

y

y y y
y

y c y y F t y

y y y y z z z y

yz

F t y yz f t

ε β εα

εα εα β

ε β α β α β α
β

ε ε

+ + − Ω

+ + + + +

 
+ + − − − 

  

− Ω + = Ω

 

 

)15(  .. .

1 1 1

2 2.. . .. .
3

2 3

2 2
3 4 5

2 3 2
1 1 2

2 cos( )

( )

1(1 ) (1 )

2 cos( )( ) cos .

y y y
y

z c z z F t z

z y y y z z z z

yz

F t y yz f t

ε εα

εα εα

ε β α β α β α
β

ε ε

+ + − Ω

+ + + + +

 
+ − − − − 

  

− Ω + = Ω

 

  
باشد که  ي می پارامتريروهایک و نیکه روابط بالا شامل تحر

ر یتاي  ر صفحهیو غاي  نوسانات صفحههاي  یر خطینشان دهنده غ
 چندگانه به حلهاي  اسیدر ادامه با روش مق. باشد  میرداریک سرگی

  .میپرداز می

  ل اختلالات یتحل -4
دا کردن جواب ی پيبرا] 9[چندگانه هاي  اسیبا کمک روش مق

 میریگ  میر را در نظریمعادلات فرض ز
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tT,tTکه در آن  21 ε==مشتق هاي   اپراتوريباشد، و برا  می

  م داشتیز خواهین
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در ) 2/1(ک یرهارمونی نوسانات زيک پارامتریمعادلات حرکت و تحر

 در خارج از یه در حالت رزونانسیو نوسانات اولاي  حالت صفحه
  : استشرح قابل ر ی رونانس به صورت زيبرا. گردد  میصفحه فرض
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ل ین تحلی ايبرا. باشد  میdetuningپارامتر  2σ و 1σکه 
11 =Ωمیریگ  می را در نظر.  

 معادلات يچندگانه بر روهاي  اسیبا اعمال روش مق
  :می دارεب هم مرتبهیم با جدا کردن ضرایل داریفرانسید
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  .دیآ  میر دریوق به صورت فرم مختلط زحل معادلات ف
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  .  هستندB و Aمزدوج مختلط  B و Aکه 
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و ) 26(و ) 25(در معادلات ) 24(و ) 23(، ) 20 (يگذاریبا جا
)از آنجا که  ) ( )00 iTiT

0 ee
2
1Tcos ب ترم یجدا کردن ضردا و یپبا  =+−

  .ندیآ  میر دریسکولار معادلات به شکل ز
)27(  2

1 1 1 1

2
1 1 2 3

1
2
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1 1{
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لط و ب نشان دهنده مزدوج مختی به ترتNST  وccکه 

با مشخص شدن ترم  .باشند  میسکولار ندارند،هاي   که ترمیجملات
  :میب آن داریو برابر صفر قرار دادن ضر سکولار
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  .میریگ  مین را در نظریفرم کارتز B و A يبرا
)31(  [ ]1 1 1 2 1

1( ) ( ) ( ) ,
2

A T x T ix T= +  

 

)32(  [ ]1 3 1 4 1
1( ) ( ) ( ) ,
2

B T x T ix T= +  

 
  

4,3,2,1n  ,xکه  n باشند و   می1T و وابسته یقی حقی توابع=
و با جدا ) 30(و ) 29(هاي  در معادله) 32(و ) 31 (يگذاریبا جا

 و ی و موهومیقیحقهاي  کردن قسمت
1

n

dT
dxم، یآور دست می  به را

  :باشند  میشدهگیري  نیانگین، میرم کارتز فيکه معادلات برا
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  که در آن 
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شود این است که  آنچه که از تحلیل مذبور دیده می
 ) 4,30(  در معادله مقدار میانگینf2ي اغتشاشی ثابت نیرو

، رزونانس 2:1 وجود دارد که براي وضعیت رزونانس داخلی
 زیر رزونانس هارمونیک براي مود داخل 2/1پارامتریک اولیه 

صفحه و رزونانس پارامتري اصلی، رزونانس اولیه براي مود 
واهد شد گیري نشان داده خ در نتیجه. باشد خارج از صفحه می

 براي کنترل حلقه باز با نیروي f2که این نیروي اغتشاشی ثابت 
 حرکت یا nباشد که حرکات آشوبناك را در یک دوره  ثابت می

اي تیر یک سر  حالت ایستا براي نوسانات غیر خطی غیر صفحه
زیرا در حضور نیروي اغتشاشی ثابت  .کند گیر دار را کنترل می

f2گیري  ی در معادله مقدار میانگین چندین پدیده مهم غیر خط
  .افتد شده اتفاق می

  ، حرکات آشوبناك وکنترلي عدديه سازیشب -5
را انتخاب کردیم تا شبیه ) 33-36(معادله مقدار متوسط 

براي آنالیز عددي حرکات . سازي عددي را انجام دهیم
آشوبناك وکنترل نوسانات غیر خطی غیر سطحی تیر یک سر 

تحریک محوري هارمونیک وتحریک گیر دار مورد بحث با 
عرضی در انتهاي آزاد در این بخش از یک نرم افزار 

Mathematicaپاسخ مود خارج از صفحه یک .  استفاده کرده ایم
دیگر پارامترها وشرایط اولیه به صورت . حرکت متناوب است
   :زیر انتخاب شده اند

)38(  
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σ σ

α α α

β β
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= = − =
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)x,x(ب صفحه فاز روي صفحات  به ترتی(d)-(a) 1شکل 21 
،)x,x( )x,t(وبه صورت موجی روي صفحات 43 1 ،)x,t(  را 3

  .دهد نمایش می

  ج و بحثینتا -6
حرکت بی نظم وکنترل آن براي نوسانات غیر خطی غیر 

تحریک محوري سطحی تیر یک سر گیر دار مورد بحث در اثر
هارمونیک وتحریک عرضی در انتهاي آزاد در این پژوهش براي 

. اولین بار با استفاده از شبیه سازي عددي بررسی شده است
 رزونانس داخلی، پارامتر اصلی 2:1این تحقیق بروي وجود توام

 ، رزونانس هارمونیک فرعی براي مود داخل 2/1رزونانس 

رزونانس اولیه براي مود  - صفحه ورزونانس اصلی پارامتري 
  .خارج از صفحه متمرکز شده است

بر اساس نتایج عددي که در بالا به دست آمد دریافتیم 
که آنجا تعداد حالت مختلفی براي حرکت براي حل تعادلی 

 . وجود داردf2=318.8 تا f2=66.8معادله مقدار میانگین، از 
 و هاي فاز  نمودارf2=66.8به ازاي مقدار ) 1(در شکل 

 و f2با بالا رفتن ) 2(در شکل . توان ملاحظه کرد پاسخ را می
 و حالت پاسخ عوض limit cycle نوع f2=76.8رسیدن به 

براي نیروي کنترلی ) 3(در حالت بعدي شکل . شود می
f2=82.8 با تغییر در نمودار فاز (x1,x2) پاسخ جدیدي را 

  . دهد نمایش می
 f2 =158.8 به ازاي نیز همان نمودار ها را) 4(در شکل 

 به f2 =162.8با نیروي ) 5(در شکل . توان کرد مشاهده می
در انتها نیز . ایجاد شده پرداخته شده است limit cycleتغییر 

 و پاسخ جدیدي f2 =318.8 limit cycleبا نیروي ) 7(در شکل 
  .دهد دست می را به

از شبیه سازي عددي مشخص شده است که شکل 
راي مود داخل صفحه کاملا متفاوت از حرکات آشوبناك ب

بعلاوه آنالیز مذکور نشان . باشد حالت مود خارج از صفحه می
دهد که مود داخل صفحه و مود خارج از صفحه نوسانات  می

غیر خطی تیر یک سر گیر دار باید به صورت همزمان درنظر 
گرفته شوند تا زمانی که داخل وخارج صفحات اصلی سختی 

  متفاوت وجود دارد، به این دلیلخمشی به صورت 
                  که

1Y

D
D

ς

η

β = ≠
.  

  

ویک نیروي  zدر این تحقیق تحریک عرضی در راستاي
تواند پاسخ نوسانات غیر خطی غیر سطحی تیر  کنترلی که می

یک سر گیر دار در حالت سکون را کنترل کند، در نظر گرفته 
ت در معادله مقدار این نیروي مغشوش ثاب. شده است

یک نیروي کنترلی ثابت حلقه ) 12(و ) 11(گیري شده  میانگین
دهد  نتایجی که در اینجا به دست آمد، نشان می. باشد باز می

که این نیروي آشفتگی ثابت تاثیر مهمی بر پاسخ سیستم 
  .خودکار غیر خطی دارد
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ر ی مقاديردار به ازایک سر گیر ی در سر آزاد تی عرضکیک هارمونیتحر: )1(شکل 
   .F1 = 61.7, f2 = 66.8 يعدد

  
 (a نمودار فاز (x1,x2)   
(b پاسخ در صفحه (t,x1)  

(c نمودار فاز (x3,x4)  
(d نمودار فاز (t,x3).  
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 ي مقدار عدديردار به ازایک سر گیر ی در سر آزاد تی عرضکیک هارمونیتحر: )2(شکل 
f2 =76.8,1ط مانند نمودار یر شرای سا  

  
(a نمودار فاز (x1,x2)  

(b پاسخ در صفحه (t,x1)  
(c نمودار فاز (x3,x4)  
(d نمودار فاز (t,x3).  
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 مقدار يردار به ازایک سر گیر یت در سر آزاد یک عرضیک هارمونیتحر: )3(شکل 
  1ط مانند نمودار یر شرای سا,f2 =82.8 يعدد

  
(a نمودار فاز (x1,x2)  

(b پاسخ در صفحه (t,x1)   
(c نمودار فاز (x3,x4)   

(d نمودار فاز (t,x3).  
  

  

-10 -5 5 10
X1

-6

-4
-2

2

4

6

X2

 
  
(a) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

-10

-5

5

10

X1

 
(b) 

1 2 3 4 5 6
X 3

- 4

- 2

2

4

X 4

 
(c) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

1

2

3

4

5

6

X3

 
(d) 
  

 مقدار يبه ازاردار یک سر گیر ی در سر آزاد تیک عرضیک هارمونیتحر: )4(شکل 
  1ط مانند نمودار یر شرای سا,f2 =158.8 يعدد

  
(a نمودار فاز (x1,x2)   

(b پاسخ در صفحه (t,x1)   
(c نمودار فاز (x3,x4)   
(d نمودار فاز (t,x3).  
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(d)  
  

 مقدار يردار به ازایک سر گیر ی در سر آزاد تیک عرضیک هارمونیتحر: )5(شکل 
 1ط مانند نمودار یر شرای سا, f2 =162.8 يدعد

  
(a نمودار فاز (x1,x2)  

(b پاسخ در صفحه (t,x1)  
(c نمودار فاز (x3,x4)  
(d نمودار فاز (t,x3).  
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(d)  
  

 مقدار يردار به ازایک سر گیر ی در سر آزاد تیک عرضیک هارمونیتحر: )6(شکل 
 1ط مانند نمودار یر شرایسا , f2 =318.8 يعدد

  
(a نمودار فاز (x1,x2)  

(b پاسخ در صفحه (t,x1)  
(c نمودار فاز (x3,x4)  

(d نمودار فاز (t,x3)  
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η
ξ

ζ

( )tF2

( )tF1

( )tF3

ξ

ζ

  
  

  .پارامتريا تحریک سرگیردار تحت یک بار مستقیم ب نماي کلی تیریک): 7(شکل
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