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  چكيده 
بر اساس مدل دو بعدي تنش صفحه اي و فانكشتال دو شاخه اي بر اساس تئوري عمومي يگـانگي هيـل در مختـصات قطبـي، شـرايط                            

، طـي فرآينـد     )تعداد موج هاي تشكيل شده در لبه ورق و همچنـين محـدوده چروكيـدگي              (گي الاستيك لبه ورق گرد      بحراني چروكيد 
در اين حل تحليلـي، حـد الاسـتيك بـودن مـاده      . كشش عميق به طور تحليلي و به منظور بهبود نتايج قبلي، به دست آورده شده است       

لحاظ شده و در به دست آوردن فانكـشنال دوشـاخه اي از تئـوري تغييـر شـكل      علاوه بر شرايط بحراني محدوده چروكيدگي الاستيك،        
مزيت قابل توجه نتايج به دست آمده با ايـن  . به مقايسه اين دو تئوري پرداخته  شده استدر نهايت  كوچك و بزرگ استفاده گرديده  و        

اند، به دست آوردن پاسخ صريح و همچنـين اسـتفاده از   روش نسبت به نتايج ساير مولفين كه اغلب از روش هاي عددي استفاده نموده             
  .  تئوري تغيير شكل بزرگ در به دست آوردن  مقادير بحراني مي باشد

  
 

  :واژهكليد
   فرآيند كشش عميق- تئوري تغيير شكل بزرگ- تئوري تغيير شكل كوچك- فانكشنال دو شاخه اي-چروكيدگي الاستيك 
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  ه  مقدم-1
 شكـست در فرآينـدهاي شـكل        معيارهـاي چروكيدگي از مهمتـرين     

 سـبب بـروز پديـده       فشاريتنش هاي مازاد    .  ورق ها مي باشند    دهي
 در يـك فرآينـد      .شـوند چروكيدگي در فرآيندهاي شكل دهـي مـي         

 عميق ورق گرد كه به وسيله يك پانچ استوانه اي درون قالب             كشش
ي ورق گرد سوراخ دار در معرض       ، لبه داخل  )1(كشيده مي شود شكل   

طول فرآيند ايجـاد    تنشهاي كششي شعاعي و فشاري محيطي كه در         
كـه جهـت مطالعـه تحليلـي، مـي توانـد بـه         شود، قرار مي گيرد  مي

صورت صفحه گرد با سوراخ مركزي كه لبه داخلـي آن تحـت تـنش               
 ابعاد مشخص ضخامت و     براي). 2(شكلكششي قرار دارد مدل شود،      

قطر موجود مي باشد، كـه      / ، يك نسبت بحراني ضخامت      ابزار كشش 
بالاتر از آن تنش فشاري محيطي سبب بـروز كمـانش الاسـتيك يـا               

بنابراين شاهد يك مـد نـامطلوب تغييـر    . پلاستيك لبه ورق مي شود 
شكل مي شويم كه خودش را به صورت موج هـاي توليـدي در لبـه                 

زيـر توسـط     شـاخه اي  فانكـشنال دو   ).3(ورق نشان مي دهـد شـكل      
شـاخه اي   هيـل و دو يگـانگي  عمـومي  تئوريهاچينسون و بر اساس    

  : ]1[-]4[  در مواد الاستوپلاستيك بيان شده استشدن
  
)1  (0

, ,( ) ,i j i j i j i j i j i jF M N N w w d sκ ε= + +∫∫  
  

، نمايانگر ناحيه سطح مياني پوسته كه در آن چروك sبه قسمي كه
، تغيير مكان كمانش، w، ضخامت پوسته، tها پديدار مي شوند، 

 تغيير مكان v و u مي باشد، zعمود بر صفحه مياني و در جهت
، برآيند ijN مي باشند، θ و rهاي درون صفحه اي و در جهات 

يا تانسور ( خمشيكرنش، تانسور ijκگشتاور، برآيند ، ijM، نيرو
اين فانكشنال . ، تانسور كرنش لاگرانژي مي باشندijε، )تغيير انحناء

  . را نشان مي دهدچروكيدگيي وقوع  انرژي كل برا شاخه ايدو
jiاولين ترم اين فانكشنال بيانگر انرژي خمشي است اگر   و =

jiانرژي پيچشي است اگر ، ترم دوم بيانگر انرژي كرنشي به ≠
دليل تنش هاي غشائي بوده، در حالي كه ترم سوم بيانگر كار انجام 

. نش هاي اعمال شده به صفحه مياني ورق مي باشدشده به وسيله ت
0F، اگر w و u ،vبراي تمام ميدان هاي تغيير مكان  باشد  <

شاخه اي در اين صورت جواب هاي تغيير شكل يكتا هستند و دو
0Fشرط  غير ممكن است، شدن ، مطابق شرايط بحراني براي =
      تغيير شكل غير صفر  چروك ها براي برخي ميدان هاي بروز

  .]4[ مي باشد
در اين تحقيق به بررسي چروكيدگي الاستيك در ابتدا با تئوري 
تغيير شكل كوچك و سپس با استفاده از تئوري تغيير شكل بزرگ 

براي اين . ه مقايسه اين دو روش مي پردازيمپرداخته و در نهايت ب
به طور دقيق براي دو تئوري به دست آورده ) 1(منظور فانكشنال 

شده و با قرار دادن تغيير مكان ها و توزيع تنش در آن به يك فرم 
ماتريسي مي رسيم كه در نهايت از روي آن مي توان تعداد موج 

 نيز به در انتها .بحراني و محدوده چروكيدگي را به دست آورد
مقايسه چروكيدگي ورق هاي فولادي و آلومينيومي پرداخته شده 

به دست آوردن پاسخ صريح و همچنين استفاده از تئوري . است
 .تغيير شكل بزرگ از مهمترين دست آوردهاي اين تحقيق مي باشد

  .براي اين منظور ابتدا به يك سري تعاريف اوليه نياز داريم
  
  ه تعاريف اولي- 2

 ورق تغيير مياني سطح بررويهنگامي كه دو سيستم مختصات را 
قرار دهيم، نقاط درون صفحه ) قبل از وقوع چروكيدگي(شكل نيافته 

 مياني قرار دارند و صفحه كه بر روي θ و rبه وسيله دو مختصات 
  بر سطح مياني تغيير شكل ، عمود zمختصات

  

 
   فرآيند كشش عميق با استفاده از پانچ استوانه اي:)1(شكل

  

  
 كه در لبه داخلي آن با سوراخ مركزي به صورت صفحه گرد  لبه ورق:)2(شكل

   مدل شده است، قرار گرفتهتحت تنش كششي شعاعي
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   چروك هاي ايجاد شده در لبه ورق:)3(شكل

  
 تغييريا ( ، كرنش خمشيijκ بنابراين نيافته تعيين مي شوند،

در صفحه مياني در حالت سه بعدي به صورت زير تعريف مي ) انحناء
  .شود

)2                                    (                    ,, ijij w−=κ 

  
 و در مياني صفحه عمود بر ، تغيير مكان كمانش،wبه قسمي كه 

، براي صفحه گرد با سوراخ ijκمولفه هاي . ، مي باشدzجهت 
  . اي به صورت زير مي باشدصفحه تنشمركزي و حالت 
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ها نيز در حالت كلي براي صفحه اي به برآيند نيروها و گشتاور

  .، به صورت زير تعريف مي شوندtضخامت 
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  .معادله مشخصه براي جسم الاستيك به صورت زير است

)5   (                                                        .e
ij ijkl klLσ ε=  

eبه قسمي كه 
ijklL و در حالت تنش ايزوتروپ براي ماده الاستيك 

  .صفحه اي، به صورت زير تعريف مي شود
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 در به دست تئوري تغيير شكل كوچكاستفاده از  -3

  فانكشنال دو شاخه ايآوردن 
ijε درون صــفحه بــه نقطــه، تانــسور لاگرانــژي كــرنش بــراي هــر 

بـراي حالـت تغييـر      و در حالت سه بعدي،       از صفحه مياني     ،zفاصله
  .شكل كوچك به صورت زير تعريف مي شود

)7 (                                                            .ijij zκε =  
  

حاصل آن در اري ذجاي گو ) 5( در معادله )7(با جايگزاري معادله 
  . و گشتاورها به صورت زير پيدا مي شوندنيروهابرآيند ) 4 (تمعادلا

  

)8(    

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===

===

∫∫

∫∫

+

−

+

−

+

−

+

−

.L
12

L

,0L

kl

32

2

2
2

2

2

2

2

2

κκσ

κσ

e
ijkl

t

t
kl

e
ijkl

t

t
ijij

t

t
kl

e
ijkl

t

t
ijij

tdzzdzzM

dzzdzN
  

  
در مختصات قطبي و با شرايط ذكر ) 1(در اين حالت فانكشنال كلي 

  .ه به صورت زير تبديل مي شودشد
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,2,1با بسط عبارت بالا به ازاي       و  ) 6(با توجه به رابطه      =ji   و قرار 

شـكل ذيـل    در معادله آن، فانكشنال بالا به       ) 3(، از رابطه    ijκدادن  
  . بدست مي آيد



 مطالعه تحليلي چروكيدگي الاستيك لبه صفحات گرد در فرآيند كشش عميق
 

20

)10(

3 2 2 2
2 2

2 1111 11222 2 2 2

2
20 2222 2 2

2
4 2
1212 2

2
2 2

0

1 1{ [ ( ) 2 ( )( )
121

2 1 1( )

1 14 ( ) ] }

1 1{ [ ( ) ( ) ]} .
2

e
b

ea

b

r
a

t w w w wL L
r rr r r

F
w wL

r r r

w wL r dr d
r r r

w wt r dr d
r r

π

π

θ

θ

θ

θ
θ θ

σ σ θ
θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂∂ ∂ ∂
=

∂ ∂
+

∂ ∂

∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+

∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫

   

 
 و r، به صورت تابعي از مختصات قطبيw تغيير مكاندر حالي كه

θفرم ورق شود ميدان تغيير مكان لبه مياكنون فرض .  مي باشد ،
  .]5[ ،]6[ زير را دارا مي باشد

  
)11(                              ( , ) ( )(1 cos ),w r c r a nθ θ= − +  
  

مورد  كه هر مد استواضح . ، مقداري ثابت مي باشدcبه قسمي كه
0wقابل قبول، شرايط مرزي  r ورق، در لبه داخلي = a= و ،

)همچنين قيد  , ) 0w r θ a براي بازه ≤ r b≤  . را ارضاء مي نمايد≥
براي به دست آوردن تعداد موج و بار بحراني چروكيدگي از طريق 

، به توزيع تنش در صفحه مياني ورق گرد آمدهفانكشنال به دست 
 كه لبه داخلي آن تحت تنش با سوراخ مركزي ايزوتروپالاستيك 

يعني حالتي كه (دگي ، قبل از وقوع چروكيدارد قرار pكششي
0v دارد، هندسيمسئله تقارن  0 و =

θ
∂

=
∂

   .]5[، نياز داريم )
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 به دست آورده فانكشنالدر ) 12(و ) 11(اري معادلات ذبا جايگ

am از آن و قرار دادن گيريرال و انتگ) 10(شده 
b

صلابت  و =

 خمشي
3

212(1 )
E tD

ν
=

−
    به صورت زير تبديل )10( انكشنالف، 

  :مي شود 
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2 2 2
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2 2
c D c b t pF G m n H m nπ πν= +  

)به قسمي كه توابع  , , )G m n vو ( , )H m n مي باشندبه صورت زير .  
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0Fشرط بحراني چروكيدگي از  روابط زير براي به دست آوردن  =

  .بار بحراني چروكيدگي به دست مي آيند
  
)15(                                               
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 و هنگامي كه
)17         (                                        2 ( , , ) ,
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. داد خواهدرخچروكيدگي   
شرط ديگري علاوه بر شرط به  كردن تعداد موج بحراني پيدابراي 

0=F ،0 به صورت  كهنياز داريمF
n

∂
=

∂
0p يا 

n
∂

=
∂

 قابل نمايش 

  .مي باشد
براي ورق گرد توخالي با قطر زياد، مدل چروكيدگي بالا امكان پذير 

 قبل از وقوع pمي باشد، ولي براي ورق ضخيم با قطر كوچك،
  داريم،چروكيدگي سبب تسليم مي شود، در اين حالت 
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1
r r a
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)19 (                                                          21 .

2
mp Y−

<  
Y     باشد، در حالي كه تسليم پلاستيك در لبه         مي تنش تسليم ماده 

يــك ) 19(معادلــه .  مــي افتــدداخلــي ورق گــرد ســوراخ دار اتفــاق
، براي تعيين بـار     )17(محدوديت ديگر را علاوه بر محدوديت معادله        
 بـه كمـك معـادلات       .بحراني چروكيدگي الاستيك تعيين مـي كنـد       

  .بيان كرد مي توانبه صورت زير را اين محدوديت ) 19(و ) 15(
  
)20 (                          
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استفاده از تئوري تغيير شكل بزرگ در به دست  -4
  آوردن فانكشنال دو شاخه اي

ijε درون صــفحه بــه نقطــه، تانــسور لاگرانــژي كــرنش بــراي هــر 
، از صفحه مياني و در حالت سه بعدي، بـراي حالـت تغييـر               zفاصله

  .شكل بزرگ به صورت زير تعريف مي شود
)21(                                                    .0

ijijij zκεε +=  
و قرار دادن نتيجه آن در معـادلات        ) 5(در  ) 21(اري معادله   ذبا جايگ 

 . ، برآيند نيروها و گشتاورها به صورت زير به دست مي آيند)4(
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در مختصات قطبي و با شرايط ذكر       ) 1(لي  در اين حالت فانكشنال ك    

  . شده به صورت زير تبديل مي شود
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  . صورت زير تبديل مي شود
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را حدس w و u ، vبراي اين منظور بايد ميدان هاي تغيير مكان      
  .]7[ ،]8[بزنيم 
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واضح است كـه هـر   .  مقاديري ثابت مي باشندe و  c،d به قسمي كه

، در مركـز صـفحه      u=v=0 قابل قبول، شرايط مرزي،      شاخه اي مد دو 
)0=r(  ،0=w0و, ≠vu      را در لبه داخلي ar  ، و همچنـين   =

),,(),,(),(0قيــد  ≥θθθ rvrurw را رايbra  ارضــاء مــي ≥≥
موج و بـار بحرانـي چروكيـدگي از       براي به دست آوردن تعداد    . نمايد

، به توزيع تنش در صفحه ميـاني ورق         آمدهطريق فانكشنال به دست     
 با سوراخ مركزي كـه لبـه داخلـي آن تحـت             ايزوتروپگرد الاستيك   
يعني حالتي كه   (، قبل از وقوع چروكيدگي      دارد قرار   pتنش كششي 
0v دارد،   هندسيمسئله تقارن    0 و   =

θ
∂

=
∂

نياز داريم كه در ايـن    ،  )
حالت به دليل شرايط ذكر شده توزيع تنش همان توزيع تنش رابطه            

  .مي باشد) 12(
فانكشنال به صورت زير    ) 24(در  ) 12(و  ) 25(اري معادلات   ذبا جايگ 

  .تبديل مي شود
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  . نشان دادزير صورت ماتريسي  فانكشنال را بهتواناكنون مي 
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 بـه صـورت زيـر    33M و 11M ،22M ،23M،32M كـه    قسميبه  

  .تعريف مي شوند
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اكنون در اين حالت دو شرط زير براي به دست آوردن تعداد مـوج و               

  .]4[ ،]6[ بار بحراني وجود دارد
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  .داريماز شرط اول 
)31 (                     0)()( 2

23332211 =−= MMMMMDet ij
  

  
0n چون )(0 در نتيجه≠ 2

233322 ≠−MMMشرط و 
0)( =ijMDet  011به =M تبديل مي شود كه در حقيقت شرط 

شكل به دست آمده براي وقوع چروكيدگي با در نظر گرفتن تغيير 
لايه مياني ورق مساوي با شرط به دست آمده براي چروكيدگي با 

در  .مي باشد) 17-15(روابط استفاده از تئوري تغيير شكل كوچك 
اينجا نيز شرط الاستيك بودن ماده مانند روابط به دست آورده شده 

  .مي باشد) 20-18(براي تئوري تغيير شكل كوچك 
  
   بررسي نتايج-5

ه شد پس از جايگذاري تغيير مكان ها و توزيع همان طور كه مشاهد
تنش در فانكشنال هاي به دست آورده شده با استفاده از دو تئوري 

حال به رسم . تغيير شكل كوچك و بزرگ به نتايج يكساني رسيديم
  .شده و بررسي نتايج آن مي پردازيمنمودارهاي به دست آورده 
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2pb t
D
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نتايج تحليل ) 3( نشان داده شده است كه در نمودار −
 دست آورده  هاي مختلف بهn كه به ازاي Yuانجام شده با نتايج 

 طور كه مشاهده مي شود منحني به همان . شده مقايسه شده است
  . هاي مختلف مي باشدn به ازاي Yuدست آمده پوش منحني هاي 

به مقايسه محدوده چروكيدگي در ورق هاي فولادي  ) 4(در نمودار 
)200 , 0.3E Gp ν= 70(و آلومينيومي ) = , 0.25E Gp ν= = ( 

را به صورت هاي ) 16(و ) 15(براي اين منظور روابط . مي پردازيم
 عملياتي مشابه حالت هاي قبل را براي رسم زير بازنويسي كرده و

  .نمودار آن انجام مي دهيم
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مشاهده مي شود در فاصله يكساني از لبه ورق، بار بحراني چنانچه 
كيدگي الاستيك ورق آلومينيومي از ورق فولادي كمتر و در چرو

  .نتيجه زودتر چروك خواهد شد
  
   گيري نتيجه-6

 در شرايط خاصي در فرآيند كشش عميق، امكان دارد چروكيدگي
الاستيك قبل از اين كه ورق وارد ناحيه پلاستيك شود اتفاق بيفتد 

 تحليلي و دقيق كه در اين تحقيق براي لبه با عرض زياد، به صورت
. محدوده اي براي وقوع چروكيدگي الاستيك به دست آورده شد

 ، نشان n، منحني هاي زيادي را به ازاي مقادير مختلفYuنتايج 
مي دهند به قسمي كه پوش اين منحني ها به عنوان محدوده مرزي 

اسبه در اين صورت محكه چروكيدگي شناخته مي شود، واضح است 
criticaln و criticalpه  به طور صريح قابل محاسبه نبوده و احتياج ب

 براي به دست آوردن مقادير بحراني غير استفاده از روش هاي عددي
در حالي كه نتايج به دست آورده شده كنوني . قابل اجتناب مي باشد

براي چروكيدگي الاستيك  criticalp و criticalnعبارات دقيقي را براي 
نمودارهاي آن ها رسم و با نتايج ساير مولفين   كهبدست مي دهد

در بررسي محدوده چروكيدگي ورق هاي فولادي . مقايسه شده است
و آلومينيومي به طور دقيق به اين نتيجه رسيديم كه ورق 

. ورق فولادي چروك مي شودآلومينيومي در شرايط يكسان زودتر از 
هدف اصلي در اين مطالعه بررسي تحليلي چروكيدگي الاستيك ورق 
گرد در فرآيند كشش عميق با استفاده از تئوري تغيير شكل بزرگ 

لذا، در تانسور .  كه تا بحال مورد توجه واقع نشده است استبوده
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فته كرنش لاگرانژي ترم مربوط به تغيير شكل لايه مياني در نظر گر
   .و فانكشنال مربوطه به دست آورده شداست شده 
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   تعداد موج هاي توليد شده در چروكيدگي الاستيك:)1(نمودار 

   لبه ورق گرد

  
   محدوده چروكيدگي الاستيك لبه ورق گرد در فرآيند:)2(نمودار 

   كشش عميق
  

  
   مقايسه نتاج به دست آمده براي محدود چروكيدگي با نتايج:)3(نمودار

 Yu به ازاي ،n في مختلها  

 
هاي مقايسه محدوده چروكيدگي الاستيك ورق :)4(نمودار   
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