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)آنارائه شده که در  )w x 0، يک تابع وزن مثبت{ }nk kx   ،0نقاط درونيابي{ }nk kw


]1ضرايب وزني و نهايتاً   ]nR f 
n باشد. شکل کلي نقاط درونياب به صورت ي خطا مي جمله k k

kx p q در نظر گرفته شده که در آن ,p q  و با
}0 هاي  هاي صريحي براي وزن اي فرم دوجمله-qي  استفاده از قضيه }nk kw در ادامه به آناليز خطاي  آوريم.  دست مي به
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  مقدمه - ۱
1n دار  گيري عددي وزن فرمول انتگرال    اي  نقطه  
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)  را در نظر بگيريد که در آن )w x  يک تابع وزن مثبت

]  ي  روي بازه , ]a b     ،  0{ }nk kx  }0   و    }nk kw  به ترتيب
]1  ها و ضرايب وزني و  گره ]nR f ي خطا يا  جمله  

ي  ها هر دو نقطهkx است. اگر (1.1) ي ي رابطه مانده
a و bاين فرمول فوق را بسته و چنانچه   را شامل شوند

را شامل نشوند آن را باز و اگر فقط يکي از اين دو    نقاط 
ناميم.  نقطه را شامل شوند آن را نيم باز (نيم بسته) مي

d  فرض کنيم  هاي حداکثر از  اي فضاي تمام چندجمله  ،   
d  ي  درجه ) ۱,۱(  گيري باشد. گوييم فرمول انتگرال  

d  ي دقت  راي درجهدا dp  است اگر به ازاي هر       
]1  داشته باشيم:  ] 0nR p .  

f  به هموار بودن تابع   )۱,۱(  ي همگرايي فرمول مرتبه و   
ي دقت اين فرمول بستگي دارد. همان  همچنين به درجه

1n  دانيم براي  طور که مي    ي دو به دو متمايز  نقطه  

0{ }nk kx  گيري  توان هميشه يک فرمول انتگرال مي   
گيري از  عددي به کمک درونيابي در اين نقاط و انتگرال

f  ونياب به جاي تابع اي در چندجمله   ي دقت  با درجه  
d n   به دست آورد. يعني اگر  

1
0

( ) ( ),
n

n k
k

x x x 


                        )۲,۱(   

  
گيري از فرمول  ، با انتگرال اي گره ناميده شود چندجمله

 درونيابي لاگرانژ
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 هاي  را با وزن  )۱,۱(   ي توان رابطه مي
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 که به ازاي هر شته باشيمدا  دست آورد. توجه  به

nf     1يم   دار( ; ) 0nr f x   و لذا

1[ ] 0nR f دست   . فرمولي را که از اين روش به
گيري عددي از نوع درونياب  فرمول انتگرال آيد  مي
گيري  نامند. شايان ذکر است که هر فرمول انتگرال مي

به   )۳,۱( با ضرايب نامنفي     )۱,۱(  عددي از نوع درونياب
]  ي  ازاي تمام توابع پيوسته روي بازه , ]a b   همگرا است.    

، فرمول     )۱,۱(  گيري عددي ترين فرمول انتگرال ساده
) کاتس نام دارد که به ازاي -دار نيوتن وزن ) 1w x  و   
  ي الفاصله ويهاي متسا گره

 ( )k

b a
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گيري عددي  آيد. در اين راستا فرمول انتگرال دست مي به

ي دقت است  از نوع درونياب که داراي بيشترين درجه
آن ارتباط   باشد که ساختار گيري گاوس مي فرمول انتگرال

هاي متعامد دارد. براي جزئيات  اي زيادي با چندجمله
يم شو يادآور مي  علاوه  را ببينيد. به  [13] و   [1] بيشتر 

هاي عددي استاندارد و  گيري که انواع ديگري از انتگرال
 اندغير استاندارد نيز به تازگي مورد توجه قرار گرفته

)[3]-[12](.  
گيري  هاي انتگرال در اين مقاله کلاس جديدي از فرمول

اي ارائه  عددي از نوع درونياب را به کمک نقاط دوجمله
هاي  فرمول اي از ، پيشينه٢دهيم. ابتدا در بخش مي

،   ٣شود. در بخش  دار ارائه مي گيري عددي وزن انتگرال
}0 اي  نقاط دوجمله }n k k n

kp q
۱,۱(   ا براي فرمول  ر(  

، فرم  در نظر گرفته و به کمک يک روش محاسباتي جديد
}0 ايب  صريح ضر }nk kw ي را به همراه مانده  

1[ ]nR f ، يک آناليز ٤آوريم. در بخش به دست مي  
گيري ارائه شده مطرح کرده و  خطا براي فرمول انتگرال

)  ان خطاي متناظر با تابع وزن  فرم صريح کر ) 1w x     
کنيم.  محاسبه مي  )۱,۱(   ي فرمول را براي نوع بسته
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ي چند مثال عددي  رائهنهايتاً در بخش آخر به ا
  پردازيم. مي
  
 پيشينه تحقيق - ۲

ي تقريب  گيري عددي ارتباط تنگاتنگي با نظريه انتگرال
دارد و براي يادگيري و به کار بردن آن بايد بر مباحث 

ها مسلط بود. انتگرال معين  تقريب توابع و درونيابي آن
توان به دو روش تقريب زد: روش اول،  يک تابع را مي

گيري دقيق از تابع  تقريب تابع تحت انتگرال و انتگرال
يب است. روش دوم، در نظر گرفتن کل انتگرال به تقر

عنوان يک تابعک و سپس تقريب آن است. گاهي اين دو 
روش با هم يکسان هستند اما در اغلب مواقع متفاوت از 

کنند و همچنين روش اول بيشتر مورد توجه  هم عمل مي
گاه به  رفتار باشد آن است. اگر تابع تحت انتگرال خوش

ي  گيري معمولي نظير قاعده تگرالهاي ان کمک فرمول
توان به دقت مطلوبي دست  اي و سيمپسون مي ذوزنقه

گيري  ي انتگرال يافت. اما در صورتي که تابع در بازه
هاي فوق دقت خوبي  داراي نقاط منفرد باشد با روش

گيري به  ي انتگرال شود و بايد با تقسيم بازه حاصل نمي
را به مرزهاي اين زير  هايي مناسب، نقاط منفرد زير بازه

دار  گيري وزن هاي انتگرال ها انتقال داده و از فرمول بازه
توان  استفاده کنيم. همچنين به کمک روش رامبرگ مي

هاي به دست آمده را بهبود بخشيد و دقت بالاتري  تقريب
  را به دست آورد. 

در اوايل قرن هجدهم، نيوتن و کاتس فرمول ارائه شده 
)براي حالت را   )۱,۱( در  ) 1w x  هاي  و گره

] ي الفاصله متساوي , ]kx a b  توسعه دادند که امروزه
کاتس مشهورند. همان طور که در -هاي نيوتن به فرمول

کاتس نيز به -هاي نيوتن قسمت مقدمه اشاره شد فرمول
شوند.  ميباز (نيم بسته) تقسيم   سه حالت باز، بسته و نيم

وابسته نيستند و  fبه تابع kwهمچنين ضرايب
  هاي مختلف محاسبه کرده و nها را به ازاي  توان آن مي

  

  توان نشان داد که: به کار برد. به علاوه مي
0,1, , : .k n kk n w w     

  
کاتس اين است که در -لات روش نيوتنيکي از اشکا

، پايداري و همگرايي kwصورت منفي بودن ضرايب 

هاي بزرگ، بهتر  nروش مختل خواهد شد. لذا براي 
هاي  گيري را به زير بازه ي انتگرال است که بازه

تري تقسيم کرده و در هر زير بازه يک فرمول  کوچک
کوچک را اعمال کنيم که ضرايب آن nکاتس با -نيوتن

هاي مرکب  هايي، فرمول مثبت باشند. به چنين فرمول
که قبلا اشاره شد اين گوييم. همان طور  کاتس مي-نيوتن

dي دقت  ها داراي درجه فرمول n  هستند. اما براي
ي دقت بالاتر، بايد از  هاي با درجه به دست آوردن فرمول

هاي  روش گاوس استفاده کنيم که در آن روش گره
ها و  شوند. اين گره گيري نيز مجهول فرض مي انتگرال

آورند که روش مورد  دست مي ضرايب وزني را طوري به
2نظر داراي دقت  1d n   باشد. همچنين توجه

گيري به صورت  ي انتگرال کنيم که در روش گاوسي بازه
[ , ] [ 1,1]a b   توان نشان داد که اگر  است و مي

n0,1گاه به ازاي  زوج باشد آن, , 1
2
nk   
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  گاه داريم: باشد آند فر nو اگر 
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1به طوري که: 
0,1, ,
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  .  

گيري گاوس اين است  وش انتگرالاز خصوصيات بارز ر
تر اين که  تمامي ضرايب آن مثبت هستند و مهم که

1kwداريم:  هاي  . اين ويژگي و دقت بالاي فرمول
ها را  اجتناب ناپذير  گاوس استفاده از آن گيري گرالانت

هاي  کند. تنها اشکال اين روش، اصم بودن گره مي
گيري و ضرايب وزني است که کمي محاسبات را  انتگرال

توان  ي کامپيوتري مي کند اما با يک برنامه مشکل مي
هاي مختلف به دست آورد nها و ضرايب را به ازاي  گره

  را در مسائل مختلف به کار برد.  ها و آن
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دار با  گيري عددي وزن قوانين انتگرال - ۳
  اي هاي دوجمله گره
، به جاي فرمول درونيابي  رسيدن به هدفمان  براي  ابتدا 

 هاي  با گره )[1](از فرمول درونيابي نيوتن    لاگرانژ
0 1 10 ,n na x x x x b        

  
  به صورت
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 کنيم به طوري که استفاده مي

0 0 1 0 1 0 1[ ], [ , ], , [ , , , ],n nb f x b f x x b f x x x   
 

  ي نيوتن و تفاضلات تقسيم شده
1 0 1 1( ; ) [ , , , , ] ( ),n n nr f x f x x x x x    

  
  ي  اي گره درونيابي است که در آن چندجمله  اي خط

1( )n x   تعريف شده است. همچنين اگر  )۲,۱( در     
1[ , ]nf C a b توان به  گاه خطاي يادشده را مي آن    

  صورت زير نوشت:
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) ي  ، نقطه تر طور دقيق  به )x ترين و  بين کوچک    

0  ترين مقدار از مقادير  بزرگ 1, , , ,nx x x x قرار   
  دارد. 
توان  با استفاده از فرمول درونيابي نيوتن مي  اکنون

}0 ضرايب وزني  }nk kw  اي  دوجمله  هاي را به کمک گره   
  هاي گره   ، ابتدا مستقيماً محاسبه کرد. براي اين منظور

n را به صورت   گيري  انتگرال k k
kx p q  در نظر

n,طوري که       گيريم به مي np a q b  .  
np  ضح است که چنانچه   وا a nq  و    b گاه  ، آن   

np  و اگر   )۱,۱(ي فرمول  نوع بسته a nqو    b

q  ي  آيد. طبق قضيه دست مي اين فرمول به   ، نوع باز     -
  داريم:   )[2]( اي کُشي  دوجمله

1
2

00

( ; ) (1 ) ( 1) ,
kn n

i k k

ki q

n
x q xq q x

k





 
 
    

 
 
 

   )۲,۳(  

  
 که در آن 

1

( ; ) , ( ; ) (1 ).
( ; ) ( ; )

m
in

m
ik n kq

n q q q q q
k q q q q 

 
   

 


 

n  اگر قرار دهيم 

t
x

p
 p و   

q
q

 ي  گاه رابطه ، آن     

  به صورت  )۲,۳(  
1

2

00

; (1 ( ) ) ( 1) ( ) ( ) ,
kn n

i k k
n n n

pki
q

nt p t p p t
kp q p q q p

   
 



   
      

   


 
 داريم:  بنابراين کند و  تغيير مي
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 ، چون طرف ديگر      از
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 توان به صورت زير نوشت را مي  )۳,۳(  اي  جمله چند
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,1  وري که  بط 2,n   0و   ( ) 1G x  .  

 داريم:  )۴,۳( ي  کنون با توجه به رابطه  ا
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)نسبت به تابع وزن )w x  به   )۵,۳( ي  است. لذا رابطه
 صورت زير تبديل خواهد شد
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  اي  هاي دوجمله ، گره  )۱,۳( ل در فرمول درونيابي   حا
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]  ي  روي بازه  گيري  انتگرال , ]a b  توان نوشت: مي  

0 1
0

0 1 1

( ) ( ) ( , ) [ , , , ]

[ , , , , ] ( ) ( ) .

b n

k k
ka

b

n n
a

f x w x dx A p q f x x x

f x x x x G x w x dx
















)۷,۳(  

  
 ، چون از سوي ديگر
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'  که در آن 

1 ( )n kG x 1nG اي  مقدار مشتق چندجمله         
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  گيري عددي ، ضرايب وزني در فرمول انتگرال اين بنابر
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  که در آن

1 0 1 1[ ] [ , , , , ] ( ) ( ) ,
b

n n n
a

R f f x x x x G x w x dx   
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  ايم: ي زير را ثابت کرده به عبارت ديگر قضيه

 
گيري عددي  ضرايب وزني فرمول انتگرال :۱-۳قضيه 

n  اي هاي دوجمله با گره )۸,۳(  k k
kx p q که در آن   

np a  و nq b  ، عبارتند از     

'
1

( , )
( , ) ,

( )

n
j

k
j k j k

A p q
w p q

G x 

                 )۱۱,۳(  
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)  که   بطوري , )mA p q )  و    ; , )mG x p q به ترتيب از   
 آيند. دست مي به  )۱۰,۳( و   )۹,۳(روابط 

]1  علاوه اگر  به , ]nf C a b   ي گاه مانده آن   ،  

1[ ]nR f  توان به صورت زير نوشت را مي  

 ( 1)
1 1

1[ ] ( ) ( ; , ) ( ) ,
( 1)!

b
n

n n
a

R f f x G x p q w x dx
n


 

 
 

)  به شرطي که  ) ( , )x a b  .همچنين اگر 
( 1)

1( ) , ( , )n
nf x M x a b
  گاه داريم: آن  

1
1 1[ ] ( ; , ) ( ) .

( 1)!

b
n

n n
a

MR f G x p q w x dx
n


 

 
 

)    جايگذاري         با :۱- ۳نکته ) jf x x   ايب وزني    ضر   ،    

0{ ( , )}nk kw p q  توان به  را مي  )۱۱,۳(ي  در رابطه   
  کمک دستگاه خطي زير نيز بدست آورد

0
( ) ( ) ( , ) ( ).

b n

k k
ka

f x w x dx w p q f x
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  داريم   عبارت ديگر به
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  شکل ماتريسي آن عبارت است از:    که
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ست زيرا ماتريس استگاه فوق همواره داراي جواب يکتا  د

هاي دو به دو  ) به ازاي گره (ماتريس واندرموند  ضرايب آن
n متمايز  k k

kx p qتريسي نامنفرد است. اما توجه   ما
 ، يعني با افزايش  باشد کنيم که اين ماتريس بد وضع مي

n   براي  ، عدد حالت آن نيز افزايش يافته و در نتيجه    
  nناکارامد است.   بزرگ، حل دستگاه فوق  هاي  

  
  آناليز خطا - ۴

]1 ي توابع  به ازاي رده , ]nf C a b توان کران  ، مي   
دست  به  )۸,۳(گيري عددي خطايي براي فرمول انتگرال

 داريم:   ۱- ۳ ي  آورد. ابتدا بنا به قضيه
( 1)1

1 [ , ]

1

[ ] max ( )
( 1)!

( ; , ) ( ) .

nn
n x a b

b

n
a

MR f f x
n

G x p q w x dx


 







  )۱,۴(  

  
)1  ز آنجايي که  ا )nG x انتگرل  قابل تجزيه است ،

 يعني  )۱,۴(ي  سمت راست رابطه

1( , ; ) ( ; , ) ( ) ,
b

n n
a

F p q w G x p q w x dx 
 

  
و هم براي حالت باز به طور مستقيم   براي حالت بسته  هم

np قابل محاسبه است. ابتدا فرض کنيم  a  و    
nq b n  حالت فرد و زوج را براي      . دو     به شرح زير   

 گيريم: در نظر مي
2  نچه  چنا 1n m   گاه داريم ، آن  عددي فرد باشد  
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2n   و چنانچه  m  آوريم مشابه بدست مي  بطور   ،  
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 خواهيم داشت ي اخير  براين با ترکيب دو رابطه  بنا
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np ي زير براي حالت  بطور مشابه رابطه a  و

nq b :برقرار است  
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  که در آن
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 گردد. بنابراين داريم: محاسبه مي
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  هاي عددي مثال - ۵
  گيري ارائه شده را در قالب  ، فرمول انتگرال  اين بخش  در

  بريم. چند مثال عددي بکار مي
  

خواهيم با استفاده  به عنوان اولين مثال مي: ۱-۵مثال 
حاصل    ،    )۸,۳(  گيري عددي بدون وزن از فرمول انتگرال

( ) d
b

a

f x x ازاي چند تابع استاندارد محاسبه   به     را

گيري را به  هاي انتگرال کنيم. براي اين منظور گره
)صورت  0,1, , )n k k

kx p q k n   ر نظر   د
np گيريم بطوري که  مي a nq و    b و   

5,10,15nهمچنين   . خطاي مطلق تقريب
 نمايش داده شده است.   ١ گيري در جدول انتگرال

  
با به کارگيري   ر اين مثال قصد داريم  د :۲-۵مثال 

  انتگرال   ،   )۸,۳( گيري عددي فرمول انتگرال

3

1

0.151638e log( )d 8681756285 ,x x x    

  
e محاسبه نماييم. از آنجايي که هر دو تابع     را x   و   

log x ، سه حالت زير را  مثبت هستند  )۱,۳( ي روي بازه   
   توان در نظر گرفت: مي

)حالت اول:  ) log( ), ( ) 1xf x e x w x  
)دوم:  حالت ) log( ), ( ) xf x x w x e   

)حالت سوم:  ) , ( ) log( )xf x e w x x   
گيري عددي در  مطلق حاصل از فرمول انتگرال  خطاي
  است. نشان داده شده  ٢ جدول

0
( ) sin( ) ( )

x
u x x x t u t dt    

  

جواب دقيق اين معادله 
3

( )
6

x
u x x   .است

  نتايج عددي مربوط به اين مثال را نشان  ۲ جدول
  دهد.مي

  
  

  ۱-۵براي مثال  n=5,10,15اي به ازاي  گيري عددي (بدون وزن) با نقاط دوجمله : خطاي مطلق انتگرال۱جدول 
݊ = 15 ݊ = 10 ݊ = ,ܽ) (ݔ)݂ 5 ܾ) 

1.16 × 10ିଵ 2.21 × 10ିଵ 8.62 × 10ି √(1,2) ݔ 
2.05 × 10ିଽ 1.30 × 10ିହ 3.14 × 10ିଶ ݁௫మ (1,2) 
4.82 × 10ିଽ 2.78 × 10ି 5.04 × 10ିହ √ݔయ  (1,3) 
1.50 × 10ିଽ 1.38 × 10ିଽ 4.20 × 10ିସ sin	(ݔ) (

ߨ
4 ,  (ߨ

3.48 × 10ିଵ 2.09 × 10ିଽ 5.84 × 10ି log	(ݔ) (1,2) 
2.96 × 10ି 1.32 × 10ିହ 1.02 × 10ିଷ 

1
 (1,3) ݔ

2.84 × 10ିଽ 2.84 × 10ିଽ 7.90 × 10ିସ ݁௫ (1,3) 
  
 

  ۲-۵در حالات مختلف براي مثال  n=5,10,15گيري عددي به ازاي  : خطاي مطلق انتگرال۲جدول 
݊ = 15 ݊ = 10 ݊ = ,ܽ) (ݔ)݂ (ݔ)ݓ 5 ܾ) 

3.55 × 10ି଼ 2.50 × 10ି 4.68 × 10ିସ 1 ݁ି௫݈݃	(1,3) (ݔ) 
1.43 × 10ିଽ 1.10 × 10ି 2.12 × 10ିହ ݁ି௫ ݈݃	(1,3) (ݔ) 
3.20 × 10ିଵ 6.42 × 10ିଵଵ 1.49 × 10ିହ ݈݃	(ݔ) ݁ି௫ (1,3) 
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  نتيجه گيري
دار  گيري عددي وزن در اين مقاله، يک روش انتگرال

اي است.  هاي آن نقاط بسط دوجملهمعرفي شده که گره
سپس با استفاده از اين نقاط، در قالب دو مثال عددي 

  کم به دست  نقاط نسبتاًدقت دقيقي به ازاي تعداد 
زني اين روش را همچنين فرم صريح ضرايب و ايم.آورده

ي اين قانون  محاسبه کرده و يک کران بالا براي مانده
گيري بدست آورده ايم. با توجه به ماهيت نقاط  انتگرال
اي (نوع ساختاري که دارند) انجام محاسبات روي  دوجمله

ها آسان است و لذا براي کارهاي آتي قصد داريم در  آن
قاط استفاده گيري عددي از اين ن هاي انتگرال ديگر روش

را نيز مورد بررسي قرار دهيم تا   کنيم و آناليز خطاي آن
در صورت به دست آمدن کران خطاي مناسب، نتايج را به 
عنوان يک کار علمي ارائه کنيم. لازم به ذکر است که در 

ي محاسبات با استفاده از نرم افزار  اين مقاله کليه
Mathematica  .انجام شده است    
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