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 ۱۰/۰۶/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:         ۰۴/۰۴/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
فضا  يارتباط هندس ت خاص( مخصوصاًينسب يها تيرفع محدود يت عام بر مبنايه نسبين به فکر ارائه نظرينشتيکه ا يهنگام

ت ينسب شد. چرا که با يرات دربازه زمانييده گرفتن تغيت خاص در خصوص ناديت نسبين محدوديو زمان) افتاد، متوجه اول
ن يبرد. بد يبهره م ياز محاسبات تانسور يستيآن با ياضيح ريتوض يشد. پس برا يمد نظر گرفته م ييفضا يخاص تنها انحنا

بدست آورد که  يانچيق اتحاد بياز طر يچيزمان است) و اسکالر ر –(که نماد انحنا در فضا  يچياز تانسور ر يبيمنظور ترک
ا يپا ن چپينشتيا يمترها يبند ن مقاله ردهيا ين معروف است. هدف اصلينشتيبه تانسور ا باشد و يانت آن صفر ميمشتق کوار
ش از ي، پيا با علامت خنثيپا مجهز به متر چپ يبعد چهار يل يها است. گروه يچهاربعد يل يها گروه ي)، رو۲,۲با علامت (

ن ين اينشتين پژوهش ساختار ايشده است. اکنون در ا از آنها ارائه يکامل يبند قرار گرفته و رده يل مورد بررسين به تفصيا
قرار خواهد  يتخت بودن مورد بررس يچين فضاها، مانند ريا يخواص هندس يپس از آن برخ م نمود.يها را مطالعه خواه گروه

  گرفت.
  

  .تخت يچير ،يل جبر ،ايپا  مترچپ ،يمانير فلد شبهيمن هاي کليدي: واژه

                                                
  Email:haji.badali@bonabu.ac.ir                                                دار مکاتبات:                                                   . عهده*
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  قينه تحقيشيمقدمه و پ - ۱
و  يکيزيف ين فضايب يز آشکاريدس تماير دوران اقلد

وجود نداشت. از قرن نوزدهم و کشف  يهندس يفضا
 يرات اساسيي، مفهوم فضا دستخوش تغيدسيهندسه نااقل

 يهندس يد آمده است: کدام فضايپد يشده و پرسش
ن يد بيدارد؟ امروزه با يکيزيف يبا فضا يشتريتطابق ب

(که در آن هنوز خط  يهندس ي، فضاهايکيزيف يفضاها
 يانتزاع يخود را دارند) و فضاها يحس يو نقطه معان

بود که  ين کسي) اول۱۸۶۶-۱۸۲۶مان (يز قائل شد. ريتما
ارائه  يدسيق جامع درباره هندسه نا اقليک تحقي توانست

  دهد. 
سه  يضويو هندسه ب يدسي، هندسه اقليهندسه هذلولو

 يضويهندسه بهندسه مستقل و سازگار بودند که مبدع 
فضا  يو انحنا يدگيف خميتوانست با تعر يمان بود. وير
ن يان کند و اوليانواع هندسه ب يرا برا يبند مين تقسيا

 يرا مطرح کرد. از سخنران يبعد -݊ يبود که فضا يکس
گذشت  يد ميک انسان) بايسال (به اندازه عمر  ۶۲مان ير

ندسه مند به ه دان علاقه کيزيک فيک، يزيتا جهان ف
مان را درک کرده ير يت کارهاين که اهمينشتياورد. ايب

ن يب يها سال (سال ۱۰پس از حدود  ۱۹۱۶بود در سال 
م يه مفاهيت عام خود را بر پايه نسبي) نظر۱۹۱۶تا  ۱۹۰۵
ز يسال هندسه ن ۶۲ن يبنا نهاد. البته در ا يهندس

مانند  يا دهيچيم پيکرده بود و مفاه ياديز يها شرفتيپ
ن بود ينشتيفلد به آن افزوده شده بود اما تنها ايمن هندسه

ک و هندسه دوام يزيف ير فشار ناسازگاريکه توانست ز
–فضا يوستار چهاربعديف پياورد و دست آخر با تعريب

 يکيف کند. يک را در هندسه دوباره تعريزيف يايزمان  دن
و هندسه، بنا  يک نظريزياز موضوعات جالب توجه در ف

همگن است.  يها فلديو ساختار مرتبط آنها، من به کاربردها
آن  يها يزومتريهمگن است اگر گروه ا(݃‚ܯ)  فلديمن

هر  يبه ازا يعنيعمل کند،  ܯ يرو يبه صورت متعد
وجود داشته   ߶يزومتريک اي , 	ܯ	߳	ݍي دو نقطه
()߶باشد که  =  .ݍ

 يبند ] رده۱در [ يهمگن چهاربعد يمانير يفلدهايمن
همگن  يمانيفلد ريک مني، يبند ن ردهياند که بنابرا شده
 يک گروه ليزومتر با يا ايا متقارن است و ي، يبعد چهار

ز ي] ن۲[باشد. در  يا ميپا چپ يمانيک متر ريمجهز به 

 يهمبند ساده با بعد چهار مورد بررس يمانير يل يهاگروه
  اند. قرار گرفته

 يمانير لت شبهحا يقات رويدر دو دهه گذشته، اکثر تحق
]، ۳ج کار [يصورت گرفته است. به عنوان مثال مشابه نتا

 يعني] اثبات شده است، ۴[لورنتز در  يبعد حالت سه يبرا
ا متقارن است يفلد لورنتز همگن کامل و همبند، يک مني
  (݃‚ܯ)يبعد لورنتز سه يک گروه ليزومتر با يا اي

  باشد.  يم  ݃يايپا مجهز به متر چپ
 يبند ] رده۶[] و ۵[ز در ين يبعد لورنتز سه يل يها گروه
کامل از  يبند ک ردهي ياند.در حالت چهاربعد شده

] ارائه ۷[در  يهيربديغ يزومتريهمگن با ا يفلدهايمن
تنها  يمانير يل يها شده است. تا چند سال گذشته گروه

] و ۸[را در يا بود، اما اخيپا چپ يمترها يبستر مطالعه برا
 يخنثا يل يها گروه ييط انحنايب شراي] به ترت۹[

 يچين و رينشتيا يها ژه به حالتيبا توجه و يچهاربعد
  شده است. يتون بررسيسول
 يمانير شبه يل يها از گروه يبند ک ردهين مقاله يدر ا

ن صدق ينشتي) که در معادله ا۲‚۲با علامت ( يچهار بعد
 يهندس يها يژگيو يکنند ارائه شده است. سپس برخ يم

  م.يکن يها مطالعه م ن کلاسيا يرا رو
ن صورت خواهد بود که در بخش يمقاله به ا يساختار کل

 يچهاربعد يل يها راجع به گروه يا هيم پايمفاه يبرخ ۲
 يبند ش ردهيبه نما ۳ان خواهد شد. بخش يب يخنث

ن اختصاص ينشتيساختار ا يدارا يخنث يل يها گروه
ا يپا د متر چپيا تحده ن بخشيب در ايابد که به ترتي يم

ده است. در ي، لورنتز و تباهيبعد ر گروه سهيک زي يرو
 يچيت ريها خاص يبند ن ردهيبخش آخر، با استفاده از ا

 يخنثا يچهار بعد يل يها گروه يتخت بودن را برا
  م. يکن يم ين بررسينشتيا

 Maple 16ن مقاله از نرم افزار يدر تمام محاسبات ا
  استفاده شده است.

 
  يخنث يچهاربعد يل يها گروه - ۲

] به ۱در [ يبعد همگن چهار يمانير يفلدهايمن يبند رده
ن منبع ثابت شده يرفته است. در ايطور کامل صورت پذ

ا متقارن است ي، يبعد همگن چهار يمانيفلد ريک منيکه 
 يمانيک متر ريمجهز به  يک گروه ليزومتر با يا ايو 
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همبند  يمانير يل يها هگرو يبند ] رده۱۰ا. طبق [يپا چپ
  باشد.  ير ميبه صورت ز يبعد ساده چهار

 يبعد چهار يمانير يک گروه لي ]۱۰[: ۱. ۲گزاره
  ر است: يز يها از صورت يکيهمبند ساده به 

(2)ܷܵم يمستق يها از حاصلضرب يکيالف)  × ℝاي 
ℝ)	‚	෪(2ܮܵ × ℝ  

  ر:ير زيپذ حل يل يها از گروه يکيب) 
  يهيربديم غيمستق مهين يها حاصلضرب )۱-ب
(2)ܧ  ⋊ ℝ  (1‚1)ܧو ⋊ ℝ 

ܪرپوچتوان يم غيمستق مهين يها حاصلضرب )۲-ب ⋊ ℝ 
  زنبرگ است.ينشانگر گروه ها  ܪکه
ℝଷم يمستق مهين يها حاصلضرب )۳-ب ⋊ℝ .  

نشده بودند تا  يبا بعد چهار بررس يمانير شبه يل يها گروه
ن و ينشتيا يها به مثال يا ژهيت وي] با اهم۱۱نکه در [يا
بر  يبند ن ردهيتخت مورد مطالعه قرار گرفتند. ا يچير

و  يمانير يبعد چهار يل يها اساس تطابق گروه
انجام گرفته است. که خلاصه آن در قالب  يمانير شبه

  ان خواهد شد.ير بيگزاره ز
، ܩ يبعد n -همبند ساده  يهر گروه ل: ۲. ۲گزاره 

݊	‚)ا با علامت مشخصيپا چپ يمترها −  (
همبند ساده  يک گروه لي  ܩژه اگريرد. به ويپذ ي

  ܩباشد، آنگاه يا از علامت خنثيپا با متر چپ يبعد چهار
  است. ۱.  ۲گزاره  يل يها از گروه يکي

همبند ساده  يبعد چهار يهر گروه ل ۱.  ۲بنا به گزاره 
 يبعد سه يک گروه ليبا  ℝم يمستق مهيک حاصلضرب ني

به شکل  ܩ ير، جبر لاست. به صورت متناظ
ग़ = ॥ ⋊ ग़ଷ  خواهد بود کهग़  حاصلضرب

  است. ॥و   ग़ଷميمستق مهين
همبند ساده از بعد  يک گروه لي (݃	‚ܩ)د يفرض کن

متفاوت از حالت  يخنث يل يها چهار باشد. مطالعه گروه
 ग़ଷ يرو ݃ يمانيک متر ريد ياست، در واقع تحد يمانير

ग़య|݃)ت لذا ده اسيهمواره ناتباه ‚	ग़ଷ) ک يز خود ين
د ي، تحديخنث يل يها گروه ياست اما برا يمانير يجبر ل
)ا از علامت ي  ग़ଷيرو ݃ ۲‚۱ ده خواهد يا تباهياست  (

 يل يها ممکن گروه يها مطالعه حالت ي]. برا۱۱بود [
  م.يکن ير مراجعه ميبه لم ز يخنث يبعد چهار

و  يبعد چهار يک جبر لي  ग़دي] فرض کن۱۱[ :۳. ۲لم 
)، با علامت ग़ يرو يک ضرب داخلي ݃ ۲‚۲   باشد. (

وجود دارد به  ग़ يبرا {݁ସ	݁ଷ‚	ଵ‚݁ଶ‚݁}ه يک پايآنگاه 
  که: يطور
 ग़ଷ =  يبعد سه يجبر ل {݁ଷ	݁ଶ‚	ଵ‚݁}݊ܽݏ

کند  يم عمل ग़ଷ يک مشتق رويبه عنوان  ସ݁است و 
ग़ ينعي( = ॥ ⋊ ग़ଷ  که،	॥ =  ){ସ݁}݊ܽݏ
 هيبه پا نسبت{݁ଵ‚	݁ଶ‚	݁ଷ‚	݁ସ}	 ي، ضرب داخل 

 ر را داراست:ياز حالات ز يکي ݃ يخنثا

(ܽ)		ቌ
1 0
0 1

0 				0
0 				0

0 0
0 0

−1 0
0 −1

ቍ 

(ܾ)		ቌ
			1 0
			0	 −1

0 0
0 0

0 		0
0 		0

0 1
1 0

ቍ 

  
 يبه منظور مطالعه جبرها ۳. ۲بنا بر لم  - ۴. ۲جهينت
ग़ يبعد چهار يل = ॥ ⋊ ग़ଷ که در  يبا علامت خنث

ग़ଷها آن =   و  {݁ଷ	݁ଶ‚	ଵ‚݁}݊ܽݏ
 ॥ =  (ସ݁)݊ܽݏ

  م: يرير را در نظر بگياست دو حالت ز يکاف
به عنوان  ସ݁گونه  لورنتز است و بردار زمان ग़య|݃الف) 

  کند. يعمل م ग़ଷ يمشتق رو
به عنوان  ସ݁گونه  ده است و بردار نوريتباه ग़య|݃ب) 

  کند. يعمل م ग़ଷ يمشتق رو
  
 يل يها گروه ين روينشتيساختار ا يبررس - ۳

  يخنث
  لورنتز است  يد متر رويتحد - ۱ .۳
آغاز  ۳. ۲لم جه حاصل از ين بخش را با حالت (الف) نتيا
 يرو  ݃يايپا د متر چپين حالت تحديم. در ايينما يم

ग़ଷ   يمعرف يتوسط ضرب داخل ݃لورنتز است، لذا متر 
 ]۱۲[گردد. در  يف ميتوص ۳. ۲لم   (a)شده در حالت

که  يچهاربعد يخنثا يل يها کامل از گروه يبند ک ردهي
لورنتز  آنها يبعد رگروه سهيک زي يا رويپا د متر چپيتحد

 دسته  ۷در  يبند ن ردهيشود، ارائه شده است. ا يم
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ग़‚ … ‚ग़ଵ و  يمدول تک يل يها ه گروهيبر پا
) و با در نظر گرفتن ]۴[منبع  ۱. ۴ه ي(قض يمدول رتکيغ

 ग़ଷ يبه عنوان عمل مشتق رو ସ݁گونه  بردار زمان
  رفته است. يصورت پذ

ن ينشتيار ان بخش با در نظر گرفتن ساختيدر ا
߷ = تانسور  يها ها مولفه ߷(که در آن  ݃ߣ

 يل يها گروه يهستند) و اعمال نمودن آن رو يچير
رگروه يا به زيپا د متر چپيکه تحد يچهاربعد يخنثا
از حالت  يکامل يبند شود، رده يآنها لورنتز م يبعد سه

  م نمود.يها ارائه خواه ن گروهين اينشتيا
ن است اگر تانسور ينشتيا (݃‚ܯ) يمانير فلد شبهيک مني
߷و تانسور متر آن در رابطه  يچير = صدق  ݃ߣ

گر، يثابت است. به عبارت د يقيک عدد حقي λکنند که 
 يها از مولفه يب ثابتيضرا يچيتانسور ر يها مولفه

روشن شدن موضوع، محاسبات  يتانسور متر باشند. برا
م. با در نظر گرفتن يده يرا شرح م a1ه حالت مربوط ب

{݁ଵ‚	݁ଶ‚	݁ଷ‚	݁ସ}  که يمتعامد  ه شبهيک پايبه عنوان
گونه هستند  زمان يبردارها ସ݁و  ଷ݁که در آن 

  ر خواهند بود:يتا به شکل زيويس-يارتباط لو يها مولفه
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  عبارتند از يچيناصفر تانسور ر يها و مولفه

߷ଵଵ = ܥܣ + ܦܣ + ଶܣ ‚	 
	߷ଵଶ = −߷ଵଷ =  ‚ܤܣ

߷ଶଶ = ܥܣ − ଶߙ2 + ܦܥ +
ଶܤ + ଶܥ + ଶܦ

2
‚ 

߷ଶଷ = ଶߙ2 −
ܥܣ − ܦܣ + ଶܤ

2
‚	 

߷ଶସ = −߷ଷସ = ܣߙ− +
ܥ)ߙ + (ܦ

2
‚ 

߷ଷଷ = ଶߙ2− − ܦܣ − ܦܥ

−
ଶܥ ଶܦ+ ଶܤ−

2
 

߷ସସ = ଶܣ− − ܦܥ −
ଶܥ ଶܦ+

2
 

  
و تانسور  يچيتانسور ر يها ن با قرار دادن مولفهيبنابرا

برقرار خواهد بود اگر و  ين، تساوينشتيمتر در معادله ا
  فقط اگر 

ܣ = ܤ	‚0 = ܥ	‚ߙߝ2 = ߣ	‚ܦ− = 0 ⋅ 
  

) ۱. ۳ه (يقض يل يجبرها يپس از انجام محاسبات بر رو
 )انجام شد 1ܽحالت  ير آنچه براينظ( ]۱۲[منبع 

  شود. يجه مير نتيه زيدرنگ قض يب
 يل يها گروه (݃	‚ܩ)د يفرض کن –۱. ۱. ۳ه يقض

 يها باشند. مثال ]۱۲[) منبع ۱. ۳ه (يست شده در قضيل
که  يبا علامت خنث يچهاربعد يل يها ن گروهينشتيا

) آورده ۱جدول (گردد در  يلورنتز م ग़ଷ يرو ݃د يتحد
  شده است.

  
  ده استيتباه  يد متر رويتحد - ۲. ۳

ده است. يتباه ग़ଷ يرو ݃د متر ين بخش، تحديسراسر ا
   ۳. ۲لم  (b)حالت  يبا ضرب داخل ݃ن متر يبنابرا
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ن يبا چن يخنث يچهاربعد يل يها گردد. گروه يف ميتوص
 يدبن به صورت کامل رده ۱. ۴ه يقض ]۱۲[در  يمتر

ها در  ن گروهين همه اينشتيا يها اند. اکنون مثال شده
  اند. شده يبند ) رده۲جدول (

از جمله  (݃	‚ܩ)	د يفرض کن -۱. ۲. ۳ه يقض
 يها باشد. حالت ]۱۲[) منبع ۱. ۴ه (يقض يل يها گروه

ست شده ي) ل۲ها در جدول ( ن گروهيا ين تمامينشتيا
  است.

است. حالت  ۱. ۱. ۳ه يروند اثبات مانند قضاثبات) 
ܽ2 − د. پس از به دست آوردن يريرا در نظر بگ 10

را محاسبه  يچيتا، تانسور ريويس-يارتباط لو يها مولفه
  ناصفر آن عبارتند از  يها م که مولفهيکن يم

߷ଵସ = −
ܣ) + ܤ(ܧ

4
−
ܣ) − ܤ(ܧ

4
‚ 

߷ଶଶ = −߷ଷସ = −
ଶܤ

2
. ߷ଶସ = −

ܤܥ
2
‚ 

߷ସସ = −
2+ ଷܣ − ଶܧܣ

2
‚ 

  
 يها مولفه يگذاريکه از جا يلذا جواب دستگاه

ن حاصل ينشتيدر فرمول ا يچيمتر و ر يتانسورها
  ر استيشود به صورت ز يم

ܣ = ܤ	‚ܧߝ = ߣ	‚0 = 0 ∙ 
 

ن ينشتيا يبعد چهار يل يها هندسه گروه - ۴
  يخنث

و  يمواز يچين، در شرط رينشتيفلد ايبه وضوح هر من
همه  يکند. اکنون برا يتون صدق ميسول يچير

) شرط ۲) و (۱ست شده در جداول (يل يها حالت
فلد يم. منيده يتخت بودن را مورد مطالعه قرار م يچير
 يچيشود که تانسور ر يگفته م يفلديتخت به من يچير

آغاز  ۱. ۱. ۳ه يقض يل يرا از جبرها يآن صفر شود. بررس
نسور تا يها هر کدام، مولفه ين برايم. بنابرايينما يم
که يمتعامد  ه شبهيرا نسبت به پا يچير

{݁ଵ‚݁ଶ‚݁ଷ‚	݁ସ}  ݁باଷ  ݁وସ گونه به دست  زمان
  را  ۱. ۱. ۳ه يقض d2حالت  ينمونه جبر ل يم. برايآور يم
  
  
  

  م داشتيتا خواهيويس- يارتباط لو يم. برايريگ يدر نظر م

ଵ߉ = ൮

0 0 0 ܧ
0 0 0 0
0 0 0 0
ܧ 0 0 0

൲ ‚ 

ଶ߉ = ൮

0 −1 −1 0
−1 0 0 ܧ
−1 0 0 0
0 ܧ 0 0

൲ ‚ 

ଷ߉ = ൮

0 −1 −1 0
1 0 0 0
−1 0 0 ܧ
0 0 ܧ− 0

൲ ‚ 

ସ߉ =

⎝

⎜⎜
⎛

0 ܥ− ܥ− 0

ܥ 0
ܧ
2 0

ܥ−
ܧ
2 0 0

0 0 0 0⎠

⎟⎟
⎞

 

  
 عبارت خواهند بود از  يچيناصفر تانسور ر يها و مولفه

߷ଵଵ = ߷ଶଶ = −߷ଷଷ = −߷ସସ = ଶܧ3 ∙ 
تخت است اگر و تنها اگر  يچين حالت ريا يبه روشن
ܧ = 0 .  

 ۱. ۱. ۳ه يقض يل ين جبرهايدر ب - ۱. ۴ملاحظه 
همواره   2݃و 4݂، 1݀،  1ܿ، 2ܽو 1ܽ يها حالت

چهار حالت خاص، شرط  يتخت هستند و برا يچير
  باشد: ير ميتخت بودن به شرح ز يچير

ܧبه شرط  d2حالت  = شرط به  4݀، حالت 0
ߙ = ߜبه شرط  1݂، حالت 0 = ت حالت يو در نها  ߛ

γ به شرط 1݃ =  باشند. يتخت م يچير 0
3ܽگر، حالت يد يا به عنوان نمونه − . ۲. ۳ه ياز قض 6

با  {݁ସ	݁ଷ‚	݁ଶ‚	ଵ‚݁}که يه شبه متعامد يرا با پا ۲
(݁ଶ	ଵ‚݁)݃ناصفر  يها مولفه = −݃(݁ଶ‚݁ଶ) =
(݁ଶ	ଵ‚݁)݃ زيو ن 1 = −݃(݁ଶ‚	݁ଶ) = در  1

 يها تا و مولفهيويس-يارتباط لو يها م. مولفهيريگ ينظر م
ب، به صورت ين حالت به ترتيا يبرا يچيناصفر تانسور ر

  باشند: ير ميز

ଵ߉ = ൮

0 ܣ 0 0
ܣ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

൲ ‚ 
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ଶ߉ = ൮

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 ܣ− 0
0 0 0 ܣ

൲ ‚ 

 

ଷ߉ = ൮

0 0 0 0
0 0 0 ܣ
0 ܣ 0 0
0 0 0 0

൲ ‚ 

ସ߉ = ൮

0 0 0 0
0 0 ܣ 0
0 0 ܨ− 0
0 ܣ 0 ܨ

൲ ‚ 

߷ = ൮
ଶܣ3 0 0 0
0 ଶܣ3− 0 0
0 0 0 ଶܣ3
0 0 ଶܣ3 0

൲. 

  

تخت است اگر و فقط اگر  يچين حالت رين، ايبنابرا
ܣ =  ن ردهيا يبرا )]۱۲[( ۱. ۴ه ياما در صورت قض 0
ܣ ≠ تواند  ين حالت نمين ايانگاشته شده است. بنابرا 0

  باشد. تخت ريچي
همواره  ۱. ۲. ۳ه يقض يل يجبرها -۲. ۴ملاحظه 

3ܽ يها تخت هستند به جز حالت يچير − تا  6
ܽ3 −  يطيچ شراي)، که تحت ه۲در جدول ( 11

  تخت نخواهند گشت. يچير
ଶߝم ي) همواره دار۲) و (۱( يها در جدول - تذکر = 1.  

  

  
  

  ۱-۱- ۳ه ين قضينشتي): شرط ا۱جدول (
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  ۱- ۲- ۳ ن جدولينشتي): شرط ا۲(جدول 

  
  
  

  گيرينتيجه
و  ياضين در رينشتيا يفلدهايت فراوان منيبا توجه به اهم

فد شبه ياز من يکل يک طبقه بنديک و عدم وجود يزيف
 يمترها يبند ک  ردهين مقاله يدر بعد چهار، در ا يمانير
 يل يها گروه ي)، رو۲,۲ا با علامت (يپا ن چپينشتيا

مجهز  يبعد چهار يل يها ارائه شده است. گروه يچهاربعد
ل ين به تفصيش از اي، پيا با علامت خنثيپا به متر چپ
از آنها ارائه  يکامل يبند قرار گرفته و رده يمورد بررس

ن ين اينشتين مقاله  ساختار ايشده است. اکنون در ا
 يخواص هندس يدر ادامه  برخ است. ها را ارائه شده گروه

قرار  يتخت بودن مورد بررس يچين فضاها، مانند ريا
  گرفته است.

 يج نرم افزاريک پکي يدر اين مقاله محاسبات با طراح
  .انجام شده است Mapleنرم افزار  يبرا
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