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  چکيده
- اشتورم ي در حل مسأله ي ژهيژه و توابع وير ويب مقاديتقر ين براينو يک روش عددي ي ارائه ين مقاله، هدف اصليا در

شف نوع اول يچب يهايابر چندجمله يشف مبتنينال چبي، ساختار توابع کارديک هدف راهبرديل منظم است. به عنوان يوويل
ازمند به ياست که ن يک دستگاه معادلات جبريل به يوويل-اشتورم ي ل مسألهيکار، تقل يمحور ي وهيشود. شيم يان و بررسيب

ژه يژه و توابع وير ويمقاد يب عدديمنجر به تقر يمشتق خواهد بود. حل دستگاه معادلات جبر ياتيعملس يماتر يريکارگ
   سازد. يتر م انيت آن را نمايعملکرد روش و اهم يعدد يها مثال ي گردد. ارائهيم يمسأله اصل
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 مقدمه .۱
ک، يزيات، فياضيدر ر ييل نقش بسزايوويل- مسأله اشتورم

فاء يا يعلوم مهندسژه در يه و بويگر علوم پايد يها شاخه
ر ينظ يکيزيف يها دهي. مطالعه اغلب پد]۱۸[ کنديم

 يانات آزاد کره، نوسيکنش ذرات اتمارتعاش نخ، برهم
. صورت ]۱[ ل استيوويل-ازمند حل مسأله اشتورمين نيزم
  ل به شکليوويل-معادله اشتورم يکل

ᇱ(ᇱݕ(ݔ))− + ݕ(ݔ)ݍ =     ) ۱(        ݕ(ݔ)ݓߣ
  

  جدا بصورت يط مرزيبا شرا
(ܽ)ᇱݕ	 − ℎݕ(ܽ) = 0,
(ܾ)ᇱݕ + (ܾ)ݕܪ = 0,						  )۲       (                  

  
ܪ	،ℎاست، که در آن ∈ ℝ  (ݔ)و يقيب حقيضرا ، 

 يوسته هستند و برايو پ يقيتوابع حق  (ݔ)ݓو  (ݔ)ݍ
ݔ،هر  ∈ [ܽ, (ݔ)م: يدار [ܾ > (ݔ)ݓو  0 > 0 .

ℎافته، اگر يم يدر حالت تعم = ܪاي ∞ = ، آنگاه  ∞
(ܽ)ݕب شرط يبه ترت = (ܾ)ݕاي 0 =   اعمال   0

ߣبيگردد. ضريم ∈ ℂ  شود.  يده مينام يفيپارامتر ط
)، ۲( يط مرزيت مسأله، در شرايدر کل يجاد خلليبدون ا
ܽحالت = ܾو  0 = م. با به يريگ يرا در نظر م  1
- )۱ل (يوويل-، مسأله اشتورم]۲[ل يوويل ليتبد يريکارگ

  ل يفرانسي) به معادله د۲(
"ݕ− + ݕ(ݔ)ݍ =              )           ۳(        ݕߣ
   

   يط مرزيبا شرا
ᇱ(0)ݕ − ℎ(0)ݕ = 0,
ᇱ(1)ݕ + (1)ݕܪ = 0,								 )۴      (                  
  

شامل ل يوويل-مسأله اشتورم يها شود. جواب يل ميتبد
ژه متناظر آنها است. با يژه و توابع وير ويمحاسبه مقاد
  ژه ير وياز مقاد يک دنباله نامتناهي، ]۱۸[ه يتوجه به قض

ߣ < ଵߣ < 		ଶߣ < ⋯ 
  

، که به  ߣژه متناظر بايکه تابع و يوجود دارد به طور
(ݔ)ݕصورت  = ,ݔ)ݕ  يشود، دارايف ميتعر (ߣ

݇قاً يدق − توابع  ياست و تمام (0,1)صفر در بازه  1
  . ]۳[ز و متعامد هستند يژه، متماير ويژه متناظر به مقاديو

ق مسأله يژه دقير ويها و مقادن جوابييدر اکثر موارد، تع
 يرممکن است. لذا، برايغ يل مشکل و گاهيوويل-اشتورم

 يمختلف ارائه و بررس يبين روش تقريها چندن آنييتع
 يح شده برايتصح يشده است. روش تفاضل متناه

ک نمونه است که در يل متناوب يوويل-مسأله اشتورم
- آمده است. روسو و همکاران مسأله اشتورم ]۴[مرجع 

ب ثابت حل يبا ضرا يکاتيل متناوب را با دو معادله ريوويل
و  ]۱[م. بوجورک و همکاران  ۲۰۰۸. در سال ]۵[کردند 

مسأله اشتورم  ]۶[م. جوکار و همکاران  ۲۰۱۲در سال 
موجک هار و  يريب با به کارگيل منظم را به ترتيوويل

وسل يها، نيش از ايحل کردند. البته، پ يموجک مثلثات
ژه ير ويب مقاديتقر يک روش مرتبه چهارم براي ]۷[

ن مقاله يدر ا کرد. يمعرف ل متناوبيوويل-مسأله اشتورم
) را در ۴( يط مرزي) با شرا۳ل منظم (يوويل-مسأله اشتورم

شف و با به يچبنال يم. به کمک توابع کارديريگينظر م
ژه مسأله ير ويمقاد مشتق، ياتيس عمليماتر يريکارگ

شتر يب يمطالعه يم. برايآوري) را به دست م۴(-)۳(
د. طرح يمراجعه کن ]۱۴-۸[ل به يوويل-مسائل اشتورم

  ر است: ين مقاله به صورت زيمطالب ا يکل
را  [0,1]شف در بازه ينال چبي، توابع کارد۲در بخش 

س يجاد ماتريا ين توابع برايم، از ايکنيف ميتوص
روش ک ي، ۳م. در بخش يکنيمشتق استفاده م ياتيعمل

) را به کار ۴) و (۳ب جواب از مسأله (يتقر يبرا يشنهاديپ
ک مسأله مقدار يژه به يجه، مسأله مقدار ويم. در نتيبريم
ر يشود که با محاسبه مقاديل ميتبد يسيماتر يژه جبريو
ژه مسأله ير وياز مقاد يبيد شده، تقريس توليژه ماتريو
ج ينتا، ۴ت در بخش يد. در نهايآي) به دست م۴(-)۳(

 يروش عدد ييم و دقت و کارايدهيرا گزارش م يعدد
  نشان  يعدد يهامثال يشنهاد شده را با ارائهيپ
  م.يدهيم
  
 شفينال چبيتوابع کارد .۲
د ي. فرض کنشفينال چبيتوابع کارد - ۱- ۲

ܲାଵ(ݐ) ݊شف نوع اول از مرتبهيتابع چب + باشد.   1
,1−]ن توابع در بازه يا   به صورت  [1

ܲାଵ(ݐ) = cos൫(݊ + 1) ,൯(ݐ)ݏܿܿݎܽ  )۵ (   
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ستم متعامد از توابع يک سيل يشوند که تشک يف ميتعر

1)با تابع وزن  يا چندجمله − (ଶݐ
భ
మ دهند. توابع  يم

ستم از ين سيا يريکارگ با به nشف مرتبه ينال چبيکارد
  شوند،  يم ير معرفيتوابع متعامد به صورت ز

(ݐ)ܥ =
శభ(௧)

ᇱశభ(௧)൫௧ି௧ೕ൯
,			݆ = 1,… , ݊ + 1, )۶( 

  
شف يچب يا چندجمله يها صفرهاݐکه در آن 

ேܲାଵ(ݐ) با استفاده از فرمول  يبوده و به آسان
ݐ = cos (ଶିଵ)గ

ଶ(ାଵ)
د ي. با]۱۵[قابل محاسبه هستند  

 يريک تابع با به کارگيب يتقر يتوجه کرد که برا
ه آن يب فوريشف، لازم است ضرايچب يهايا چندجمله

استفاده   يد از ضرب داخلين کار بايا يمحاسبه شود. برا
به تعداد جملات بسط بر  يريگ کرد که مستلزم انتگرال

نه ين کار هزيشف است. ايچب يهايا چندجمله حسب
بسط تابع دلخواه  يبرد. برا يبالا م يمحاسبات را تا حد

ن يبه چن يازيگر نيشف دينال چبيبر حسب توابع کارد
ن امر باعث کاهش محاسبات يم و هميندار ييهاانتگرال

شود.  يش در سرعت محاسبات ميجه افزايو در نت
ن توابع همانند ياشاره کرد که ان نکته يد به اين بايهمچن

شف قابل انتقال به بازه دلخواه يچب يهايا چندجمله
    به صورت [0,1]در بازه  (ݔ)݂هستند.  هر تابع 

(ݔ)݂	 = ∑ ݂൫ݔ൯ܥାଵ
ୀଵ (ݔ) = (ݔ)Φ்ܨ  )۷ (

   
ه يب فورين معادله بردار ضرايشود که در ا يب زده ميتقر
  شوند: يم ير معرفيبه صورت ز ߔ يو تابع بردار ܨ

்ܨ = ,(ଵݔ)݂] … , 						,[(ାଵݔ)݂
			Φே(ݔ) = ,(ݔ)ଵܥ] … , .்[(ݔ)ାଵܥ

 )۸        (

  
توان  يشف را مينال چبيلازم به ذکر است که توابع کارد

که   fدلخواه انتقال داد. با توجه به محمل تابع  يبه بازه
,0]در بازه  ݔر ير متغيياز تغ قرار گرفته [1 = ௧ାଵ

ଶ
 

، استفاده [0,1]به  [1,1−]ها از بازه  هيانتقال پا يبرا
انتقال  ݔر نقاط ير متغيين تغيم. با استفاده از ايکن يم
  هستند.   [0,1]در  ݐافته نقاط ي
  

از  يريگبا مشتقمشتق.  ياتيس عمليماتر - ۲- ۲
توان به ي) م۸شده در ( يمعرف  (ݔ)Φيتابع بردار

  رابطه 
 Φ′(ݔ) = 		(ݔ)Φܦ  )۹   (                          
   

نال يتوابع کارد يمشتق برا ياتيس عمليماتر ܦد که يرس
د يآير به دست ميند زي) بوده و توسط فرآ۶شف (يچب
Φد ي. فرض کن]۱۶[

ᇱ باشد که از  يبردار يتابع (ݔ)
به دست آمده  (ݔ)Φ يتابع بردار ياعضا يريگ مشتق

  مياست، دار
	Φ′(ݔ) = ,(ݔ)ଵ′ܥ] … , .்[(ݔ)ାଵ′ܥ  )۱۰     (
   

,0]با محمل  ين بردار توابعيا يتمام اعضا هستند و  [1
 شفينال چبين توابع را به کمک توابع کارديتوان ا يلذا م

 )، به صورت ۷معادله ( يريبا به کارگ
(ݔ)′ܥ = ∑ ାଵܥ(ݔ)′ܥ

ୀଵ )              ۱۱( .(ݔ)
  

مشتق  ياتيس عملي)، ماتر۱۱) و (۹سه (يب زد. با مقايتقر
  به صورت

ܦ

= 
(ଵݔ)ଵ′ܥ … (ேାଵݔ)ଵ′ܥ

⋮ ⋱ ⋮
(ଵݔ)ାଵ′ܥ … (ାଵݔ)ାଵ′ܥ

൩
(ାଵ)(ାଵ)

. 

 د.يآيبه دست م
  
 يف روش عدديتوص .۳

) را با به ۴) و (۳ل (يوويل-ن قسمت مسأله اشتورميدر ا
ن يا يم. برايکنيشف حل مينال چبيتوابع کارد يريکارگ

بر حسب  (ݔ)ݑم تابع مجهول يکنيهدف ابتدا فرض م
  شف به صورت ينال چبيتوابع کارد

(ݔ)ݑ = ்ܷΦ(ݔ).  )۱۲              (                 
  

س مجهول يک ماتري ܷب زده شده است که يتقر
(݊ + 1) × (݊ + ر ين مقادييبوده و هدف تع (1

) و به ۱۲ن (ياز طرف يريگآن است. با مشتق يهاهيدرا
 رابطه مشتق، ياتيس عمليماتر يريکارگ

(ݔ)ᇱݑ = ்ܷ
(ݔ) = ்ܷDΦ(ݔ),	 )۱۳(          
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ن يدوباره از طرف يريگم. با مشتقيآوريرا به دست م
  م:ي) دار۱۳رابطه (

(ݔ)"ݑ  = ்ܷDଶΦ(ݔ).  )۱۴                        (
  

به  يبرا را (ݔ)ݍد. به طور مشابه تابع يآيبه دست م
  شف به صورتينال چبيجملات توابع کارد يريکارگ

(ݔ)ݍ = ்ܳΦ(ݔ) )۱۵                (                  
  

س يک ماتري  ܳکه يم، به طوريدهيبسط م
(݊ + 1) × (݊ +  يگذاريخواهد بود. با جا (1

م ير را خواهي) رابطه ز۱۳) در (۱۵) و (۱۴)، (۱۲معادلات (
  داشت:

−்ܷDଶΦ(ݔ) + ்ܳΦ(ݔ)்ܷΦ(ݔ)
= 				(ݔ)Φ்ܷߣ

  )۱۶ (  

  
 يبا نقاط هم محل يروش هم محل يريحال با به کارگ

݆يبرا ݔ = 2,3, … , ݊ + ݊ستميک سي  1 − 2  
݊معادله با + م. با به يآوريمجهول به دست م  1

  ريافته زير يي) به شکل تغ۴( يط مرزيشرا يريکارگ
்ܷΦ(0) − ℎ்ܷDΦ(0) = 0,
	்ܷΦ(1) + DΦ(1)்ܷܪ = 0,

			 )۱۷ (       

  
݊معادله و ݊ک دستگاه معادله همگن با ي + مجهول   1

 يکي يسيد. با بازنويآي) به دست م۱۷) و (۱۶به صورت (
را به  يج عدديگر نتايله مجهولات دياز مجهولات به وس

توابع  يها شهيم. با توجه به استفاده از ريآوريدست م
معادلات به دست آمده  يشف به عنوان نقاط هم مکانيچب

که  يستميمستقل از هم هستند. لذا س ييستم نهايدر س
  جواب منحصر به فرد خواهد بود. يشود دارا يحل م

  
 يعدد يهامثال .۴

ل يوويل-از مسأله اشتورم ين بخش، چند مثال عدديدر ا
ژه ير ويمقاد ي، که دارا۱م. به جز مثال يدهيارائه م را
ژه ير ويمحاسبه مقاد يها، برا ه مثاليق است، در بقيدق
 يکه برا ،MATSLISE2 يافزارق از بسته نرميدق

م يکنيل نوشته شده، استفاده ميوويل-مسائل اشتورم
از  يبيز تقريافزار حاضر ند توجه کرد که نرمي. البته با]۱۷[

  دهد.يژه با دقت مناسب را ارائه مير ويمقاد
حل شده  Mapleافزار ه شده با نرميارا يهامثال يتمام

   است. 
ژه مسأله ير ويافتن مقاديال ين مثال به دنيدر ا .۱مثال 
(ݔ)ݍل ي) با تابع پتانس۳ل (يوويل-اشتورم = و با  0

ن مساله مقدار يا يم. برايکله هستيريد يط مرزيشرا
ߣژه برابر ير ويمقادق يدق = ر ياست.  مقاد ଶ(ߨ݇)
به دست آمده از روش ارائه  مطلق يو خطا يبيژه تقريو

  گزارش شده است.  ۱در جدول شده، 
ل يوويژه مسأله اشتورم ليژه و توابع وير ويمقاد .۲مثال 

(ݔ)ݍل ي) با تابع پتانس۳( = ݁௫ يط مرزيو با شرا  
ᇱ(0)ݕ − (0)ݕ = (1)ݕ				,0 = 0 

  
ژه ير وي، مقاد]۱۷[ق يژه دقير ويم. مقاديآور يرا به دست م

ارائه شده است.  ۲مطلق در جدول  يو خطا يبيتقر
 	(ݔ)ଷݕ، (ݔ)ଶݕ، (ݔ)ଵݕژه يتوابع و ۱ن شکل يهمچن

݊با (ݔ)ସݕ		و  =   دهد.يرا نشان م 12
  

ܖبا ۱هاي تقريبي و محاسبه خطا براي مثال : جواب۱جدول  =    ܖو =   
หΛ୩ଶ − λ୩ห Λ୩ଶ  หΛ୩ଵଶ − λ୩ห Λ୩ଵଶ  k 

8.80007E-12 9.8696044010806 5.5264E-09 9.869604395563 1  
4.40536E-12 39.478417604353 1.13478E-05 39.4784062566 2  
1.30511E-09 88.8264396085 0.00558404 88.83202365 3  
1.57429E-07 157.91367026 0.105952493 158.01962291 4  
3.57272E-05 246.7400743 1.432610027 245.3075 5  

- 9.213187 - 2.876411 Time 
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اب ۲مثال  يو محاسبه خطا برا يبيتقر يها: جواب۲جدول  =    و =   
หΛ୩
ଵ − λ୩ห Λ୩

ଵ หΛ୩
ଵଶ − λ୩ห Λ୩

ଵଶ λ୩[17] k 
1.923E-11 5.54311747742853 1.1093E-09 5.5431174763 5.543117477409 1  

3.54823E-07 25.7958481261574 2.4849E-05 25.79587333 25.79584848098 2  
0.000256638 65.3528136100302 0.008463044 65.3615332916 65.35307024756 3  
0.006691023 124.601387291074 0.068562958 124.5261333096 124.5946962679 4  
0.518066146 204.079805843166 4.299531108 199.2622085888 203.5617396971 5  

- 14.367124 - 6.261217 - Time 
  

ل ي) با تابع پتانس۳ل (يوويمسأله اشتورم ل .۳مثال 
(ݔ)ݍ = sin(ݔ) يط مرزيو با شرا 

(0)ݕ = (5)ݕ				,0 = 0 
  

ژه ير وي، مقاد]۱۷[ قيژه دقير ويمقاد .ديريرا در نظر بگ
  ارائه شده است. ۳مطلق در جدول  يو خطا يبيتقر

  ژه مسأله اشتورم ير وين مثال، مقاديآخر يبرا .۴مثال 
  

(ݔ)ݍل ي) با تابع پتانس۳ل (يوويل = ط يو با شرا ݔ
  يمرز

ᇱ(0)ݕ − (0)ݕ = ᇱ(1)ݕ				,0 + (1)ݕ = 0 
  

ژه ير ويمقاد، ]۱۷[ق يژه دقير ويم. مقاديآور يرا به دست م
  ارائه شده است. ۴مطلق در جدول  يو خطا يبيتقر

  
ࡺبا  (࢞)࢟و  	(࢞)࢟، (࢞)࢟، (࢞)࢟ . توابع ويژه ۱شکل  =  .  

 

  

  
  
  

با ۳مثال  يو محاسبه خطا برا يبيتقر يها: جواب۳جدول  =    و =   
หΛ୩
ଵ − λ୩ห Λ୩

ଵ หΛ୩
ଵଶ − λ୩ห Λ୩

ଵଶ λ୩[17] k 
5.97918E-07 0.50631974395 1.73151E-05 0.50630302678 0.50632034187 1  
1.45957E-06 1.90152179979 1.23236E-05 1.90153558297 1.90152325935 2  
5.74553E-06 3.74194828035 0.001298423 3.74065560245 3.74195402588 3  
7.96405E-05 6.48623464752 0.00503768 6.48127660778 6.48631428802 4  
0.00040881 10.0300799113 0.050354648 9.9793164540 10.0296711016 5  

- 18.338712 - 8.689125 - Time 
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با ۴مثال  يو محاسبه خطا برا يبيتقر يها : جواب۴جدول  =    و =   
หΛ୩ଵ − λ୩ห Λ୩ଵ หΛ୩ଵଶ − λ୩ห Λ୩ଵଶ λ୩[17] k 

0 2.20087016085657 1.4343E-10 2.20087016100 2.20087016085657 1  
3.00027E-12 13.9967404040944 2.51097E-07 13.996740153 13.9967404040974 2  
5.74826E-07 43.8580637459436 0.00179082 43.859853991 43.8580631711174 3  
7.19072E-05 93.2697298261245 0.064196754 93.333854673 93.2696579189639 4  
0.013793514 162.367219665623 2.32478067 160.05623251 162.381013179600 5  

- 7.752141 - 3.122473 - Time 
 
 يريگجهينت .۵
ر يمحاسبه مقاد يبرا يک عدديک تکنين مقاله، يا در
از ل منظم ارائه شد. يوويل-ژه مسأله اشتورميژه و توابع ويو

ژه و توابع ير ويب مقاديتقر يشف براينال چبيتوابع کارد
ل استفاده شد. مسأله با به يوويل-ژه مسأله اشتورميو

از  يا مشتق، به مجموعه ياتيس عمليماتر يريکارگ
، يل شده و با حل معادلات جبريتبد يمعادلات جبر

ت يژه مسأله محاسبه شدند. در نهايژه و توابع وير ويمقاد
  ک در ياعتبار و کاربرد تکن يبرا يعدد يها مثال

  ارائه شد. ۴- ۱ يهاجدول
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