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  چکيده
퐺فرض کنيد  = (푉, 퐸)  گرافي ساده با مجموعه رئوس푉 هاي و مجموعه يال 퐸 باشد. تابع 푓:퐸(퐺) → Ƥ({1,2}) 

با شرط  푒يال  شود، هرگاه براي هر ناميده مي 퐺 براي گراف )E2RDF( رنگين کمان-۲گر يالي  يک تابع احاطه
푓(푒) = ⋃ داشته باشيم ∅ f(푒 ) = {1,2}∈ ( برابر  E2RDFيک  باشد. وزن مي 푒همسايگي باز يال  푁(푒)که  (

ω(푓)است با  = ∑ |푓(푒)|∈ ( 훾را که با نماد  퐺رنگين کمان - ۲اي يالي  . عدد احاطه( (G) دهيم،  مي نمايش
باشد که به صورت صعودي  퐺اي از درجات رئوس گراف  دنباله 푆است. فرض کنيد  퐺گراف در  E2RDF يک وزن کمترين

جمله اول از  푘است به طوري که حاصل جمع  푘ماکسيمم مقدار عدد صحيح  برابر با 푎(G)اند. عدد پوچساز مرتب شده
رابطه بين عدد بيشتر نباشد. در حالت کلي اين دو پارامتر قابل مقايسه نيستند. در اين مقاله  퐺هاي گراف  از تعداد يال 푆دنباله 
از مرتبه  푇دهيم براي هر درخت  ها را بررسي کرده و نشان مي رنگين کمان و عدد پوچساز در درخت-۲اي يالي  احاطه

푛 ≥ 2، .훾 (T) ≤ 푎(푇)  
  

  .، عدد پوچسازرنگين کمان-۲اي يالي  عدد احاطه، رنگين کمان-۲گر يالي  تابع احاطه :هاي کليدي واژه
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  مقدمه - ۱
푉گرافي با مجموعه رئوس  퐺در اين مقاله  = 푉(퐺)  و
퐸هاي مجموعه يال = 퐸(퐺)  است. مرتبه گراف퐺  را

푛نماد  با = |푉|  و اندازه گراف퐺  را با نماد푚 = |퐸| 
، مجموعه رئوسي که با 푣دهيم. براي رأس  نشان مي

ناميده شده و با  푣مجاورند همسايگي باز رأس  푣رأس 
Nنماد  (v) = N(푣) يم. همچنين ده نشان مي

푁[푣]به صورت  푣همسايگي بسته رأس  = 푁(푣) ∪
{푣} کنيم. درجه رأس  تعريف مي푣  با푑 (푣) =

푑(푣) = |푁(푣)| کوتاهترين مسير  برابر است. طول
ناميده و با  푣 و 푢فاصله را  푣 و 푢موجود بين دو رأس 

푑نماد  (푢, 푣) بين فاصله بيشتريندهيم.  نشان مي 
نشان  푑푖푎푚(퐺)با  و ناميده 퐺قطر  را 퐺گراف  رئوس

푛مسير به طول  Pمنظور از دهيم.  مي − 퐾و  1 , 
푆براي  باشد. مي ستاره يک ⊆ 푉 ،∑(S, G) =

∑ 푑 (푣)∈ دهيم. قرار مي  
شوند، هرگاه متمايز  مجاور ناميده مي 푒و  푒دو يال 

، 푒براي يال بوده و رأس انتهايي مشترک داشته باشند. 
مجاورند، همسايگي باز  푒با يال  هايي که مجموعه يال

Nناميده شده و با نماد  푒يال  (e) = N(푒)  نشان
 به صورت 푒دهيم. همچنين همسايگي بسته يال  مي

푁[푒] = 푁(푒) ∪ {푒} کنيم. تعريف مي  
برگ رأسي از درجه يک، رأس اتکا رأس مجاور با يک 
برگ و رأس اتکاي قوي رأسي مجاور با حداقل دو برگ 

,푟 براي است. 푠 ≥ ,푆(푟گراف دو ستاره  1 푠)،  درختي
است با دقيقا دو رأس که برگ نيستند، به طوري که يکي 

 푇برگ مجاور است. فرض کنيد  푟برگ و ديگري با  푠با 
푣يک درخت ريشه دار بوده و  ∈ 푉(푇) باشد. مجموعه 

را با  푣و مجموعه نوادگان  퐶(푣)را با  푣فرزندان 
퐷(푣) اگردهيم نشان مي . 퐷[푣] = 퐷(푣) ∪ {푣} ،

نشان  푇را با نماد  퐷[푣]توسط  القايي زيرگراف آنگاه
ارجاع  [1]براي اطلاع بيشتر خواننده را به دهيم.  مي
  دهيم. مي
푓:퐸(퐺) تابع → Ƥ({1,2}) گر يالي  يک تابع احاطه

ناميده  퐺) براي گراف E2RDFرنگين کمان (-۲
푓(푒)با شرط  푒هرگاه براي هر يال  شود، مي = ∅ 

⋃داشته باشيم  f(푒 ) = {1,2}∈ ( يک  . وزن(

E2RDF  برابر است باω(푓) = ∑ |푓(푒)|∈ ( ) .
را که با نماد  퐺رنگين کمان -۲اي يالي  عدد احاطه
훾 (G) يک وزن کمترين دهيم مي نمايش E2RDF 

훾است. يک  퐺گراف در  (G)- تابع، يک تابع
훾رنگين کمان با وزن - ۲گر يالي  احاطه (G)  .است

معرفي  [2]رنگين کمان در -۲اي يالي  مفهوم عدد احاطه
ارجاع  [3] براي اطلاع بيشتر خواننده را بهشده است. 

푑مانند  푆دنباله صعودي  دهيم. مي ≤ d ≤ ⋯ ≤
d  از درجات رئوس گراف퐺 گيريم. عدد  را در نظر مي

 푘برابر با ماکسيمم مقدار عدد صحيح  푎(G)پوچساز 
 푆جمله اول از دنباله  푘است به طوري که حاصل جمع 

بيشتر نباشد. براي اطلاع  퐺هاي گراف از تعداد يال
ارجاع  [4,5,6,7,8,9,10]بيشتر خواننده را به 

   دهيم. مي
رنگين -۲اي يالي  رابطه بين عدد احاطهدر اين مقاله 

 ها را بررسي کرده و نشان کمان و عدد پوچساز در درخت
푛 از مرتبه 푇يم براي هر درخت ده مي ≥ 2 ،

훾 (T) ≤ 푎(푇).  
   :کنيم مي در اين مقاله از نتايج مفيد زير استفاده

푛براي گزاره الف.  ≥ 1، 훾 (푃 ) =.  
푛براي گزاره ب.  ≥ 1، 푎(푃 ) =.  

푛 براي .۱نتيجه  ≥ 1، 푎(푃 ) = 훾 (푃 ) =.  
  
  نتايج اصلي  - ۲

با يک مسير  푢푣از جابجا کردن يال  푢푣زيرتقسيم يال 
푢푤푣  که푤 آيد. گراف  رأسي جديد است، به دست مي

، گراف حاصل از زيرتقسيم هر يال 푆(퐺)زيرتقسيم 
از زيرتقسيم هر يال  Sاست. عنکبوت سالم  퐺گراف 
퐾ستاره  از  Sعنکبوت زخمي آيد.  به دست مي ,

퐾يال ستاره  푠زيرتقسيم  0که  , ≤ s ≤ 푡 − به  1
يک  باشند. هاي زخمي مي ها عنکبوت آيد. ستاره دست مي

  عنکبوت، عنکبوت سالم يا عنکبوت زخمي است.
  

훾عنکبوت باشد، آنگاه  푇اگر . ۲قضيه  (T) ≤
푎(푇)  و تساوي برقرار است اگر و تنها اگر푇  يک

푡باشد که  S عنکبوت سالم = 푇يا  2,3 = 푃  که
푛 = 1,2,3,4.  
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باشد که  Sيک عنکبوت سالم  푇کنيد فرض  اثبات.
푡 ≥ 훾 . بنابراين 2 (T) = t + 푎(T) و1 =

t 훾. در نتيجه + (T) ≤ 푎(푇)  و تساوي
푡 برقرار است هرگاه = 푇باشد. اگر  2,3 = 푃  که
푛 = 훾آنگاه  ،1,2,3,4 (T) = 푎(푇) حال فرض .

يک عنکبوت زخمي بدست آمده بوسيله  푇کنيد 
0 زيرتقسيم ≤ s ≤ 푡 − 퐾يال از ستاره  1 , 
(푡 ≥ 푠باشد. اگر  (2 = 훾، آنگاه 0 (T) = 2 ≤

푡 = 푎(푇)  تساوي برقرار است هرگاه و푡 = حال . 2
푠اگر  > 훾، آنگاه 0 (T) = s + 1 ≤ 푡 +

= 푎(푇)  تساوي برقرار است هرگاه و푡 = و  2
푠 = 1.   

  
훾درخت باشد، آنگاه  푇اگر  .۳قضيه  (T) ≤ 푎(푇) 
  قابل وصول است. 푃 مسير براي کرانو اين 

به     کنيم. از استقرا بروي تعداد رئوس استفاده مي اثبات.
푛وضوح قضيه براي  = برقرار است. بنابراين  1,2,3,4

رأس   푛 ها با کمتر از فرض کنيد حکم براي تمامي درخت
푛درختي با  푇فرض کنيد  .برقرار باشد ≥ رأس باشد.  5

푇اگر  = 푃  گردد.  مي ، حکم حاصل۱آنگاه از نتيجه
푑푖푎푚(푇)اگر  = يک ستاره بوده و با  푇، آنگاه 2

گردد. اگر  ، حکم حاصل مي۲استفاده از قضيه 
푑푖푎푚(푇) = 푇، آنگاه 3 = 푆(푟, 푠)  يک دو ستاره

훾بوده و  (T) = 2 ≤ 푟 + 푠 = 푎(푇) بنابراين .
بدون از دست دادن کليت مسئله، فرض کنيد که 

푑푖푎푚(푇) ≥  푇درخت حاصل از  푇. فرض کنيد 4
 و 푛 از مرتبه 푇بوسيله حذف تعدادي رئوس باشد. اگر 

푑آنگاه فرض کنيد باشد،  푚از اندازه  , d ,… , d	 
 푆باشد و  푇دنباله صعودي از درجات رئوس درخت 

푎(푇مجموعه رئوس متناظر با  جمله اول از دنباله  (
باشد. به عبارت ديگر اگر  푇 درجات درخت

푢 , u , … , u  رئوس درخت푇  باشند به طوري که
푑 (푢 ) = d،1 ≤ 푖 ≤ 푛 푆آنگاه ،   =

{푢 , u , … , u ( . در ادامه چند ادعا را اثبات {(
  کنيم. مي

  
  ندارد به  푢رأس اتکاي  قوي مانند  푇درخت . ۱ادعا 

  

 푢 هاي مجاور و برگ 푢طوري که گراف حاصل از حذف 
   .همبند باشد

دارد به  푢رأس اتکاي قوي مانند  푇فرض کنيد درخت 
 푢 هاي مجاور و برگ 푢طوري که گراف حاصل از حذف 

باشد به طوري  푇 رأسي در 푤  همبند باشد. فرض کنيد
푑 که (푢,푤)   ماکسيمم است. درخت푇  را از 푤 ريشه

 .باشد  푢ما قبلرأس   푣دار کرده و فرض کنيد 
푇 = T − T گيريم. در اين صورت هر در نظر مي 

훾 (푇 از   퐸2푅퐷퐹	توان به يکرا مي 푓تابع -(
	푇 وسيله قرار دادن  به푓(푢푣) = و  {1,2}

푓(푒) =  푢푣 به جز   푢 براي هر يال ديگر واقع بر ∅
훾تعميم داد. بنابراين  (T) ≤ 훾 (푇 ) + اگر  .2

푣 ∈ 푆 آنگاه ،∑(푆 , T) = ∑(푆 , 푇 و اگر  (
푣 ∉ 푆آنگاه ، ∑(푆 , T) = ∑(푆 , 푇 ) + 1 .

푆)∑بنابراين  , T) − 1 ≤ ∑(푆 , 푇 ) ≤ m ≤
m− 푢. فرض کنيد 3 , u دو برگ مجاور با 푢    باشند

푆و  = 푆 ∪ {푢 , u ,S)∑. بنابراين { T) =
∑(푆 , T) + 2 ≤ m  و در نتيجه푎(푇) ≥

푎(푇 ) + با استفاده از فرض استقرا. 2
2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T      

 푢رأس اتکاي قوي مانند  푇کنيد درخت  بنابراين فرض 
هاي  و برگ 푢ندارد به طوري که گراف حاصل از حذف 

푃مسير قطري  .همبند باشد푢 مجاور  = 푣 v …v 
ريشه دار  vرا از 푇	  گيريم و نظر مي    را در푇	  در درخت 

푑푖푎푚(푇)اگر  .کنيم مي = ، آنگاه با استفاده از ادعاي 4
۱ ،푇  حکم برقرار ۲يک عنکبوت بوده و بنا به  قضيه ،

푑푖푎푚(푇)است. بنابراين فرض کنيد  ≥ . بنابر ادعاي 5
۱ ،T يک عنکبوت است.  
  

푑. ۲ادعا  (푣 )=2.  
푑فرض کنيد  (푣 ) ≥ صورت يکي از  در اين .3

   افتد. هاي زير اتفاق مي حالت
  

S سالم يک عنکبوت T. ۲,۱حالت  باشد که  
푡 ≥ 2. 푇 = T − T گيريم. با استفاده  در نظر مي

훾 ،۲ از قضيه (T) ≤ 훾 (푇 ) + t +  و 1
푎(T) ≥ 푎(푇 ) + t   . بنابراين با استفاده از +
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   فرض استقرا
2 2( ) ( ) t 1

t(T ) t ( ).
2

er erT T

a a T

    

      


 

  
يک عنکبوت زخمي بدست آمده  T. ۲,۲حالت 

1بوسيله زيرتقسيم  ≤ s ≤ 푡 − 퐾يال از ستاره  1 , 
  باشد.

푇 = T − T گيريم. با استفاده از قضيه در نظر مي 
۲،  훾 (T) ≤ 훾 (푇 ) + s 푎(T) و+ ≥

푎(푇 ) + t   . بنابراين با استفاده از فرض استقرا+
2 2( ) ( ) 1

(T ) t ( ).
2

er erT T s
sa a T

    

      


 

  
푑 کنيد بنابراين فرض  (푣 )=	푑 (푣 )=2 .  

  
.. ۳ادعا  푑 (푣 )=2  

푑فرض کنيد  (푣 ) ≥ 3 .푇 = T − T  در نظر
훾گيريم. در اين صورت هر  مي (푇 را  푓تابع -(
به وسيله قرار دادن 푇	   از 퐸2푅퐷퐹  توان به يک مي

푓(v v ) = {1} ،푓(v v ) = 푓(vو  ∅ v ) =
훾تعميم داد. بنابراين  {2} (T) ≤ 훾 (푇 ) +
v. اگر 2 ∈ 푆 آنگاه ،푆 = (푆 − {v }) ∪

{푣 , v , v vدر نظر گرفته و اگر  { ∉ 푆آنگاه ، 
푆 = 푆 ∪ {푣 , v در نتيجه . گيريم در نظر مي {
푎(푇) ≥ 푎(푇 ) + با استفاده از فرض استقرا. 2

2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T       
  کنيد بنابراين فرض 

푑 (푣 )=	푑 (푣 )=	푑 (푣 )=2 .  
  

푑. ۴ادعا  (푣 )=2.  
푑 فرض کنيد (푣 ) ≥ صورت يکي از  . در اين3

  افتد.  هاي زير اتفاق مي حالت
  

푤با برگ  푣 .۴,۱حالت  ≠ 푣 .مجاور است   
푇 = T − T گيريم. چون در نظر مي  

  

 ⋃ f(u푣 ) ≠ ∅∈ ( توانيم فرض کنيم  ، مي(
{1} ⊆ ⋃ f(u푣 )∈ ( در اين صورت . (

훾 (푇  푇	  از 퐸2푅퐷퐹  توان به يک را مي 푓تابع -(
푓(vوسيله قرار دادن  به v ) = {1} ،푓(v v ) =

푓(v v ) = 푓(vو  ∅ v ) = تعميم داد.  {2}
훾بنابراين  (T) ≤ 훾 (푇 ) + . حال 2

푆 = 푆 ∪ {푣 , v گيريم و در نتيجه  در نظر مي {
푎(푇) ≥ 푎(푇 ) +  با استفاده از فرض استقرا. 2

2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T        
  

موجود است به  T در 푥푦푣مسيري مانند . ۴,۲حالت 
푦طوري که  ≠ 푣 ،푑 (y)=2  و푑 (x)=1  .  

푇 = T − T گيريم. در اين صورت  در نظر مي
훾 (푇 موجود است به طوري که 푓 تابع -(

⋃ f(u푣 ) ≠ ∅∈ ( توانيم فرض کنيم  ، مي(
{1} ⊆ ⋃ f(u푣 )∈ (  در اين صورت. (

훾er2(푇  푇	از  퐸2푅퐷퐹  توان به يک را مي 푓تابع -(
푓(vوسيله قرار دادن  به v ) = {1} ،푓(v v ) =

푓(v v ) = 푓(vو  ∅ v ) = تعميم داد.  {2}
훾بنابراين  (T) ≤ 훾 (푇 ) + حال  2

푆 = 푆 ∪ {푣 , v گيريم و در نتيجه  در نظر مي {
푎(푇) ≥ 푎(푇 ) + با استفاده از فرض استقرا . 2

2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T        
  

موجود است  T در 푥푦푧푣5مسيري مانند . ۴,۳حالت 
푧به طوري که  ≠ 푣 ،푑 (y)=	푑 (z)=2  و

푑 (x)=1.    
푇 = T − T چون به ازاي هر  گيريم. در نظر مي

훾 (푇 푓،  تابع -(     5 2,f xy f yz f zv    
توانيم فرض کنيم  مي بدون از دست دادن کليت مسئله

{1} ⊆ f(z푣 훾در اين صورت . ( (푇 را  푓تابع - (
 به وسيله قرار دادن푇	   از 퐸2푅퐷퐹  توان به يکمي

푓(v v ) = {1} ،푓(v v ) = 푓(v v ) = و  ∅
푓(v v ) = 훾تعميم داد. بنابراين  {2} (T) ≤
훾 (푇 ) + 푆. حال 2 = 푆 ∪ {푣 , v در نظر  {

푎(푇)گيريم و در نتيجه  مي ≥ 푎(푇 ) +   با استفاده . 2
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  از فرض استقرا
2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T        

  
موجود است  T در 푥푦푧푤푣5مسيري مانند . ۴,۴حالت 

푤به طوري که  ≠ 푣 ،
푑 (y)=	푑 (z)=	푑 (w)=2 و 푑 (x)=1  .  

푇 = T − T توان  گيريم. به راحتي مي در نظر مي
훾er2(푇مشاهده کرد،  موجود است به طوري 푓 تابع -(

⋃که  f(u푣 ) ≠ ∅∈ ( توانيم فرض کنيم  . مي(
{1} ⊆ ⋃ f(u푣 )∈ (  در اين صورت .(

훾 (푇  از 퐸2푅퐷퐹  توان به يکرا مي 푓تابع -(
 	푇وسيله قرار دادن  به푓(v v ) = {1} ،

푓(v v ) = 	푓(v v ) = 푓(vو  ∅ v ) = {2} 
훾تعميم داد. بنابراين  (T) ≤ 훾 (푇 ) + . حال 2

푆 = 푆 ∪ {푣 , v گيريم و در نتيجه  در نظر مي {
푎(푇) ≥ 푎(푇 ) +  با استفاده از فرض استقرا. 2

2 2( ) ( ) 2 (T ) 2 ( ).er erT T a a T        
푑 بنابراين (푣 )=	푑 (푣 )=	푑 (푣 )=	푑 (푣 )=2 

푑و  (푣 هاي زير  صورت يکي از حالت در اين .1=(
   افتد. اتفاق مي

  
푑. ۱حالت  (푣 ) ≥ 3.  

푇 = T − T گيريم. در اين صورت هر  در نظر مي
훾 (푇  از  퐸2푅퐷퐹  توان به يکرا مي 푓تابع -(

 	푇وسيله قرار دادن  به푓(v v ) = 푓(v v ) =
{1} ،푓(v v ) = 푓(v v ) = 푓(vو  ∅ v ) =
훾تعميم داد. بنابراين  {2} (T) ≤ 훾 (푇 ) +
v . اگر3 ∈ 푆 آنگاه ،푆 = (푆 − {v }) ∪

{푣 , v , v , v vدر نظر گرفته و اگر  { ∉ 푆آنگاه ، 
푆 = 푆 ∪ {푣 , v , v در نتيجه . گيريم در نظر مي {
푎(푇) ≥ 푎(푇 ) + با استفاده از فرض استقرا. 3

2 2( ) ( ) 3 (T ) 3 ( ).er erT T a a T      
  

푑. ۲حالت  (푣 ) = 2.  
푇 = T − T گيريم. چون به ازاي هر در نظر مي 

훾 (푇 푓 ،تابع -(     3 4 4 5 5 6vv v v v v 2,f f f    

توانيم فرض کنيم  مي بدون از دست دادن کليت مسئله
{1} ⊆ f(v v 훾در اين صورت  .( (푇  푓تابع -(

وسيله قرار دادن  به푇	  از  퐸2푅퐷퐹  توان به يک را مي
푓(v v ) = 푓(vو  {2} v ) = تعميم داد.  ∅

훾بنابراين  (T) ≤ 훾 (푇 ) +  . حال1
푆 = 푆 ∪ {푣 گيريم و در نتيجه  در نظر مي {

푎(푇) ≥ 푎(푇 ) + با استفاده از فرض استقرا . 1
2 2( ) ( ) 1 (T ) 1 ( ).er erT T a a T      

  شود. در نتيجه اثبات کامل مي
  
  گيري نتيجه - ۳

رنگين -۲اي يالي  رابطه بين عدد احاطهدر اين مقاله 
 ها را بررسي کرده و نشان کمان و عدد پوچساز در درخت

푛 از مرتبه 푇داده شد براي هر درخت  ≥ 2 ،
훾 (T) ≤ 푎(푇).   
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