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  چکيده
اي داراي تاخير محدود در حالت ارائه در اين مقاله معيارهايي براي بررسي پايداري دستگاه معادلات ديفرانسيل فازي ضربه

گردد. ابتدا، قضيه مقايسه جديدي براي کرانداري پاسخ سيستم ديفرانسيل فازي در قياس با سيستم ديفرانسيل معمولي مي
گردد؛ همچنين، براي تحليل پايداري توابع غيرنزولي شبه يکنواي فوقاني بيان ميبعدي بر اساس مفهوم  Nتعيني در فضاي 

گردند. سپس با استفاده از اين توابع برداري شبه لياپانوف به هاي ديناميکي فازي، توابع شبه لياپانوف برداري تعريف ميسيستم
نواع مفاهيم پايداري (پايداري نهايي، پايداري همراه قضيه مقايسه جديدي که مطرح شده است، برخي قضايا براي بررسي ا

شوند. اي داراي حالت تاخيردار مطرح ميمجانبي، پايداري قوي و پايداري يکنواخت) براي سيستم ديفرانسيل فازي ضربه
راي نحوه رسند. در انتها مثالي روشنگر بعلاوه بر آن، قضاياي پايداري کاربردي بر حسب دو معيار ارائه شده و به اثبات مي

  گردد.بکارگيري قضاياي پايداري مطرح و پايداري يک سيستم ديفرانسيل فازي داراي تاخير بررسي مي
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  مقدمه - ۱
کاملا شناخته شده است  ١امروزه نظريه پايداري لياپانوف
اند. از آن ارائه شده [2 ,1]و تئوري و کاربردهاي آن در 

جايي که يافتن تابع لياپانوف امري مشکل است، در عمل 
مطرح شده که روشي  ٢مفهوم پايداري بر حسب دو معيار

موارد، از جمله . در برخي [6-3]بسيار قدرتمند است 
هايي نگه داشتن دماي يک پروسه شيميايي بين کران

خاص، نوسان فضاپيما حول يک مسير و غيره، حالت 
تواند به اندازه سيستم شايد ناپايدار باشد، ولي سيستم مي

کافي نزديک به حالت مطلوب نوسان داشته باشد به 
اي که عملکرد سيستم عملا مناسب باشد. در اين گونه
  معرفي شده است ٣رد مفهوم پايداري کاربرديموا

هاي . در مراجع فوق، نويسندگان پايداري سيستم[7-9]
اند. اين در (جهش حالت) را بررسي کرده ٤بدون ضربه

حالي است که در مدلسازي بسياري از مسائل دنياي 
، بايد اثرات ٥هاي سوئيچ شوندهواقعي، از جمله سيستم

 [20-10 ,5]در مراجع  ز در نظر بگيريم.اي را نيضربه
بررسي شده است.  ٦ايپايداري معادلات ديفرانسيل ضربه

شود، در کارهاي قبلي همانطور که مشاهده مي
ها فقط به حالت اند که حالتنويسندگان فوق فرض کرده

کنوني بستگي دارد؛ اين در حالي است که در بسياري 
داريم، آن ها به حالت گذشته هم  اخير زمانيموارد که ت

 .[23-21]وابستگي دارند 
 ٧گردد، در کارهاي پيشين، فازي بودنمي چنانچه مشاهده

ها لحاظ نشده است؛ در حالي که اين مساله در پديده
دنياي واقعي غيرقابل اجتناب است؛ چرا که فازي، راهي 

و بطور  ٨هاي داراي عدم قطعيتبراي مدلسازي سيستم
. بنابراين، ما در [29-24]يقيني مشخص نشده است 

اين مقاله قضايايي براي بررسي انواع پايداري (پايداري 
و پايداري  ١١، پايداري قوي١٠، پايداري مجانبي٩نهايي

                                                
1. Lyapunov stability theory 
2. stability in terms of two measurements 
3. practical stability 
4. impulse 
5. switching systems 
6. impulsive differential equations 
7. fuzziness 
8. uncertainty 
9. eventual stability 

اي داراي ) معادلات ديفرانسيل فازي ضربه١٢يکنواخت
  حالت تاخيري ارائه خواهيم کرد.

، برخي ۲هاي اين مقاله بدين شرح است: در بخش بخش
ها استفاده مفاهيم و تعاريف پايه که در ادامه مقاله از آن

، ابتدا قضيه ۳کنيم. در بخش کنيم را معرفي ميمي
با سيستم  ١٤سيستم ديفرانسيل فازي ١٣مقايسه

بعد بر اساس مفهوم  Nدر  ١٥ديفرانسيلي معمولي
گردد. در اينجا بيان مي ١٦غيرنزولي شبه يکنواي فوقاني
هاي ديناميکي فازي، توابع براي تحليل پايداري سيستم

گردند. سپس با استفاده تعريف مي ١٧شبه لياپانوف برداري
از اين توابع به همراه قضيه مقايسه جديد برخي قضايا 

راي بررسي انواع مفاهيم پايداري براي سيستم ب
شوند. اي داراي تاخير مطرح ميديفرانسيل فازي ضربه

علاوه بر آن، قضاياي پايداري کاربردي بر حسب دو معيار 
رسند. پس از آن مثالي روشنگر ارائه شده و به اثبات مي

براي نحوه بکارگيري قضاياي پايداري مطرح و پايداري 
  رانسيل فازي داراي تاخير بررسي يک سيستم ديف

آورده شده  ۴گيري در بخش گردد. در نهايت، نتيجهمي
  است.

  
  مفاهيم و تعاريف اوليه - ۲

در اين بخش برخي نمادها، تعاريف و نتايج را که در ادامه 
 ,28 ,17 ,10 ,9 ,7 [ شوند از مراجعمقاله استفاده مي

  شوند.ذکر مي ] 30
  فضاي توابع فازي را بصورت زير نمايش و تعريف 

  کنيممي
ࡱ = ℝ:࢛} → [,]	}  

  
  کند:شرايط زير را ارضا مي ࢛به قسمي که 

࢞نرمال است، يعني  ࢛(الف)  ∈ ℝوجود دارد به  
(࢞)࢛اي که گونه = ؛  

                                                             
10. asymptotic stability 
11. strong stability 
12. uniform stability 
13. comparison theorem 
14. fuzzy differential system 
15. ordinary differential equation 
16. upper quasi-monotone nondecreasing 
17. vector lyapunov-like functions 
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است، يعني براي هر  ١٨محدب فازي ࢛(ب) 
࢟,࢞ ∈ ℝࣅو   ∈ [,] داريم:   

࢞ࣅ)࢛ + ( − (࢟(ࣅ ≥   ;{(࢟)࢛,(࢞)࢛}
 

  است؛ ١٩شبه پيوسته از بالا ࢛(ج) 
[࢛](د)  = ࢞}ࢉ ∈ ℝ|	(࢞)࢛ > }  فشرده
  است.
ࢻبراي  ∈ (,][28] :کنيم، تعريف مي  

ࢻ[࢛] = ࢞}ࢉ ∈ ℝ|	(࢞)࢛ ≥  .{ࢻ
  

  بعدي-Nسپس فضاي فازي 
ࡺ(ࡱ) ≡ ࡱ × ࡱ × …	× بار      , ࡱ  , ࡺ
 ℕ	ࣕ	ࡺ

  
  زير بر روي آن  ٢٠را به همراه متر فازي برداري

(ࢅ,ࢄ)෪ࡰ = 
,ࢄ)ࡰ) ,(ࢅ ,ࢄ)ࡰ ,(ࢅ … ,ࡺࢄ)ࡰ,  ((ࡺࢅ

  
  :گيريم که در آندر نظر مي

,ࢄ)ࡰ (ࢅ ≡ ,ࢻ[ࢄ])ࡰஸࢻஸܘܝܛ   (ࢻ[ࢅ]
  

است، به طوري که فاصله  ࡱمتر فازي بر روي 
  گرددبصورت زير تعريف مي ٢١هاسدورف

[,]ࡰ ≡
ࣕ࢞ܘܝܛ൛࢞ࢇ (,࢞)ࢊ , ࣕ࢟ܘܝܛ   ൟ(,࢟)ࢊ

  
(,࢞)ࢊکه منظور از  ≡ ࣕ࢟ܖܑ فاصله  (࢟,࢞)ࢊ

  است. تا مجموعه  ࢞عنصر 
براي توابع فازي بصورت زير  ٢٢همچنين، مشتق هاکوهارا

  :گرددتعريف مي
(࢚)ࡲࡴࡰ ≜ శ→ࢎܕܑܔ

(࢚)ࡲି(ࢎା࢚)ࡲ
ࢎ

=

శ→ࢎܕܑܔ
(ࢎି࢚)ࡲି(࢚)ࡲ

ࢎ
  

  
  با تعريف نرم ماکزيمم بصورت

                                                
18. fuzzy convex 
19. upper semicontinuous 
20. vector fuzzy metric 
21. Hausdorf distance 
22. Hukuhara derivative 

‖ࢁ‖ ≡ ࡹ‖ࢁ‖ ≜   |ࢁ|ࡺஸஸܠ܉ܕ
  

 است کره فازي بصورت زير قابل فرض
(࣋)ࡿ ≜ ൛ࢄ ∈ ,ࢄ෪൫ࡰฮ	:ࡺ(ࡱ) ൯ฮ <   ൟ࣋

  
با  ٢٣يک مقياس زماني ࣮فرض کنيد  :١-٢تعريف 

࢚ ٢٤کوچکترين عضو ≥  ٢٥و بدون بزرگترين عضو 
,࣌) ٢٦هاي (عملگرهاي پرشنگاشت باشد. ञ:࣋ → ञ 

  [9]شوند بصورت زير تعريف مي
(࢚)࣌ = ࢙)ܖܑ ∈ ञ; ࢙ >   (࢚
(࢚)࣋	 = ࢙)ܘܝܛ ∈ ञ; ࢙ <  . (࢚

  
ञ:ࡳتابع  :٢- ٢تعريف  × ऑ → ℝکه  ࡺऑ   

است، را غيرنزولي شبه يکنوا در  ࡺℝاي در فضاي ناحيه
ञ× ऑ  ࢚)گوييم اگر براي هر جفت نقطه, و  (ࢻ
,࢚) ×ञاز  (ࢼ ऑ    و = ,,… ، نامساوي ࡺ,

,࢚)ࡳ (ࢻ ≥ ࢻبرقرار باشد بازاي  (ࢼ,࢚)ࡳ =  ࢼ
ࢻو  ≥ ، باࢼ = , , …  ,ࡺ, ≠ ، يعني براي 

࢚هر  ∈ ञ  و = ,,… ,࢚)ࡳ، توابع  ࡺ, بر  (ࢻ
,ࢻ)حسب  … , ,ିࢻ ,ାࢻ … , صعودي  (ࡺࢻ

  .[10]باشند 
  

ञ:ࡳتابع  :٣- ٢تعريف  × ऑ → ℝࡺ) ࡺ ≥ )  را
گويند، اگر براي  ࢁغيرنزولي شبه يکنوا از بالا بر حسب 

ࢃ,ࢁ ∈ ℝା
‖ࢁ‖، نامساوي ࡺ ≤ نتيجه دهد  ‖ࢃ‖

,࢚)ࡳ‖ ‖(ࢁ ≤   [9].  ‖(ࢃ,࢚)ࡳ‖
  

هايي از توابع بصورت زير تعريف کلاس :٤- ٢تعريف 
  شوندمي

क ≜ ቊ
ࢻ ∶ ,	ାࡾ] ,[ାࡾ

()ࢻ	و(࢚)ࢻ	اکيدا	صعودي	است = ቋ  

ࢣ ≜ ൛ࢎ ∈ ञ] × ࡺ(ࡱ) , ࢚∀	:[ାࡾ ∈
ञ, ࡺ(ࡱ)ࣕࢄܖܑ ,࢚)ࢎ (ࢄ = ൟ  

                                                
23. time scale 
24. minimal element 
25. maximal element 
26. jump operators 
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ࢊࢣ ≜ ൛ࢎ ∈ ࢊࡾ] × ,ࡺ(ࡱ) ࢚∀	:[ାࡾ ∈
ࢊࡾ = ,(∞,ࢊ−] ࡺ(ࡱ)ࣕࢄܖܑ ,࢚)ࢎ (ࢄ = ൟ  

  
ࢎبا فرض  :٥-٢تعريف  ∈ ࣒، ࢊࢣ ∈

,[,ࢊ−])ࡼ ࢚و بازاي هر  (ࡺ(ࡱ) ∈ ञ  تعريف
  [7]کنيم مي

(࣒,࢚)෪ࢎ ≜ ஸࣀஸࢊି࢛࢙ ࢚൫ࢎ +   ൯(ࣀ)࣒,ࣀ
  

࢚عضو غيرماکزيمال  :۶-۲تعريف  ∈ ञ  را پراکنده از
(࢚)࣌گوييم اگر  (rs) ٢٧راست > و متراکم از  ࢚
(࢚)࣌ناميم اگر  (rd) ٢٨راست = . عضو غيرمينيمال ࢚

࢚ ∈ ञ ٢٩را پراکنده از چپ (ls)  (࢚)࣋گوييم اگر <  ࢚
(࢚)࣋ناميم اگر  (ld) ٣٠و متراکم از چپ =   [9] .࢚

  
ञ:ࡴنگاشت  :٧-٢تعريف  × ℝ → ℝرا  

ࡴگوييم و بصورت  ٣١پيوسته متراکم از راست ∈
ञ]ࢊ࢘ ×ℝ, ℝدهيم اگرنمايش مي [  

ماکزيمال يا متراکم از راست، در هر  ࢚(الف) بازاي 
,࢚)   پيوسته باشد؛ (࢞

,ି࢚)ࡴ(ب) حدود  (࢞ = ,࢙)ࡴ(࢞,ష࢚)→(࢟,࢙)ܕܑܔ و  (࢟
,࢚)ࡴ࢞→࢟ܕܑܔ ,࢚)در هر  (࢟ متراکم از  ࢚بازاي  (࢞

  [9]چپ موجود باشند. 
  

ञ:ࢂتابع  :٨- ٢تعريف  × (࣋)ࡿ → ℝمتعلق به  ࡺ
  [17]است اگر  খکلاس 

,ି࢚]هاي در تمام بازه ࢂ(الف) تابع  (࢚ ×  (࣋)ࡿ
࢚پيوسته باشد و براي تمام  ∈ ञ داشته باشيم ،

,࢚)ࢂ ) ≡ ؛  
,࢚)ࢂ(ب) تابع  باشد؛  ࢄبرحسب  ٣٢ليپ شيتز محلي (ࢄ

  يعني براي 
,࢚)ࢂ| (ࢄ − ,࢚)ࢂ |(ࢅ ≤  ,(ࢅ,ࢄ)෪ࡰ(࢚)ࡸ

  

                                                
27. right-scattered (rs) 
28. right-dense (rd) 
29. left-scattered (ls) 
30. left-dense (ld) 
31. right-dense (rd) continuous 
32. locally Lipschitzian 

با عناصر  ࡺ×ࡺيک ماتريس  (࢚)ࡸکه در آن 
 است و ℝାغيرمنفي پيوسته بر 

,࢚)ࢂ|  (ࢄ − ,࢚)ࢂ |(ࢅ ≡ (ࢄ,࢚)ࢂ|) −
,࢚)ࢂ ,|(ࢅ (ࢄ,࢚)ࢂ| −
,࢚)ࢂ ,|(ࢅ … , (ࢄ,࢚)ࡺࢂ| − ,࢚)ࡺࢂ  .(|(ࢅ

  
,࢚)ࢂ|در اينجا منظور از  ، بردار |(ࢄ

,|(ࢄ,࢚)ࢂ|) …,|(ࢄ,࢚)ࢂ| , ,࢚)ࡺࢂ| است  (|(ࢄ
ها (ࢂکه  = ,,…   هستند. ࢂ) عناصر ࡺ,

(ج) براي هر  ∈ ℕ  حدود کراندار زير وجود داشته
  باشند

ܕܑܔ
(ࢄ,࢚)→(ࢅ,࢚)

,࢚)ࢂ (ࢅ = ,ି࢚)ࢂ  (ࢄ
  

ࢂفرض کنيد  :٩- ٢تعريف  ∈ খ  است؛ مشتق چپ
  [10]گردد ديني براي اين تابع بصورت زير تعريف مي

,࢚)ࢂିࡰ (ࢄ ≡ 	ܕܑܔ
ష→(࢚)ࢎ

 ܖܑ	
࢚ቀࢂ + ࢚൫ࢄ,(࢚)ࢎ + ൯(࢚)ࢎ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ࢚)ࢄ,(࢚)ࢄ − ൯ቁ(ࢊ − ,࢚൫ࢂ ൯(࢚)ࢄ

(࢚)ࢎ
 

=
,(࢚)࣌ቀࢂ ൯(࢚)࣌൫ࢄ + (࢚)࣌) − ,(࢚)ࢄ,࢚൫ࡲ(࢚ ࢚)ࢄ − ൯ቁ(ࢊ − ൯(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂ

(࢚)࣌ − ࢚
 

 
  نتايج اصلي - ۳

اي داراي تاخير سيستم معادلات ديفرانسيل فازي ضربه
  گيريم:زير را در نظر مي

)۳,۱(  

ቐ
(࢚)ࢄࡴࡰ = ,࢚൫ࡲ ࢚)ࢄ,(࢚)ࢄ − ࢚				,൯(ࢊ ∈ ,࢚) [ା࢚

(ା࢚)ࢄ = (ࢄ)ࡵ			,ࢄ = ,	ࢄ ࢚)ࢄ + (࢚ = ,(࢚)࣒ ࢚ ∈ [,ࢊ−]
(࢚)ࢄ = ,ࢄ (ା࢚)ࢄ = ,	ାࢄ ାࢄ = ࢄ + ,(ࢄ)ࡵ  ∈ ℕ

 

 
ࢊکه در آن  = ࢚࢙ࢉ >   ،تاخير محدود

ࡲ ∈ ञ]ࢊ࢘ × ࢹ ,ࢹ× اي حوزه ߗکه  [ࡺ(ࡱ)
࣒شامل مبدا در فضاي فازي،  ∈ ,[,ࢊ−]] ، [ࢹ

,࢚)ࡲ ,, ) ≡  ،ࡵ൫൯ =  ، = ࢚ <
࢚ < ⋯ < ࢚ < ࢚، ⋯ → بازاي ∞ → ∞ ،

(ା࢚)ࢄ = శ࢚→࢘ܕܑܔ (ି࢚)ࢄو  (࢘)ࢄ =
ష࢚→࢙ܕܑܔ ࡺ(ࡱ)	:ࡵهستند. توابع  (࢙)ࢄ →

بازاي  ࡺ(ࡱ) = ,,… اي هستند که اگر به گونه
ฮࡰ෪൫ࢄ,൯ฮ < (ࢄ)ࡵو  ࡸ ≠   باشد، آنگاه

ฮࡰ෪൫ࢄ+ ,(ࢄ)ࡵ ൯ฮ <  ࡸاست که در آن  ࡸ
  مبدا فازي است. ثابتي مثبت و 
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,[,ࢊ−])ࡼمنظور از  ℝاي مجموعه توابع تکه (ࡺ
,ࢊ−]	:ࢌپيوسته از چپ  ] → ℝبا نرم سوپريمم  ࡺ

|ࢌ| =  ‖∙‖است، که در آن  ‖(࢘)ࢌ‖ஸ࢘ஸࢊିܘܝܛ
  است. ࡺℝنرمي در فضاي 

  کنيم شرايط زير برقرار باشد:فرض مي
:(࢙)ࢄ(الف) براي هر تابع  ࢚] − (∞,ࢊ →

که در آن  ࢚که همه جا پيوسته است به جز در  ࡺ(ࡱ)
(ା࢚)ࢄموجود و  (ି࢚)ࢄو  (ା࢚)ࢄ =  (࢚)ࢄ
,࢚൫ࡲاست، تابع  ,(࢚)ࢄ ࢚)ࢄ − بازاي تقريبا هر  ൯(ࢊ
࢚ ∈ ञ اش، از چپ پيوسته است و در نقاط ناپيوستگي

  پيوسته است.
,࢚)ࡲ(ب) تابع  در هر مجموعه فشرده  ࣐بر حسب  (࣐

,[,ࢊ−])ࡼاز  ℝليپ شيتز است. (ࡺ  
موجود ) ۳,۱(با شرايط فوق، جواب يکتايي براي سيستم 

  .[23]است 
  ، سيستم )۳,۱(به همراه سيستم ديفرانسيل فازي 

  گيريم:معمولي (يقيني) زير را در نظر مياي مقايسه
)۳,۲(  

൞

(࢚)ᇱࢁ = ,࢚)ࡳ ࢚				,(ࢁ > ,࢚ ࢚ ∈ ,࢚) [ା࢚
(࢚)ࢁ = ,ࢁ

(࢚)ࢁ = ,ࢁ (ା࢚)ࢁ = ࢁ
ା	, ࢁ

ା = ࢁ + ,(ࢁ)ࡶ  ∈ ℕ
 

  
ञ:ࡳدر آن  × ऑ → ℝࡶ، ࡺ: ऑ → ℝࡺ,  ∈ ℕ ،

ࢁشامل مبدا و  ࡺℝاي از حوزه ऑکه  ∈ ऑ  است. اگر
,࢚]ماکزيمم بازه به فرم  ) ۳,۲(که جواب سيستم  (࢝

,࢚)ାࡶتعريف شده است را با  نمايش دهيم، با  (ࢁ
فرض برقراري شرايط (الف) و (ب) فوق، 

,࢚)ାࡶ (ࢁ = ञ = ,࢚]   .[10]است  (∞
پردازيم که با حال به تعريف برخي از مفاهيم پايداري مي

  اند.استخراج شده [23 ,9]توجه به مراجع 
  

(࢚)ࢁاگر :١- ٣تعريف  = ,࢚)ࢁ ,࢚ پاسخي   (ࢁ
  باشد، آنگاه اين سيستم را) ۳,۲(از سيستم 

(EPS) 33(الف) پايدار کاربردي نهايي ناميم، اگر براي  
 < ࢻ < ࢼ و برخي   ࢚ ∈ ञ،∃	(ࢼ,ࢻ)࣎ > ; 

                                                
33. eventual practical stable (EPS) 

‖ࢁ‖ < ‖(࢚)ࢁ‖ ⇒ ࢻ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎ ,(ࢼ ࢚ ∈ ञ; 
 

گوييم،  (UEPS) ٣٤(ب) پايدار کاربردي نهايي يکنواخت
࢚اگر (الف) بازاي هر  ∈ ञ برقرار باشد؛  

ناميم، اگر  (EPQ) ٣٥(ج) شبه پايدار کاربردي نهايي
,ࢼ,ࢻ ࢀ >   ࢚و برخي ∈ ञ با:  

࢚  + ࢀ ∈ ञ،∃	ࢻ)࣎, (ࢼ > ; ‖ࢁ‖ <  ⇒ ࢻ
‖(࢚)ࢁ‖ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎  , (ࢼ
࢚ ∈ ञ; 

  
 (UEPQ) ٣٦(د) شبه پايدار کاربردي نهايي يکنواخت

࢚گوييم، اگر (ج) بازاي هر  ∈ ञ برقرار باشد؛  
ناميم، اگر  (SEPS) ٣٧(ه) پايدار کاربردي نهايي قوي

  (الف) و (ج) همزمان برقرار باشند؛
 (SUEPS) ٣٨(و) پايدار کاربردي نهايي يکنواخت قوي

  گوييم، اگر (ب) و (د) بطور توام برقرار باشند.
  

,ࡽفرض کنيد  :۲-٣تعريف  ࡽ ∈ क ،
(࢚)ࢁو = ,࢚)ࢁ ,࢚  )۳,۲(پاسخي از سيستم   (ࢁ

  باشد، آنگاه اين سيستم را
,ࡽ)(الف)  ,ࡽ))پايدار کاربردي نهايي -(ࡽ -(ࡽ
EPS)  ناميم، اگر براي < ࢻ < و برخي  ࢼ
࢚ ∈ ञ،  

,ࢻ)࣎	∃ (ࢼ > ; ࡽ(‖ࢁ‖) <  ⇒ ࢻ
(‖(࢚)ࢁ‖)ࡽ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎ ,(ࢼ ࢚ ∈
ञ; 
 

,ࡽ)(ب)  پايدار کاربردي نهايي يکنواخت -(ࡽ
,ࡽ)) گوييم، اگر (الف) بازاي هر  (UEPS-(ࡽ

࢚ ∈ ञ برقرار باشد؛  

                                                
34. uniform eventual practical stable (UEPS) 
35. eventual practical quasistable (EPQ) 
36. uniform eventual practical quasistable 
(UEPQ) 
37. strong eventual practical stable (SEPS) 
38. strong uniform eventual practical stable 
(SUEPS) 
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,ࡽ)(ج)  ,ࡽ))شبه پايدار کاربردي نهايي -(ࡽ -(ࡽ
EPQ)  ࢼ,ࢻناميم، اگر براي, ࢀ >   و برخي
࢚ ∈ ञ  ࢚با + ࢀ ∈ ञ،  

,ࢻ)࣎	∃ (ࢼ > ; ࡽ(‖ࢁ‖) <  ⇒ ࢻ
(‖(࢚)ࢁ‖)ࡽ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎ ࢚ ,(ࢼ ∈ ञ; 

  
,ࡽ)(د)  شبه پايدار کاربردي نهايي يکنواخت -(ࡽ

,ࡽ)) گوييم، اگر (ج) بازاي هر  (UEPQ-(ࡽ
࢚ ∈ ञ برقرار باشد؛  

,ࡽ)(ه)  ,ࡽ))پايدار کاربردي نهايي قوي - (ࡽ -(ࡽ
SEPS) ناميم، اگر (الف) و (ج) همزمان برقرار باشند؛  

,ࡽ)(و)  پايدار کاربردي نهايي يکنواخت قوي -(ࡽ
,ࡽ)) گوييم، اگر (ب) و (د) بطور توام  (SUEPS-(ࡽ

  برقرار باشند.
  

ࢎفرض کنيد  :۳-٣تعريف  ∈ ࢎ، ࢊࢣ ∈ ، ࢣ
(࢚)ࢄو = ,࢚)ࢄ ,࢚  )٣,١( پاسخي از سيستم  (࣒

  باشد، آنگاه اين سيستم را
-(ࢎ,෪ࢎ))پايدار کاربردي نهايي - (ࢎ,෪ࢎ)(الف) 
EPS)  ناميم، اگر براي < ࢻ < و برخي  ࢼ
࢚ ∈ ञ،  

,ࢻ)࣎	∃ (ࢼ > ; ࢎ෪(࢚, (࣒ <  ⇒ ࢻ
,࢚)ࢎ ((࢚)ࢄ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎ ࢚ ,(ࢼ ∈ ञ; 

  
پايدار کاربردي نهايي يکنواخت -(ࢎ,෪ࢎ)(ب) 

گوييم، اگر (الف) بازاي هر  (UEPS-(ࢎ,෪ࢎ))
࢚ ∈ ञ برقرار باشد؛  

-(ࢎ,෪ࢎ))شبه پايدار کاربردي نهايي - (ࢎ,෪ࢎ)(ج) 
EPQ)  ࢼ,ࢻناميم، اگر براي, ࢀ >   و برخي
࢚ ∈ ञ  ࢚با + ࢀ ∈ ञ،  

,ࢻ)࣎	∃ (ࢼ > ;	ࢎ෪(࢚, (࣒ <  ⇒ ࢻ
,࢚)ࢎ ((࢚)ࢄ < ࢚ ,ࢼ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎ ࢚ ,(ࢼ ∈ ञ; 

  
شبه پايدار کاربردي نهايي يکنواخت -(ࢎ,෪ࢎ)(د) 

گوييم، اگر (ج) بازاي هر  (UEPQ-(ࢎ,෪ࢎ))
࢚ ∈ ञ اشد؛برقرار ب  

-(ࢎ,෪ࢎ))پايدار کاربردي نهايي قوي -(ࢎ,෪ࢎ)(ه) 
SEPS) ناميم، اگر (الف) و (ج) همزمان برقرار باشند؛  

پايدار کاربردي نهايي يکنواخت قوي - (ࢎ,෪ࢎ)(و) 
گوييم، اگر (ب) و (د) بطور توام  (SUEPS-(ࢎ,෪ࢎ))

  برقرار باشند.
-(ࢎ,෪ࢎ)) ٣٩پايدار مجانبي کاربردي-(ࢎ,෪ࢎ)(ز) 

PAS) ناميم، اگر (الف) برقرار باشد و  
࢚∀ ∈ ञ	∃	ࢀ = ,࢚)ࢀ (ࢿ > ; 

,࢚)෪ࢎ (࣒ < ,࢚)ࢎ ⇒ ࢻ ((࢚)ࢄ <  ,ࢿ
࢚ ≥ ࢚ +  ;ࢀ

  
 ٤٠پايدار مجانبي کاربردي يکنواخت-(ࢎ,෪ࢎ)(ح) 

 ࢀگوييم، اگر (ب) برقرار باشد و  (UPAS-(ࢎ,෪ࢎ))
  باشد. ࢚در (ز) مستقل از 

حال اصول مقايسه و قضاياي پايداري جديد را براي 
سيستم معادلات ديفرانسيل فازي داراي تاخير، در فضاي 

  کنيم.بعدي را ارائه مي-Nفازي 
  

  فرض کنيد :٤-٣قضيه 
ञ]	ࣕ	ࢂ(الف)  × ࡺ(ࡱ) , و براي  [ࡺࡾ

,ࢄ ,࢚)ࢂ|داشته باشيم  ࡺ(ࡱ)	ࣕ	ࢅ (ࢄ −
,࢚)ࢂ |(ࢅ ≤  (࢚)ࡸکه در آن  (ࢅ,ࢄ)෪ࡰ(࢚)ࡸ

است  ାࡾبا عناصر پيوسته نامنفي بر  ࡺ×ࡺماتريس 
 و طبق تعريف

,࢚)ࢂ| (ࢄ − ,࢚)ࢂ |(ࢅ ≡ ,࢚)ࢂ|) (ࢄ −
,࢚)ࢂ ,|(ࢅ (ࢄ,࢚)ࢂ| −
,࢚)ࢂ ,|(ࢅ … , (ࢄ,࢚)ࡺࢂ| − ,࢚)ࡺࢂ  .(|(ࢅ

  
,࢚)ࢂ|در اينجا منظور از  بردار  |(ࢄ

,|(ࢄ,࢚)ࢂ|) …,|(ࢄ,࢚)ࢂ| , ,࢚)ࡺࢂ| است  (|(ࢄ
ها (ࢂکه  = ,,…   هستند. ࢂ) مولفه هاي ࡺ,

بازاي  ࢁغيرنزولي شبه يکنواي فوقاني بر حسب  ࡳ(ب) 
  :داريم ࡺ(ࡱ)	ࣕ	ࢄاست، و براي  ञ	ࣕ	࢚هر 

,࢚)ࢂିࡰ (ࢄ ≤ ,࢚)ࡳ ,࢚)ࢂ   ((ࢄ

                                                
39. (ℎ෪,ℎ)-practical asymptotic stable 
((ℎ෪,ℎ)-PAS) 
40. (ℎ෪,ℎ)-uniform practical asymptotic 
stable ((ℎ෪,ℎ)-UPAS) 



 

 ۱۱۱                                                                                 اي داراي حالت تاخيري محدودتحليل پايداري معادلات ديفرانسيل فازي ضربه
 

   

	ࢁ(ج)   ∈ (࢚)ࡹ، و ࡺࡾ	 = ,࢚)ࡹ ,࢚ پاسخ  (ࢁ
  :سيستم زير است ٤١ماکزيمال

ᇱࢁ = ,࢚)ࡳ (࢚)ࢁ											,(ࢁ =   ࢁ
  

  آنگاه براي هر پاسخ سيستم فازي
ࢄࡴࡰ = ,࢚)ࡲ (࢚)ࢄ										,(ࢄ =   ࢄ

  
  داريم

,࢚)ࢂ‖ ‖(ࢄ ≤ ࢚										,	‖(࢚)ࢁ‖ ∈ ञ	,  
  

  دهدکه نتيجه مي
,࢚)ࢂ‖ ‖(ࢄ ≤   ‖ࢁ‖

  
(࢚)کنيم تعريف مي اثبات: = ,࢚)ࢂ . طبق ((࢚)ࢄ

  (الف) داريم
+࢚൫ ൯(࢚)ࢎ (࢚)− =	
ࢂ ቀ࢚ + ,(࢚)ࢎ ࢚൫ࢄ + ൯ቁ(࢚)ࢎ − ,࢚൫ࢂ  ൯(࢚)ࢄ

= ࢚ቀࢂ + ,(࢚)ࢎ ࢚൫ࢄ + ൯ቁ(࢚)ࢎ −	

ࢂ ቀ࢚ + ,(࢚)ࢎ (࢚)ࢄ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ൯ቁ(࢚)ࢄ +

࢚ቀࢂ + ,(࢚)ࢎ (࢚)ࢄ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ൯ቁ(࢚)ࢄ −

,࢚൫ࢂ ൯(࢚)ࢄ ≤ ࢚൫ࡸ + ෪ࡰ൯(࢚)ࢎ ቀࢄ൫࢚ +

,൯(࢚)ࢎ (࢚)ࢄ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ൯ቁ(࢚)ࢄ +

࢚ቀࢂ + ,(࢚)ࢎ (࢚)ࢄ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ൯ቁ(࢚)ࢄ −
,࢚൫ࢂ   ൯(࢚)ࢄ

  
  :آوريمبدست مي ٤٢با اعمال خواص متر هاسدورف

+࢚൫ ൯(࢚)ࢎ (࢚)− ≤ 
࢚൫ࡸ + ෪ࡰ൯(࢚)ࢎ ቀࢄ൫࢚ + ൯(࢚)ࢎ −

,(࢚)ࢄ ൯ቁ(࢚)ࢄ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ +  

࢚ቀࢂ + ,(࢚)ࢎ (࢚)ࢄ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ൯ቁ(࢚)ࢄ −
,࢚൫ࢂ   ൯(࢚)ࢄ

  
  :طبق تعريف مشتق چپ ديني خواهيم داشت

                                                
41. maximal solution 
42. Hausdorff metric 

(࢚)ିࡰ ≡ ష→(࢚)ࢎܕܑܔ ܖܑ
(࢚)൯ି(࢚)ࢎା࢚൫

(࢚)ࢎ
≤

ష→(࢚)ࢎܕܑܔ ܖܑ ቈ
൯ቁ(࢚)ࢄ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ,(࢚)ࢄ൯ି(࢚)ࢎା࢚൫ࢄ෪ቀࡰ൯(࢚)ࢎା࢚൫ࡸ

(࢚)ࢎ
+

(ࢄ,࢚)ࢂ൯ି(ࢄ,࢚)ࡲ(࢚)ࢎାࢄ,(࢚)ࢎା࢚൫ࢂ

(࢚)ࢎ
 =

ష→(࢚)ࢎܕܑܔ ܖܑ ࢚൫ࡸ +

෪ࡰ൯(࢚)ࢎ ቂࢄ൫࢚ା(࢚)ࢎ൯ି(࢚)ࢄ
(࢚)ࢎ

, ൯ቃ(࢚)ࢄ,࢚൫ࡲ +
(ࢄ,࢚)ࢂିࡰ = ൯൧(࢚)ࢄ,࢚൫ࡲ,ࢄࡴࡰ෪ൣࡰ(࢚)ࡸ +
(ࢄ,࢚)ࢂିࡰ =   (ࢄ,࢚)ࢂିࡰ

  
  بنابراين

(࢚)ିࡰ ≤   ((࢚),࢚)ࡳ
  

 :توان گفتکه مي
‖(࢚)ିࡰ‖ ≤ ฮࡳ൫(࢚),࢚൯ฮ  

  
با استفاده از تئوري نامعادلات ديفرانسيلي به اين نتيجه 

  رسيم کهمي
,࢚)ࢂ‖ ‖(ࢄ ≤   ‖(࢚)ࡹ‖

  
  فرض کنيد :٥-٣قضيه 

غيرنزولي شبه يکنواي فوقاني و پيوسته بر  G(الف) تابع 
,࢚)هايروي مجموعه [ା࢚ × ऑ   بازاي
 ∈ ℕ ∪ {} و  

(࢚)ࡹ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
࢚																																				ࢁ = ࢚
,࢚)ࡹ ,࢚ ࢚												(ࢁ ∈ ,࢚) [࢚
,࢚൫ࡹ ,࢚ ࢁ

ା൯										࢚ ∈ ,࢚) [࢚
…

,࢚൫ࡹ ,࢚ ࢁ
ା൯					࢚ ∈ ,࢚) [ା࢚

  

  
  است؛ )٣,٢( جواب ماکزيمال سيستم

:࣐(ب) توابع  ऑ → ℝࡺ	(ࢁ)࣐, = +ࢁ  (ࢁ)ࡶ
  هستند؛ ऑغيرنزولي يکنواي فوقاني در 

(ج) بازاي هر  ∈ ℕ ∪ {}  ࢼو ∈ ऑ  حد
(ࢼ,࢚)→(ࢻ,࢚) ,࢚)ࡳ   وجود دارد؛ (ࢻ

ࢂ(د) تابع  ∈ খ اي است که به گونه
,࢚)ࢂ‖ ‖(࣒ ≤   ؛‖ࢁ‖
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  :(ه) معادلات زير برقرار هستند
 )۳,۳(  

൯(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂିࡰ ≤ ,࢚ቀࡳ  	,൯ቁ(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂ
࢚ ∈ ,࢚)  	(ା࢚
ቛࢂ ቀ࢚ା, (࢚)ࢄ + ൯ቁቛ(࢚)ࢄ൫ࡵ

≤ ቛ࣐ ቀࢂ൫(࢚)ࢄ,࢚൯ቁቛ,	 
࢚ =  ࢚

  
ࢄدر اينصورت براي هر تابع  ∈ به قسمي  [ࢹ,ञ]ࢊ࢘

 که
ฮࢂ൫࢚ + ,࢘ ࢚)ࢄ + ൯ฮ(࢘ ≤ ฮࢂ൫࢚,  ,൯ฮ(࢚)ࢄ
࢘	 ∈ ,ࢊ−] ]. 

  
  خواهيم داشت

)۳,۴(  
ฮࢂ൫࢚, ,࢚)ࢄ ,࢚ ൯ฮ(࣒ ≤ ,࢚)ࡹ‖ ,࢚  ,‖(ࢁ
࢚	 ∈ ञ.  

 
(࢚)ࢄکه  = ,࢚)ࢄ ,࢚  )۳,۱(بيانگر پاسخ سيستم  (࣒
(࢚)ࡹو  = ,࢚)ࡹ ,࢚ پاسخ ماکزيمال سيستم  (ࢁ

  است.) ۳,۲(
  

,ି࢚)از آن جايي که در بازه  اثبات: ,[࢚  ∈ ℕ ،
است، نتيجه  )۳,۱(منطبق بر پاسخ سيستم   (࢚)ࢄتابع
ି࢚گيريم که براي مي < ࢚ ≤ در  (࢚)ࢄتابع  ࢚

  کندمعادله انتگرالي زير صدق مي
(࢚)ࢄ = (࢚)ࢄ + ൯(࢚)ࢄ൫ࡵ +
∫ ,࢘൫ࡲ ࢘)ࢄ,(࢘)ࢄ − ࢚࢘ࢊ	൯(ࢊ
࢚

  
  

࢚کنيم فرض مي ∈ ,࢚) ؛ در اينصورت طبق قضيه [࢚
  داريم ٤-٣

ฮࢂ൫࢚, ,࢚)ࢄ ,࢚ ൯ฮ(࣒ ≤ ,࢚)ࡹ‖ ,࢚  ,‖(ࢁ
࢚ ∈ ञ. 

  
  بازاي هر )۳,۴(نامعادله  با فرض اينکه

࢚ ∈ ,ି࢚) ,[࢚  ∈ ℕ  برقرار است، با استفاده از
غيرنزولي يکنوا  ࣐و توجه به اين که توابع  )۳,۳(

  :هستند، داريم

ቛࢂ ቀ࢚ା, (ା࢚)ࢄ + ൯ቁቛ(ା࢚)ࢄ൫ࡵ ≤

ቛ࣐ ቀࢂ൫࢚, ൯ቁቛ(࢚)ࢄ ≤
ฮ࣐൫࢚)ࡹ, ,࢚ )൯ฮࢁ =
ฮ࣐൫ିࡹ(࢚, ,ି࢚ )൯ฮିࢁ =  .ࢁ

  
هاي بعدي تا به بازه ۴-۳با اعمال قضيه به طريق مشابه 

࢚ ∈ ,࢚)   آوريمبدست مي [ା࢚
ฮࢂ൫࢚, ,࢚)ࢄ ,࢚ ൯ฮ(࣒ ≤ ,࢚)ࡹ‖ ,࢚  ‖(ࢁ
= ,࢚)ࡹ‖ ,࢚   ‖(ࢁ

  
برقرار است و اثبات به به استقراء  )۳,۴(بنابراين، نامساوي 

  رسد.اتمام مي
  

࣐فرض کنيد  :٦-٣قضيه  ∈ क ،ࢎ ∈ ، ࢣ
ࢎ ∈ برقرار است. علاوه بر  ٥-٣و شرايط قضيه  ࢊࢣ

  آن داريم
(الف)  < ࢻ <   ؛ࢼ
,࢚)෪ࢎ(ب)  (ࢄ < ,࢚)ࢎ  دهدنتيجه مي ࢻ (ࢄ ≤

,࢚)෪ࢎቀ࣐ از  ٤٣ظريفتر ෪ࢎ و به اصطلاح گوييم ቁ(ࢄ
   ؛است ࢎ

ࢂ(ج) براي  ∈ খ ࢇ، وجود دارد, ࢈ ∈ क  به قسمي
൯(ࢄ,࢚)ࢎ൫که ≤ ‖(ࢄ,࢚)ࢂ‖ ≤ ቁ(ࢄ,࢚)෪ࢎቀࢇ ;  

(ࢻ)ࢇ(د)  < (ࢻ)࣐و  (ࢼ)࢈ <  .ࢼ
  

اي آنگاه انواع مفاهيم پايداري نهايي سيستم مقايسه
پايداري -(ࢎ,෪ࢎ)، منجر به انواع خواص مشابه )۳,۲(

  گردند.مي )۳,۱(نهايي سيستم فازي ضربه اي تاخيري 
 

پردازيم. ابتدا به بررسي پايداري يکنواخت مي اثبات:
باشد.  UEPSپايدار به مفهوم  )۳,۲( فرض کنيد سيستم

داده شده با  ൯(ࢼ)࢈,(ࢻ)ࢇ൫در اينصورت براي 
 < ࢻ <   :ࢼ

࢚	∀ ∈ ञ, ∃	ࢻ)࣎, (ࢼ >  ; ‖ࢁ‖ <  (ࢻ)ࢇ

,࢚)ࢁ‖ ⇒ ,࢚ ‖(ࢁ < ࢚ ,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎ ࢚ ,(ࢼ ∈ ञ. 
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 ۱۱۳                                                                                 اي داراي حالت تاخيري محدودتحليل پايداري معادلات ديفرانسيل فازي ضربه
 

   

,࢚)بازاي هر  (࣒ ∈ ञ ,ࢊ−])ࡼ× ],  (ࡺ(ࡱ)
,࢚)෪ࢎبه گونه اي که  (࣒ < باشد، طبق شرايط  ࢻ
  (ب) و (د) داريم

,࢚)ࢎ (࣒ ≤ ((࣒,࢚)෪ࢎ)࣐ < (ࢻ)࣐ <   ࢼ
  

  کنيم کهادعا مي
)۳,۵(  

,࢚൫ࢎ ൯(࢚)ࢄ < ࢚∀										ࢼ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎     (ࢼ
 

کنيم. اگر معادله به برهان خلف ادعاي فوق را ثابت مي
  فوق صحيح نباشد، فرض خلف را به اين صورت 

∗࢚گيريم که وجود دارد مي > ∗࢚که  ࢚ ∈
,࢚) براي برخي  [ା࢚ ∈ ℕبه قسمي که ،  

,∗࢚൫ࢎ ൯(∗࢚)ࢄ ≥ ,			ࢼ ൯(࢚)ࢄ,࢚൫ࢎ <  ,ࢼ
࢚	 ≤ ࢚ <   ∗࢚

  
,࢚)ࢂکنيم فرض مي (࣒ = باشد، از آن جايي که  ࢁ

,࢚)෪ࢎ (࣒ <   :است طبق شرط (ج) ࢻ
,࢚)ࢂ‖ ‖(࣒ = ‖ࢁ‖ ≤ ,࢚)෪ࢎ)ࢇ ((࣒ <
  (ࢻ)ࢇ

  
  شود بهمنجر ميکه 

‖(࢚)ࢁ‖ < ,(ࢼ)࢈ ࢚				࢘ࢌ ≥ ࢚ ≥   .(ࢼ,ࢻ)࣎
  

  برقرار است، داريم ٥-٣از آن جايي که شرايط قضيه 
ฮࢂ൫࢚, ൯ฮ(࢚)ࢄ ≤ ࢚										,‖(࢚)ࡹ‖ ≥   ,࢚

  
  رسانداين معادله به همراه (ج) ما را به تناقض زير مي

(ࢼ)࢈ ≤ ,∗࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤
ฮࢂ൫࢚∗, ൯ฮ(∗࢚)ࢄ ≤ ‖(∗࢚)ࡹ‖ <   (ࢼ)࢈

  
اين تناقض نشانگر باطل بودن فرض خلف و برقراري 

,࢚)෪ࢎاست، يعني ) ٣,٥(نامعادله  (࣒ < نتيجه  ࢻ
,࢚൫ࢎدهدمي ൯(࢚)ࢄ < ࢚بازاي هر   ࢼ ≥ ࢚ ≥

,ࢻ)࣎  UEPS-(ࢎ,෪ࢎ)که به معناي پايداري  (ࢼ
  است.) ٣,١(براي سيستم فازي 

پردازيم. براي ثوابت پايداري قوي مي حال به بررسي
ࢀ >   و < ࢻ < ، طبق آنچه در بخش قبل ࢼ

پايدار به مفهوم ) ٣,١(اثبات کرديم، سيستم فازي 
  است. بنابراين UEPS-(ࢎ,෪ࢎ)

࢚	∀ ∈ ञ, ∃	࣎(ࢻ, (ࢼ > ; ࢎ෪(࢚, (࣒ <  ࢻ

,࢚൫ࢎ ⇒ ൯(࢚)ࢄ < ,ࢼ ࢚ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎  .(ࢼ
  

پايدار به مفهوم ) ٣,٢(اي فرض کنيد سيستم مقايسه
UEPQ  داده شده ((ࢼ)࢈,(ࢻ)ࢇ)است؛ آنگاه بازاي  

࢚	∀ ∈ ञ, ∃	࣎(ࢻ, (ࢼ >  ;  ‖ࢁ‖ <  (ࢻ)ࢇ

‖(࢚)ࢁ‖ ⇒ < ࢚  ,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎  .(ࢼ

  
  با تعريف

(ࢼ,ࢻ)࣎  ≡ ,(ࢼ,ࢻ)࣎}	ܠ܉ܕ  ، {(ࢼ,ࢻ)࣎
  

  کنيمثابت مي
)۳,۶(  

,࢚൫ࢎ ൯(࢚)ࢄ < ࢚					,ࢼ ≥ ࢚ +  			,ࢀ
࢚ ≥ ,ࢻ)࣎ ,(ࢼ ࢚ ∈ ञ  

 
,࢚)ࢂفرض کنيد  (࣒ = باشد، از آن جايي که  ࢁ

,࢚)෪ࢎ (࣒ <   گيريماست، از (ج) نتيجه مي ࢻ
,࢚)ࢂ‖ ‖(࣒ = ‖ࢁ‖ ≤ ,࢚)෪ࢎ)ࢇ ((࣒ <
  (ࢻ)ࢇ

  
  که بيانگر آن است که

‖(࢚)ࢁ‖ < ࢚					,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎   .(ࢼ
  

  برقرار است داريم ٥-٣از آن جايي که شرايط قضيه 
ฮࢂ൫࢚, ൯ฮ(࢚)ࢄ ≤ ࢚										,‖(࢚)ࡹ‖ ≥   ,࢚

  
  شوداين معادله به همراه (ج) منجر به تناقض زير مي

,࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(࢚)ࢄ ≤ ฮࢂ൫(࢚)ࢄ,࢚൯ฮ ≤
‖(࢚)ࡹ‖ < ࢚					,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ + ࢚					,ࢀ ≥
,ࢻ)࣎   (ࢼ

  
  برقرار است، يعني )٣,٦( بنابراين

,࢚)෪ࢎ (࣒ < ,࢚൫ࢎ ⇒ ࢛ ൯(࢚)ࢄ < ,ࢼ ࢚ ≥
࢚ + ࢚ ,ࢀ ≥ ,ࢻ)࣎  (ࢼ
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-(ࢎ,෪ࢎ)پايدار  )٣,١( ايسيستم فازي ضربهو 
SUEPS .است  

  
برقرار است  ٦-٣فرض کنيد شرايط قضيه  :٧-٣قضيه 

  به غير از شرط (د) که با شرط زير جايگزين شده است
(ࢻ)࣐(ذ)  <   ࢼ

) ٣,٢(اي آنگاه خواص شبه پايداري نهايي سيستم مقايسه
سيستم شبه پايداري نهايي -(ࢎ,෪ࢎ)بيانگر خواص 

  خواهند بود.) ٣,١(اي تاخيري متناظر فازي ضربه
  

باشد؛ در  UEPQ، )٣,٢(فرض کنيد سيستم  اثبات:
داده شده با  ൯(ࢼ)࢈,(ࢻ)ࢇ൫اينصورت بازاي 

,ࢼ,ࢻ ࢀ >  داريم:  
࢚	∀ ∈ ञ, ∃	ࢻ)࣎, (ࢼ >  ; ‖ࢁ‖ <  (ࢻ)ࢇ

‖(࢚)ࢁ‖ ⇒ < ࢚ ,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥
,ࢻ)࣎  .(ࢼ

  
,࢚)بازاي هر  (࣒ ∈ ञ ,ࢊ−])ࡼ× ],  (ࡺ(ࡱ)

,࢚)෪ࢎاي که به گونه (࣒ <   ، از (ب) و (ذ) ࢻ
  يابيممي

,࢚)ࢎ (࣒ ≤ ((࣒,࢚)෪ࢎ)࣐ < (ࢻ)࣐ <   ࢼ
  

  :کنيم کهادعا مي
)٣,٧(  

,࢚൫ࢎ ൯(࢚)ࢄ < ࢚					,ࢼ ≥ ࢚ +  					,ࢀ
࢚	 ≥ ,ࢻ)࣎    (ࢼ

 
,࢚)ࢂگيريم فرض مي (࣒ = باشد، چون  ࢁ

,࢚)෪ࢎ (࣒ <   :است از (ج) داريم ࢻ
,࢚)ࢂ‖ ‖(࣒ = ‖ࢁ‖ ≤ ,࢚)෪ࢎ)ࢇ ((࣒ <
  (ࢻ)ࢇ

  
  که بيانگر آن است که

‖(࢚)ࢁ‖ < ࢚					,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ +  					,ࢀ
࢚	 ≥ ,ࢻ)࣎   .(ࢼ

  
  برقرار است ٥- ٣پس چون شرايط قضيه 

ฮࢂ൫࢚, ൯ฮ(࢚)ࢄ ≤ ࢚										,‖(࢚)ࡹ‖ ≥   ,࢚
  

  :انجامداين به همراه (ج) به تناقض زير مي
,࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(࢚)ࢄ ≤ ฮࢂ൫(࢚)ࢄ,࢚൯ฮ

≤ ‖(࢚)ࡹ‖ <  ,(ࢼ)࢈
࢚ ≥ ࢚ + ࢚					,ࢀ ≥ ,ࢻ)࣎   (ࢼ

  
  :برقرار است يعني) ٣,٧(بنابراين 

,࢚)෪ࢎ (࣒ < ,࢚൫ࢎ ⇒ ࢻ ൯(࢚)ࢄ < ,ࢼ ࢚ ≥
࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥  (ࢼ,ࢻ)࣎

  
 -(ࢎ,෪ࢎ)، )٣,١(اي تاخيريپس سيستم فازي ضربه

UEPQ .است  
  

࣐فرض کنيد  :٨-٣قضيه  ∈ क  ،ࢎ ∈ ،  ࢣ
ࢎ ∈   و ࢊࢣ

(الف)  < ࢻ <   ؛ࢼ
,࢚)෪ࢎ(ب)  (ࢄ < ,࢚)ࢎدهد نتيجه مي ࢻ (ࢄ ≤

,࢚)෪ࢎቀ࣐  ࢎظريفتر از  ෪ࢎ و به اصطلاح گوييم ቁ(ࢄ
   ؛است

ࢂ(ج) براي  ∈ খ ࢇ، وجود دارد, ࢈ ∈ क  به قسمي
  که

,࢚)ࢎ൫࢈ ൯(ࢄ ≤ ,࢚)ࢂ‖ ‖(ࢄ ≤ ,࢚)෪ࢎቀࢇ ቁ(ࢄ ;  
   

൯(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂିࡰ(د)  ≤ ,				ࢄ ∈   ,[ࢹ,ञ]ࢊ࢘
  

࢚	 ∈ ,࢚) ,	(ା࢚  ∈ ℕ ∪ {} 
  

ࢂቛ(ه)  ቀ࢚ା, (࢚)ࢄ +   ൯ቁቛ(࢚)ࢄ൫ࡵ
  

≤ ฮࢂ൫࢚,  			,൯ฮ(࢚)ࢄ
ࢄ ∈ ,[ࢹ,ञ]ࢊ࢘ ࢚ = ,	࢚  ∈ ℕ ∪ {} 

  
(ࢻ)ࢇ(و)  < (ࢻ)࣐و  (ࢼ)࢈ <   .ࢼ

-(ࢎ,෪ࢎ) ،)٣,١( ياآنگاه سيستم تاخيري فازي ضربه
UEPS .است  

  
  شوداز (الف) و (ب) نتيجه مي اثبات:

,࢚)ࢎ (࣒ ≤ ((࣒,࢚)෪ࢎ)࣐ < (ࢻ)࣐ <   ࢼ
  

  است، يعني UEPS-(ࢎ,෪ࢎ)کنيم ميسپس ثابت 



 

 ۱۱۵                                                                                 اي داراي حالت تاخيري محدودتحليل پايداري معادلات ديفرانسيل فازي ضربه
 

   

,࢚)ࢎ (ࢄ < ࢚				,ࢼ ∈ ञ⇒	ࢎ෪(࢚, (࣒ <
  (ࢻ)࣐

  
با ) ٣,١(اگر اينگونه نباشد، وجود دارد جوابي از سيستم 

(࣒,࢚)෪ࢎ < ∗࢚و  (ࢻ)࣐ ∈ ,࢚) ,(ା࢚  ∈ ℕ   
  

  :اي کهبه گونه
)٣,٨(  

,∗࢚൫ࢎ ൯(∗࢚)ࢄ = ࢄ				,ࢼ ∈  	,	[ࢹ,ञ]ࢊ࢘
࢚ ∈ ,࢚]   .(∗࢚

 
(࢚)حال با تعريف  = ,࢚൫ࢂ ، بازاي ൯(࢚)ࢄ

࢚ ∈ ,࢚]   :يابيم، از (د) و (ه) مي(∗࢚
)٣,٩(  

(∗࢚) ≤ (ା࢚) ≤ (࢚) ≤ ⋯ ≤
   .(ା࢚)

 
  گيريمنتيجه مي) ٣,٩(، و )٣,٨(با استفاده از (ج)، (و)، 

(ࢼ)࢈ ≤ ,∗࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤ (∗࢚) ≤

(ା࢚) ≤ ቁ(࣒,࢚)෪ࢎቀࢇ ≤ (ࢻ)ࢇ <
  (ࢼ)࢈

  
  رسد.اينگونه اثبات به اتمام ميکه تناقض است و 

  
برقرار باشند  ٨-٣فرض کنيد شرايط قضيه : ٩-٣قضيه 

  به جز شرط (د) که با شرط زير جايگزين گردد
൯(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂିࡰ(ذ)  ≤ ࢉ− ቀࢂ൫࢚,   ,൯ቁ(࢚)ࢄ

 

ࢄ ∈ ,[ࢹ,ञ]ࢊ࢘ ࢚ ∈ ,࢚)  	,	(ା࢚
 ∈ ℕ ∪ {}, ࢉ ∈ क 

  
 -(ࢎ,෪ࢎ)، )٣,١( ايآنگاه سيستم تاخيري فازي ضربه

UPAS .است  
  

  از آن جايي که (ذ) بطور ضمني (د) را نتيجه  اثبات:
پايدار ) ٣,١(، سيستم ٨-٣دهد، طبق قضيه مي

  :است، يعني UEPS-(ࢎ,෪ࢎ)

,࢚)෪ࢎ (࣒ < ,࢚)ࢎ ⇒ ࢻ ((࢚)ࢄ <  ,ࢼ
࢚ ≥ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎ ࢚ ,(ࢼ ∈ ञ 

ࢿبراي هر  ∈ (,ࢻ) کنيم داده شده، فرض مي
ࢀ = (ࢻ)ࢇ

൯(ࢿ)࢈൫ࢉ
> .  

∗࢚کنيم ميثابت  ∈ ,࢚] ࢚ + :[ࢀ ࢚ < ∗࢚ ≤
,ା࢚  ∈ ℕ وجود دارد، به قسمي که:  

)٣,١٠(  
(∗࢚) <   .(ࢿ)࢈

 
  اگر چنين نباشد، آنگاه

(࢚) ≥ ,(ࢿ)࢈ ࢚ ∈ ,࢚] ࢚ +  .[ࢀ
  

,࢚با فرض  ,࢚ … , ࢚ ∈ ,࢚] ࢚ + ، از (ه) و  [ࢀ
  :(ذ) داريم

࢚) + (ࢀ (ା࢚)− = ࢚)ൣ + (ࢀ −
൯൧࢚൫ + ൯࢚൫ൣ − ൯൧ି࢚൫ +⋯+
(࢚)] [(࢚)− + (࢚)] −
[(ା࢚) ≤ ࢚)ൣ + (ࢀ ା൯൧࢚൫− +
൯࢚൫ൣ ା൯൧ି࢚൫− +⋯+
(࢚)] [(ା࢚)− + (࢚)] −
[(ା࢚) ≤ ∫ ,(࢚)ࢄ,࢚൫ࢂିࡰ ࢚ࢊ൯ࢄ

ࢀା࢚
శ࢚

+

∫ ,࢚൫ࢂିࡰ ,(࢚)ࢄ ࢚ࢊ൯ିࢄ
࢚
షశ࢚

+⋯+

∫ ,࢚)ࢂିࡰ ,(࢚)ࢄ ࢚ࢊ(ࢄ
࢚
శ࢚

+

∫ ,࢚)ࢂିࡰ ,(࢚)ࢄ ࢚ࢊ(ࢄ
࢚
శ࢚

≤   ࢀ൯(ࢿ)࢈൫ࢉ−
  

  شود بهنامساوي به همراه (ج) منجر مياين 
(ࢻ)ࢇ− ≤ (ା࢚)− ≤ ࢚) + (ࢀ −
(ା࢚) ≤ ࢀ൯(ࢿ)࢈൫ࢉ− < (ࢻ)ࢇ− −   

  
  برقرار است.) ٣,١٠(که تناقض است. بنابراين نامعادله 

  آوريمبدست مي) ٣,١٠(با استفاده از (ج)، (ه)، (ذ) و 
,࢚)ࢎ൫࢈ ൯(ࢄ ≤ (࢚) ≤ (∗࢚) <  ,(ࢿ)࢈
࢚ ≥  ,∗࢚

  
است نتيجه صعودي)  (اکيداً कتابعي از کلاس  ࢈چون 

  شودمي
,࢚)ࢎ (ࢄ < ࢚			,ࢿ ≥ ࢚ +  .ࢀ

  
، )٣,١(اي تاخيري بنابراين سيستم ديفرانسيل فازي ضربه

 است. UPAS-(ࢎ,෪ࢎ)پايدار به مفهوم 
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برقرار  ٦-٣فرض کنيد شرايط قضيه  :۱۰-۳قضيه 
  است بجز شرط (ج) که با شرط زير جايگزين شده است

,ࢇ(چ) بازاي  ,ࡽ,࢈ ࡽ ∈ क 
,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(ࢄ ≥  ,൯(ࢄ,࢚)ࢎ൫࢈
,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(ࢄ ≤  .((ࢄ,࢚)෪ࢎ)ࢇ

  
,ࡽ)آنگاه مفاهيم    پايداري نهايي سيستم –(ࡽ

–(ࢎ,෪ࢎ)به معناي مفاهيم مشابه  )٣,٢(اي مقايسه
) ٣,٢(اي تاخيري پايداري نهايي سيستم فازي ضربه

  است.
  

,ࡽ)، )٣,٢( فرض کنيد سيستم اثبات:  EPS-(ࡽ
  :اي کهداريم به گونه ((ࢼ)࢈,(ࢻ)ࢇ)است. آنگاه 

(‖ࢁ‖)ࡽ < (‖(࢚)ࢁ‖)ࡽ ⇒ (ࢻ)ࢇ <
࢚ ,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ ≥ ࢚ ,(ࢼ,ࢻ)࣎ ∈ ञ. 

  
، )۳,۲( اي تاخيريفرض کنيد سيستم فازي ضربه

نباشد، آنگاه مشابه آنچه در اثبات قضيه  EPS-(ࢎ,෪ࢎ)
  ، (ب) و (چ) ٥-٣بيان شد، با استفاده از قضيه  ۳-۶

  توانيم ثابت کنيم کهمي
,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(࢚)ࢄ ≤ ൯ቁ(࢚)ࢄ,࢚෪൫ࢎቀࢇ ≤

,∗࢚෪൫ࢎቀࢇ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤   .(ࢻ)ࢇ
  

  سپس با استفاده از (چ) داريم
(ࢼ)࢈ ≤ ,∗࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤
,∗࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(∗࢚)ࢄ ≤ (‖(∗࢚)ࡹ‖)ࡽ <
  ,(ࢼ)࢈

  
  که تناقض است و ادعاي قضيه برقرار است.

  
برقرار  ٧-٣فرض کنيد شرايط قضيه  :١١-٣قضيه 

  است بجز شرط (ج) که با شرط زير جايگزين شده است
,ࢇ(چ) بازاي  ,ࡽ,࢈ ࡽ ∈ क 

,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(ࢄ ≥  ,൯(ࢄ,࢚)ࢎ൫࢈
,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(ࢄ ≤  .((ࢄ,࢚)෪ࢎ)ࢇ

  

,ࡽ)آنگاه مفاهيم  شبه پايداري نهايي سيستم –(ࡽ
پايداري نهايي شبه –(ࢎ,෪ࢎ)متناظر با ) ٣,٢(اي مقايسه

  است. )٣,٢(اي تاخيري سيستم فازي ضربه
  

,ࡽ)، )٣,٢(فرض کنيد سيستم  اثبات:  EPQ-(ࡽ
  اي کهداريم به گونه ((ࢼ)࢈,(ࢻ)ࢇ)است. آنگاه 

(‖ࢁ‖)ࡽ < (‖(࢚)ࢁ‖)ࡽ ⇒ (ࢻ)ࢇ <
࢚ ,(ࢼ)࢈ ≥ ࢚ + ,ࢀ ࢚ ≥ ,ࢻ)࣎  ,(ࢼ
࢚ ∈ ञ, ࢀ > . 

  
، )٣,٢( اي تاخيريفرض کنيد سيستم فازي ضربه

 نباشد، آنگاه مشابه آنچه در اثبات قضيه EPS-(ࢎ,෪ࢎ)
  ، (ب) و (چ) ٥-٣بيان شد، با استفاده از قضيه  ۳-۷

  توانيم ثابت کنيم کهمي
,࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(࢚)ࢄ ≤ ൯ቁ(࢚)ࢄ,࢚෪൫ࢎቀࢇ ≤

,∗࢚෪൫ࢎቀࢇ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤   .(ࢻ)ࢇ
  

  سپس با استفاده از (چ) داريم
(ࢼ)࢈ ≤ ,∗࢚൫ࢎቀ࢈ ൯ቁ(∗࢚)ࢄ ≤
,∗࢚)ࢂ‖)ࡽ (‖(∗࢚)ࢄ ≤ (‖(∗࢚)ࡹ‖)ࡽ <
  ,(ࢼ)࢈

  
  که تناقض است و ادعاي قضيه برقرار است.

  
هاي در مدلسازي، کنترل و بهينه سازي پروسه توجه:

هاي ناشي از عدم دقت شيميايي باشد عدم قطعيت
، و ٤٤پارامترها، از جمله ضرايب انتقال جرم و حرارت

گيري در لحظه در اندازه گيري، مثلاًخطاهاي اندازه
فيزيکي در نظر  هايويژگيو تقريب  ٤٥تشکيل بخار

گرفته شوند. در اين موارد، نظريه فازي ابزار قدرتمندي 
هاي پروسه است. مثالي براي لحاظ کردن عدم قطعيت

عملي از يک پروسه شيميايي که در آن دما و فشار 
 متغيرهاي حالت آن هستند در زير آورده شده است

[31].  

                                                
44. heat and mass transfer coefficients 
45. real-time measurement of steam 
composition 
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مربوط به يک  سيستم ديفرانسيل فازي تاخيري مثال:
  پروسه شيميايي با معادلات زير را در نظر بگيريد:

)۳,۱۱(  

ቊ
(࢚)࢞ࡴࡰ = −. ࢞(࢚) + ൯(࢚)ࢊ൫࢞ + (࢚)ࢎ
(࢚)࢞ࡴࡰ = −. ࢞(࢚) + ൯(࢚)ࢊ൫࢞ + (࢚)ࢎ

	 ,

࢚ ≥     ࢚
 

 که شرايط اوليه آن به صورت زير است

൜࢞
࢚) + (࢚ = (࢚)࣐

࢚)࢞ + (࢚ = (࢚)࣐
࢚					,					 ∈ [−, ]  

  
  که در آن

ࢄ = ,࢞) (࢞ ∈ ࢚ ,ࡱ ≥ , 
ࢊ ∈ ,ℝ) [−,]); ࢚ −  ≤ (࢚)ࢊ ≤  . ࢚

  
(࢚)ࢊتوجه داريم که  = ࢚ − ܖܑܛ| مثالي از تاخير  |࢚

  متغير با زمان کراندار است.
,ࡸفرض کنيد ثوابت  ࡸ >   وجود دارند به قسمي

,(࢚)ࢎ)ࡰکه  ((࢚)ࢎ ≤ ࢚|ࡸ − ,|࢚  = ,  .
همچنين تابع شبه لياپانوف را بصورت 

,࢚)ࢂ ,࢞ (࢞ = ,࢞)ࡰ در نظر بگيريد. اگر  (࢞
࣐ = ,࣐) (࣐ ∈ ,(࣋)ࡿ ࣋ >  براي هر ،

࢘ ∈ [−,] :نامعادله زير برقرار است 
(()࣐,()࣐)ࡰ >   ((࢘)࣐,(࢘)࣐)ࡰ

  
 کنيمتعريف مي

ቊ
(࣐,࢚)ࢌ = −. (࢚)࣐ + ൯(࢚)ࢊ൫࣐ + (࢚)ࢎ
(࣐,࢚)ࢌ = −.࣐(࢚) + ൯(࢚)ࢊ൫࣐ + (࢚)ࢎ

 

 
شود ديده مي [29]که در مرجع  ࡱبه اين خواص 

  توجه کنيد:
,ࢇ(الف) براي هر  ࢈ ∈ ℝ  ࢇبا فرض, ࢈ ≥   يا

,ࢇ ࢈ ≤   ࢄو براي هر ∈   ، داريمࡱ
ࢇ) + ࢄ(࢈ = ࢄࢇ +   .ࢄ࢈

ࣅ(ب) براي هر  ∈ ℝ  ࢄو هر, ࢅ ∈ ، داريم ࡱ
ࢄ)ࣅ + (ࢅ = ࢄࣅ +   .ࢅࣅ

,ࣅ(ج) براي هر ࣆ ∈ ℝ   ࢄو هر ∈ ، داريم ࡱ
(ࢄࣆ)ࣅ =   .ࢄ(ࣆࣅ)

از مراجع  (ࢅ,ࢄ)ࡰهمچنين طبق خواص فاصله 
,ࢄتمام  براي [28 ,23] ,ࢃ,ࢅ ࢆ ∈ ࣅو  ࡱ ∈ ℝ 

  داريم:
ࢄ)ࡰ(الف)  ,ࢃ+ ࢅ (ࢃ+ = ,ࢄ)ࡰ   (ࢅ
,ࢄࣅ)ࡰ(ب)  (ࢅࣅ = ,ࢄ)ࡰ|ࣅ|   (ࢅ
ࢅ,ࢃ+ࢄ)ࡰ(ج)  + (ࢆ ≤ (ࢅ,ࢄ)ࡰ   (ࢆ,ࢃ)ࡰ+

  
از تعريف مشتق ديني تابع لياپانوف و با استفاده از خواص 

 آوريم:فوق بدست مي
(ࢄ,࢚)ࢂିࡰ = 
	ܕܑܔ
ష→ࢎ

ܖܑ
ࡰ ቀ࢚ + ࢚൫ࢄ,ࢎ + ൯(࢚)ࢎ + ,࢚൫ࡲ(࢚)ࢎ ,(࢚)ࢄ ࢚)ࢄ − ൯ቁ(ࢊ − ,࢚൫ࡰ ൯(࢚)ࢄ

ࢎ
 

≤ ,࣐)ࡰ− (࣐ +   ࣋ࡸ
  

ࡸکه در آن  = ,ࡸ}	ܠ܉ܕ است. بنابراين، معادله  {ࡸ
اي را در اين حالت بصورت زير در سيستم اسکالر مقايسه

  گيريم:نظر مي
(࢚)ᇱ࢛ = +࢛−   ࣋ࡸ

  
  که داراي پاسخ

(࢚)࢛ = ࣋ࡸ−) + (࢚ି࢚)ିࢋ(࢛ +   ࣋ࡸ
  

|(࢚)࢛|است. بنابراين،  ≤ |࢛| + که نشان  ࣋ࡸ
اي اسکالر پايدار يکنواخت دهد پاسخ سيستم مقايسهمي

پايدار ) ٣,١١(سيستم فازي  ٨-٣است، پس طبق قضيه 
  کاربردي يکنواخت است.

  
  گيرينتيجه

در اين مقاله، قضايايي براي تحليل پايداري دستگاه 
اي تاخيري ارائه کرديم. معادلات ديفرانسيل فازي ضربه

براي اين منظور از توابع شبه لياپانوف برداري به همراه 
قضيه مقايسه سيستم ديفرانسيل فازي با سيستم 
ديفرانسيلي معمولي استفاده شد. در اين راستا، پايداري را 

هاي مختلف يعني پايداري نهايي، پايداري قوي، از ديدگاه
پايداري مجانبي و پايداري يکنواخت بررسي کرديم. 
همچنين قضايايي براي پايداري کاربردي سيستم هاي 

به اثبات رسانديم. در انتها با مثالي ديناميکي فازي 
  کاربردي، کارايي روش را نشان داديم.
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